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译 者 序 
对 于 大 多 数学 生来 说 , 微 积分 或 许 是 他 们 曾经 上 过 的 倍 感 迷茫 且 最 受挫 折 的 一 
门 课程 了 . 而 本 书 , 不 仅 让 学 生 们 能 有 效 地 学 习 微 积分 , 更 重要 的 是 提供 了 战胜 微 
积分 的 必 备 工具 . 
本 书 源 于 风靡 美国 普林斯顿 大 学 的 Adrian Banner 的 微 积分 复习 课程 . 他 激励 
了 一 些 考试 前 想 获 得 优秀 但 考试 结果 却 平 平 的 学 生 . 


对 于 任何 单 变量 微 积分 的 课程 
对 于 全 英文 授课 的 教师 来 说 更 是 一 
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顿 大 学 的 著名 数学 教授 并 担任 新 技术 研究 中 心 主 人 

格 是 非 正式 的 、 有 吸引 力 并 完全 不 强求 的 , 甚至 在 不 失 其 详尽 性 

他 不 会 跳 过 讨论 一 个 问题 的 人 

”方式 一 即 问题 求解 过 程 中 学 4 
ee 


许多 娱乐 性 , 而 且 
作者 独创 的 “内 心 独白 
程 一 一 为 我 们 提供 了 不 可 或 缺 的 


本 书 既 可 以 作为 教科 书 , 也 可 以 月 
个 得 力 助手 


.作者 Adrian Banner 是 美 


E 何 步 又 . 


过程 以 及 求解 方案 . 本 了 


题 求解 的 技巧 . 其 
者 会 在 非 正式 的 对 训 
本 书 特点 : 


。 是 人 有 


FP 涉及 的 例题 从 简单 到 复杂 并 对 
f 语 境 中 体会 微 积 分 的 无 穷 购 力 . 


FE 何 单 变量 微 积分 教科 书 的 好 伙伴 


昌 作 学 习 指 南 ， 


国 普 林 斯 


F. Adrian Banner 教授 的 授课 风 
的 基础 上 又 增添 了 


门 应 遵循 的 思考 过 
的 重点 在 于 创建 问 
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。 洋溢 者 非 正 式 的 、 娱 乐 性 的 但 非 强 求 的 对 话语 境 风格 


。 丰富 的 在 线 视频 ; 
。 大 量 精 选 例题 (从 简单 到 


杂 


e 和 定 到 
。 详 细 
这 检 
结合 在 一 起 . 对 于 每 一 个 想 要 掌 
非 数学 专业 的 学 生 也 将 大 大 受益 


探讨 了 诸 丸 


无 穷 级 数 这 检 


个 


的 歧义 , 但 是 由 于 才 下 学 浅 , 


) 


和 方法 的 证 明 以 及 相关 应 用 的 说 明 实现 理论 应 月 
的 难 
lf 的 一 本 经 典 著作 将 易 用 性 与 可 读 怕 


提供 了 一 步 一 步 的 推理 过 程 ; 


于 实践 的 目 


点 问题 . 


E 免 存在 翻译 不 当 之 处 , 敬 请 广大 读者 批评 指 


于 版 时 更 正 . 
本 书 能 得 以 顺利 出 版 , 首先 
首都 经 济 贸易 


衷心 感谢 . 最 后 感谢 我 的 家 人 在 本 


了 王 
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威 
MEA 


谢 
大 学 华侨 学 院 信 管 系 的 全 体 教师 也 给 予 了 


E 以 及 内 容 的 深度 与 数学 的 严谨 
握 微 积分 的 学 生来 说 , 本 书 都 是 极 好 的 资源 . 当然 ， 


} 微 积分 理论 进行 了 深入 探讨 . 读 


标 ; 


完美 地 


在 翻译 本 书 的 过 程 中 , 译 者 蜂 然 尽 最 大 努力 尊重 原文 , 并 尽 可 能 避免 直译 产生 


FE, 以 便 


人 民 邮 电 出 版 社 图 


灵 公司 的 大 力 文 持 , 同时 
E 私 的 帮助 , 在 此 一 并 对 
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pa 
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翻译 过 程 中 所 给 予 的 支持 与 鼓励 , 尤其 


灶 ‘ 
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2 译 者 订 

六 绮 ! 
《普林斯顿 微 积 分 读本 》 
微笑 着 面 对 数 学 的 世界 


积累 着 超越 无 穷 的 力量 
分 化 出 化 解疑 难 的 翅膀 
求解 出 优化 问题 的 阳光 
生成 了 数学 天 空 的 晴 委 


| 


秘籍 一 一 放飞 自己 的 理想 


谨 以 此 诗 献 给 爱 女 芮 绮 以 及 喜爱 数学 的 新 生 代 ! 


于 首都 经 济 贸 易 


杨 更 


大 学 华侨 学 院 信 管 系 


了 中 


前 


本 书 旨 在 帮助 你 学 习 单 变量 微 积分 的 主要 概念 , 同时 也 致力 于 教会 你 求解 问题 


的 技巧 . 无 论 你 是 第 一 次 接触 微 积 分 , 还 是 为 了 准备 一 次 测验 , 或 是 已 经 学 过 微 积 


分 但 想 再 温习 一 遍 , 我 都 希望 本 书 能 够 对 你 有 所 帮助 


写作 本 书 的 灵感 来 自我 在 普林斯顿 大 学 的 学 生 们 , 他 们 在 过 去 的 几 年 里 就 发 


现 , 起 初 的 笔记 连同 讲座 、 复 习 研 讨 以 及 教材 作为 学 习 指 南 是 很 有 帮助 的 . 以 下 是 
他 们 在 学 习 过 程 中 提出 的 一 些 你 可 能 也 想 问 的 问题 . 


这 本 书 为 什么 这 么 长 ”我 认为 你 是 真 的 想 要 掌握 这 门 课程 , 而 不 只 是 想 贺 轿 知 
记 , 一 知 半 解 , 那 你 就 要 投入 一 些 时 间 和 精力 , 去 阅读 并 理解 这 些 详尽 
阅读 之 前 , 我 需要 知道 些 什么 ”你 需要 了 解 一 些 基 本 的 代数 知识 , 并 且 要 知道 


如 何 求 解 简 单 的 方程 式 ， 本 书 的 前 两 章 涵盖 了 你 所 需要 的 大 部 分 


识 . 


的 阐述 . 


的 微 积 分 预备 知 


啊 ! 下 周 就 要 期 末 考 试 了 , 我 还 什么 都 不 知道 呢 ! 从 哪里 开始 啊 接 下 来 的 几 


页 就 会 介绍 如 何 使 用 本 书 来 备考 . 


例题 的 求解 过 程 在 哪里 ? 我 所 看 到 的 只 是 大 量 的 文字 与 少量 的 公式 ”首先 , 看 
我 通常 试图 给 出 一 种 “内 心 独 
白 ”, 即 当 你 尝试 求解 问题 的 时 候 , 脑海 中 应 该 经 历 怎样 的 思考 过 程 . 最 后 , 你 想到 


一 个 求解 过 程 并 不 能 教会 你 应 该 怎样 思考 ， 所 以 ， 


了 求解 问题 的 所 有 知识 点 , 但 仍然 需要 用 正确 的 方式 把 它们 全 部 写 出 来 . 我 的 建议 
是 先 看 懂 并 理解 问题 的 求解 方法 , 然后 再 返回 来 尝试 自己 解答 . 
定理 的 证 明 哪 儿 去 了 本 书 中 的 大 部 分 定理 都 以 某 种 方式 被 验证 了 . 在 附录 


A 中 可 以 找到 更 多 正式 的 证 明 过 程 . 


主题 没有 次 序 ! 我 该 怎么 办 呢 “学 习 微 积分 没有 什么 标准 次 序 . 我 选择 的 顺序 
是 有 效 的 , 但 你 可 能 还 得 通过 搜索 目录 来 查找 你 需要 的 主题 , 其 余 的 可 以 先 忽 略 . 我 
岂可 能 遗漏 了 一 些 主 题 . 为 什么 不 尝试 给 我 发 送 电 子 邮 伯 
ifesaver.com， 你 一 定 想 不 到 , 我 可 能 会 为 你 写 一 个 附加 章节 (也 为 下 一 版 写 , 如 果 


有 的 话 ! ). 


F 呢 ? 地 址 是 adrian @ calcl- 


你 使 用 的 一 些 方法 和 我 学 到 的 不 一 样 . 到 底 谁 的 正确 , 我 的 任课 老师 的 还 是 你 


的 ”希望 我 们 都 没 错 ! 如 果 还 有 疑问 , 就 请 教 你 的 和 


F 课 老师 什么 是 对 


页 边 空 白 处 怎么 没有 微 积 分 的 历史 和 有 趣 的 史实 呢 ”本 书 中 有 
史 内 容 , 但 不 在 这 里 过 多 分 散 我 们 的 注意 力 . 如 果 你 想 记 下 这 些 历史 内 容 , 就 请 


的 吧 . 


点 微 积 分 历 


读 一 本 关于 微 积分 历史 的 书 吧 , 那 才 更 有 趣 , 而 且 比 


阅 


零 零散 散 的 几 名 话 更 值得 关注 . 


了 业 so 是 多 


我 们 学 校 可 以 用 这 本 书 作为 教材 吗 这 本 书 配 有 很 好 的 习题 集 , 可 以 作为 一 本 
教材 , 也 可 以 用 作 一 本 学 习 指南 . 你 的 任课 老师 也 会 发 现 这 本 书 很 有 助 于 备课 , 特 


别 是 如 


E 问 题 求解 的 技巧 这 一 方面 


本 书 提 及 的 这 些 录像 是 什么 “在 网 站 www.calclifesaver.com 上 , 你 可 以 找到 我 


的 年 度 复习 研讨 录像 , 其 中 涉及 了 很 多 (但 不 是 全 部 ! ) 本 书 的 章节 和 例题 . 


如 何 使 用 这 本 书 备考 


如 果 你 快要 参加 考试 了 , 那么 发 挥 本 书 效用 的 机 会 就 来 了 . 我 很 同情 你 的 处 境 ， 


让 你 快速 识别 


因为 你 没有 时 间 阅 读 整 本 书 的 内 容 ! 但 是 你 不 用 担心 , 后 面 的 那 张 表 会 标 出 本 书 的 
HF 二 


主要 章节 , 来 帮助 你 备考 ,此 外 , 纵 观 整 本 书 , 下 列 图 标 会 出 现在 书 中 页 边 空白 处 
什么 是 重要 内 容 


。 例题 求解 过 程 始 于 此 行 . 


。 这 里 非常 重要 


于 
Hd 


。 你 应 当 自 己 尝 试 解答 本 题 . 


下 一 节 


注意 : 这 部 分 内 容 大 多 是 为 感 兴趣 的 读者 准备 的 . 如 果 时 间 有 限 , 就 请 跳 到 


此 外 , 一 些 重要 的 公式 或 定理 带 有 边框 , 一 定 要 好 好 学 啊 . 


两 个 通用 的 学 习 小 贴 士 


结 的 所 有 重要 的 知识 点 和 公式 都 写 出 来 , 以 便 记忆 . 虽说 数学 不 


把 你 自己 总 结 

是 死记 硬 背 , 但 也 有 一 些 关键 的 公式 和 方法 , 最 好 是 你 能 自己 写 得 出 来 . 好 
记性 不 如 烂 笔头 嘛 ! 通常 来 说 , 做 总 结 足 以 巩固 和 加 强 你 对 所 学 知识 的 理解 . 
这 就 是 为 什么 我 没有 在 每 一 章 的 结尾 部 分 作 要 点 总 结 的 主要 原因 . 如 果 你 自 
己 去 做 , 那 将 会 更 有 价值 . 

尝试 自己 做 一 些 类 似 的 考试 题 , 比如 你 们 学 校 以 前 学 期 的 期 末 试 题 , 并 在 恰 


当 的 条 件 下 进行 测验 . 这 将 意味 着 遵守 不 间断 , 不 吃饭 , 不 看 书 , 不 打手 机 ， 


不 发 电子 


g 件 , 不 发 信息 等 诸如 此 类 的 考试 规则 等 等 . 完成 之 后 , 再 看 看 你 


是 否 可 以 得 到 一 套 标准 答案 来 评阅 试卷 , 如 果 能 请 人 帮 你 评阅 会 更 好 . 
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第 1 章 函数、 图 像 和 直线 


没有 函数 的 微 积分 是 一 件 最 无 意义 的 事情 . 如 果 要 列 出 微 积 


分 的 要 素 , 那么 函 


数 会 排 在 最 前 面 , 而 且 是 以 很 大 的 优势 排 在 前 面 的 . 因此 , 本 书 的 前 两 章 肯 在 让 你 


温习 函数 的 主要 特征 . 本 章 包 含 对 下 列 主题 的 回顾 . 
。 函 数 : 其 定义 域 、 上 域 、 值 域 和 垂 线 检 验 ; 
。 反 函数 和 水 平 线 检验 
。 函 数 的 复合 ; 
。 奇 函数 与 偶 函 数 : 


。 线 性 函数 和 多 项 式 的 图 像 , 以 及 对 有 理 函 数 、 指 数 函数 和 对 数 函 数 图 像 的 简 


单 回顾 ; 
e 如 何 处 理 绝 对 值 


下 一 章 会 涉及 三 角 函 数 . 好 啦 , 就 让 我 们 开始 吧 , 一 起 来 回顾 一 下 到 底 什 么 是 函数 . 


1.1 机 数 


函数 是 将 一 个 对 象 转化 为 男 一 个 对 象 的 规则 . 起 始 对 象 称 为 
义 域 的 集合 . 返回 的 对 象 称 为 输出 , 来 自称 为 上 域 的 集合 . 
来 看 一 些 函 数 的 例子 吧 . 


。 假设 你 写 出 f(z) = 2z2?, 这 就 定义 了 一 个 函数 f, 它 会 将 任何 数 变 为 自己 的 平 


方 . 由 于 你 没有 说 明 其 定义 域 或 上 域 , 我 们 不 妨 假设 它们 都 属于 了 及, 即 所 有 
实数 的 集合 . 这 样 , 你 就 可 以 将 任何 实数 平方 , 并 得 到 一 个 实数 . 例如 , f 将 
2 变 为 4\、 将 一 1/2 变 为 1/4, 将 1 变 为 1. 最 后 一 个 变换 根本 没有 什么 变化 ， 
但 这 没 问 题 , 因为 转变 后 的 对 象 不 需要 有 别 于 原始 对 象 . 当 你 写 出 f (2) = 4 


输入 , 来 自称 为 定 


的 时 候 , 这 实际 上 意味 着 f 将 2 变 为 4. 顺便 要 说 的 是 , f 


是 一 个 变换 规则 ， 


而 f(z) 是 把 这 个 变换 规则 应 用 于 变量 x 后 得 到 的 结果 . 因此 , 说 “f (x) 是 


一 个 函数 ”是 不 正确 的 , 应 该 说 “f 是 一 个 函数 ”. 


现在 , 令 g(x) = x?, 其 定义 域 仅 包含 大 于 或 等 于 零 的 数 (这 样 的 数 称 为 非 负 


的 ). 它 看 上 去 好 像 和 函数 f 是 一 样 的 , 但 实际 不 同 , 因为 定义 域 不 同 . 例如 


FJ-1/2) = 1/4, 但 g(-1/2) 却 是 没有 定义 的 . 函数 g 会 于 
的 一 切 . 由 于 9 和 了 有 相同 的 规则 , 但 9 的 定义 域 小 于 f 
们 说 9 是 由 限制 六 的 定义 域 产生 的 . 


E 绝 非 其 定义 域 中 
的 定义 域 , 因而 我 
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图 像 和 直线 


。 仍 然 令 f(z) = z?，f( 马 ) 会 是 什么 呢 ? 这 显然 是 无 定义 的 , 因为 你 不 能 平 

另 一 方面 , 让 我 们 指定 4 (z) = z 的 腿 的 个 数 ”, 其 中 hh 的 定 
义 域 是 所 有 动物 的 集合 . 这 样 一 来 , 我 们 就 会 得 到 有 ( 马 ) = 4 hh (蚂蚁 ) = 6， 
六 ( 鲁 鱼 ) = 0， 因 为 动物 腿 的 个 数 不 会 是 负数 或 者 分 数 , 所 以 其 上 域 可 以 是 
所 有 非 负 整数 的 集合 . 顺便 问 一 下 , h(2) 会 是 什么 呢 ? 当然 , 这 也 是 没有 定 
义 的 , 因为 2 不 在 其 定义 域 中 . “2” 究竟 会 有 几 条 腿 呢 ? 这 个 问题 实际 上 没 
( 奇 子 ) = 4 因为 多 数 椅子 都 有 四 条 腿 , 但 


那么 , 为 什么 值 域 和 上 域 不 是 一 回 事 呢 ? 值 域 实际 上 是 | 
是 可 能 输出 的 集合 ， 
如 果 f(z) = z2, 其 定义 域 和 上 域 均 为 R, 其 值 域 是 非 负 数 的 集合 . 毕竟 , 平 
结果 不 可 能 是 负数 . 那 你 又 如 何 知道 值 域 是 所 有 的 非 负数 呢 ? 
FE 负数 . 例如, 平方 V2( 或 -V2) 


方 一 匹 马 呀 . 


有 任何 意义 . 


Sor 


假设 你 有 一 条 狗 , 它 叫 Junkster. 可 怜 的 Junkster 不 可 患 有 消化 不 良 症 . 它 


你 或 许 也 可 以 认为 h 


这 也 没有 意义 , 因为 椅子 不 是 动物 , 所 以 “椅子 ”不 在 h 的 定义 域 当中 . 也 
就 是 说 , h (靖子) 是 没有 定义 的 . 


吃 点 东西 , 嚼 一 会 儿 , 消化 食物 , 可 每 次 都 失败 , 都 会 吐出 来 . Jun 


物 变 成 了 .… 


… 我 们 可 以 令 “(x 
其 中 7 的 定义 域 是 Junkster 所 要 


kster 将 食 


) = 当 Junkster 吃 x 时 呕吐 物 的 颜色 ”， 
吃 的 食物 的 集合 . 其 上 域 是 所 有 颜色 的 集 
壹 有效, 我 们 必须 认为 如 果 Junkster 吃 了 玉米 面 卷 , 它 的 呕吐 物 


始终 是 一 种 颜色 (假设 是 红色 的 吧 ). 如 果 有 时 候 是 红色 的 , 而 有 时 候 是 绿色 
的 , 那 就 不 太 好 了 . 一 个 函数 必须 给 每 一 个 有 效 的 输入 指定 唯一 的 输出 . 
现在 我 们 要 来 看 看 函数 值 域 的 概念 . 值 域 是 所 有 可 能 的 输出 所 组 成 的 集合 . 你 
可 以 认为 函数 转变 其 定义 域 中 的 一 切 , 每 次 转变 一 个 对 象 ; 转变 后 的 对 象 所 组 成 的 
集合 称 作 值 域 . 可 能 会 重复 , 但 这 也 没什么 . 


而 值 域 则 是 实际 输出 


方 一 个 数 , 划 


结果 都 是 2. 
如 果 g(xz) = 


非 负 数 . 
如 果 h(x 


Se 


如 果 平 方 每 一 个 数 , 结果 一 定 包 括 所 有 的 


上 域 的 一 个 子 集 . 上 域 


的 集合 . 下 面 给 出 上 述 函数 的 值 域 . 


22, 其 中 , g 的 定义 域 仅 为 非 负数 , 但 其 上 域 仍 是 所 有 实数 了 R， 


其 值 域 又 是 非 负数 的 集合 . 当 平 方 每 一 个 非 负数 时 , 结果 仍然 会 包括 所 有 的 


是 动物 z 的 腿 的 个 数 , 那么 其 值 域 就 是 任何 动物 可 能 会 有 的 腿 的 


个 数 的 集合 . 我 可 以 想到 有 0、2、4、6 和 8 条 腿 的 动物 , 也 有 一 些 有 更 多 条 
腿 的 爬行 动物 . 如 果 你 还 想到 了 个 别 的 像 失去 一 条 或 多 条 腿 的 动物 , 也 可 以 


将 1、3、5 和 7 等 其 他 可 能 的 数 加 入 其 值 域 . 不 管 怎 术 


F, 这 个 函数 的 值 域 并 


不 是 很 清晰 . 要 想 了 解 真实 的 答案 , 你 或 许 必 须 得 是 一 位 生物 学 家 . 
最 后 , 如 果 j (x) 是 当 Junkster 吃 x 时 呕吐 物 的 颜色 , 那么 其 值 域 就 会 包含 


所 有 可 能 的 


区 吐 物 的 颜色 . 我 很 怕 


去 想 它们 会 是 什么 样 的 , 但 或 


WR 
F 亮 蓝 色 不 


1.1.1 


4 
多 (除非 男 有 说 明 ). 


在 其 中 吧 . 
区 间 表 示 法 


这 样 的 相连 区 间 . 像 这 相 


E 本 书 剩余 部 分 , 我 们 的 函数 总 有 上 域 R, 并 且 其 定义 域 总 会 尽 可 能 和 及 差 不 


因此 , 我 们 会 经 常 涉及 实 轴 的 子 集 , 尤其 是 像 {z :2 < x < 5 


EF 写 出 完整 的 集合 有 点 儿 烦 , 但 总 比 说 “ 介 于 2 和 5 之 间 的 


所 有 数 , 包括 2 但 不 包括 5” 要 强 . 使 用 区 间 表 示 法 会 让 我 们 做 得 更 好 . 

我 们 写 [a, 9] 是 指 从 a 到 端点 间 的 所 有 实数 , 包括 a 和 b. 所 以 [a, 9] 指 的 
是 所 有 使 得 a < xz < 5b 成立 的 xz 的 集合 . 例如 , [2, 5] 是 所 有 介 于 2 和 5 之 间 (包括 
2 和 5) 的 实数 的 集合 . ( 它 不 仅仅 包括 2、3、4 和 5, 不 要 忘记 还 有 一 大 堆 处 于 2 和 


5 之 间 的 分 数 和 无 到 


称 作 闭 区 间 . 


如 果 你 不 想 包括 端点 , 把 方 括 
和 2 之 | 


们 就 和 


数 . 像 (a, 5) 这 利 
你 也 可 以 混和 匹配 : 


形式 表示 的 


E 数 ,比如 5/2、V7 和 x， ) 像 [la, 4] 这 种 形式 表示 的 区 间 我 们 


号 变 为 圆 括 弧 就 行 了 . 所 以 (a, 5) 指 的 是 介 于 a 
司 、 但 不 包括 a 和 5 的 所 有 实数 的 集合 . 这 样 , 如 果 z 在 区 间 (a, 5) 中 , 我 
HI 道 a < x <5b. 集合 (2, 5) 表示 介 于 2 和 5 之 间 、 但 不 包括 2 和 5 的 所 有 实 
区 间 我 们 称 作 开 区 间 . 

[a, 5) 指 的 是 介 于 a 和 5 之 间 、 包括 a 但 不 包括 ”的 所 有 


实数 的 集合 ; (a, 中 包括 b, 但 不 包括 a. 这 些 区 间 在 一 个 端点 处 是 闭 的 , 而 在 另 一 个 
端点 处 是 开 的 . 有 时 候 ， 
就 是 一 个 例子 , 也 可 以 写成 2, 5). 


还 有 一 个 有 用 的 记号 就 是 


像 这 上 


的 区 间 我 们 称 作 半 开 区 间 . 上 述 的 {2z :2< x <5} 


(a, co), 它 是 和 


站 大 于 a 但 不 包括 a 的 所 有 数 ; [a, co) 


也 一 样 , 只 是 它 包括 a. 还 有 3 个 涉及 -ce 的 可 能 性 . 总 而 言 之 , 情况 如 下 . 


1.1.2 


(a,b 
a, 中 


(a, b 
a, b) 


求 定义 域 


{zx:a<z7z<b} 


0 0 
{zx:a< zs 0b} 
a 0 
{zx:a<z 0} 
a b 
{ri:as7<0 CoC 
a b 
{7z:7> a} 一 
a 
{7:7= a} 0 
a 
{7z:7< 0} 一 一 
b 
{zx:7< 0} > 
0 
及 


有 时 候 , 函数 的 定义 中 包括 了 定义 域 . (6 


而 , 大 


多 数 情况 下 , 定义 域 是 没有 给 出 的 . 按照 惯例 , 定义 域 包括 尽 可 能 多 的 实数 集 


实 如 此 , 比如 1.1 节 中 的 函数 g.) 然 


大 全 


第 1 章 函数 、 图 像 和 直线 


心 


合 . 例如 大 (z) = Vz, 其 定义 域 就 不 可 能 是 R 中 的 所 有 实数 , 因为 不 可 能 得 到 一 个 
负数 的 平方 根 . 其 定义 域 一 定 是 [0, oo0), 就 是 大 于 或 等 于 0 的 所 有 实数 的 集合 . 

好 了 , 我 们 知道 取 负 数 的 平方 根 会 出 问题 . 那么 , 还 有 什么 会 把 问题 搞 精 呢 ? 以 
下 是 3 种 最 常见 的 情况 . 

(1) 分 数 的 分 母 不 能 是 零 

(2) 不 能 取 一 个 负数 的 平方 根 (或 四 次 根 , 六 次 根 , 等 等 ) 

(3) 不 能 取 一 个 负数 或 零 的 对 数 ，( 还 记得 对 数 函 数 吗 ? 如 果 忘 了 , 就 请 看 看 第 
9 章 ! ) 

或 许 你 还 记得 tan(90*) 也 是 一 个 问题 , 但 这 实际 上 是 上 述 第 一 项 的 特例 ， 你 
看 


cos(90°) 0 


所 以 , tan(90°) 是 无 定义 的 , 实际 上 是 因为 其 隐藏 的 分 母 为 零 . 这 里 还 有 一 个 例子 : 
如 果 我 们 定义 


logio (z+ 8) V26 — 27 
Te (z—2)(z+19) 

那么 , f 的 定义 域 是 什么 呢 ? 当然 , 为 了 使 f (x) 有 意义 , 以 下 是 我 们 必须 要 做 的 . 

。 我 们 需要 取 (26 - 2z) 的 平方 根 , 所 以 , 这 个 量 必须 是 非 负 的 ， 也 就 是 说 
26 一 2x > 0. 还 可 以 写成 z < 13. 
我 们 也 需要 取 (z + 8) 的 对 数 , 所 以 , 这 个 量 必须 是 正 的 . (注意 对 数 和 平方 
根 的 区 别 : 可 以 取 0 的 平方 根 , 但 不 能 取 0 的 对 数 .) 不 管 怎么 说 , 我 们 需要 
Zz 十 8>>0, 所 以 x > 一 8. 到 现在 为 止 , 我 们 知道 -8 < xz< 13, 所 以 , 定义 域 
最 多 是 (-8, 13]. 
分 母 不 能 为 0, 这 就 是 说 (z 一 2) 了 0 且 (zx 十 19) 关 0. 换 句 话说 ,x 关 2 且 
Zz 关 一 19. 最 后 一 个 条 件 不 是 问题 , 因为 我 们 已 经 知道 xz 处 于 (一 8,13] 内 , 所 
以 zx 不 可 能 是 -19. 我 们 还 应 该 把 2 去 掉 . 
这 样 , 我 们 就 找到 了 其 定义 域 是 除了 2 以 外 的 集合 (-8,， 13]， 这 个 集合 可 以 写作 
(-8,， 13] \ {2}, 这 里 的 反 斜 杠 表示 “不 包括 ”. 
1.1.3 ”利用 图 像 求 值 域 

让 我 们 来 定义 一 个 新 的 函数 已 , 指定 其 定义 域 为 [-2, 1], 并 且 , F(z)=z 在 
此 定义 域 上 . ( 记 住 , 我 们 看 到 的 任何 函数 的 上 域 总 是 所 有 实数 的 集合 .) 其 中 , 对 于 
所 有 的 实数 z, f (xz) = 22, 已 和 上 是 同一 个 函数 吗 ? 回答 是 否定 的 , 因为 两 个 函数 
的 定义 域 不 相同 (尽管 它们 有 相同 的 函数 规则 ). 正如 1.1 节 中 的 函数 g, 函数 已 是 
限制 4 的 定义 域 得 到 的 . 
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-一 


现在 , F 的 值 域 又 是 什么 呢 ? 如 
实数 平方 的 话 , 会 发 生 什 么 呢 ? 你 应 该 有 能 


来 求 一 个 函数 的 值 
左边 和 碳 


四 
个 


个 在 y 轴 的 右 侧 . 


值 域 就 是 影 
E, 那么 它 处 于 函数 的 


图 像 , 然后 想象 从 


以 函数 所 为 例 来 看 一 下 图 1-1 这 是 怎么 运作 的 吧 . 


图 
男 一 方面 , 右 侧 的 影 


尺子 
ER| 


1.1.4” 垂 线 检验 


1L1 中 左 侧 的 影子 覆盖 了 在 多 


1-1 
从 0 到 4( 包 括 0 生 


的 所 有 


在 上 一 节 中 , 我 们 利用 一 个 函数 的 图 像 来 求 其 值 域 . 函数 的 图 
真正 地 展示 了 函数 “看 起 来 是 什么 样子 的 "， 在 第 12 章 , 我 们 将 会 看 到 画图 


你 将 -2 到 1 之 间 (包括 -2 和 1) 的 每 一 个 
直接 求解 , 但 这 是 观察 如 何 利 
域 的 很 好 机 会 . 基本 思想 就 是 画 出 函数 
右边 很 远 的 地 方 朝 向 y 轴 水 平地 射 入 两 束 亮光 . 曲线 会 在 y 轴 
子 , 一 个 在 y 轴 的 左 侧 , 另 一 
果 y 轴 上 的 任意 一 点 落 在 左 侧 或 是 右 侧 的 影子 


用 图 像 
图 像 的 


上 有 两 个 影 
子 的 并 集 ; 也 就 是 说 , 如 
值 域 中 . 我 们 


点 , 也 就 是 [0, 4]; 
履 盖 了 从 0 到 1( 包 括 0 和 1) 的 所 有 点 , 也 就 是 [0, 1]. 右 侧 的 
有 任何 其 他 的 贡献 , 全 部 的 覆盖 范围 仍然 是 [0, 4]. 


这 就 是 函数 的 值 域 . 


人 


它 : 我 
在 z 旨 


上 的 点 z 的 正 上 方 ， 


这 里 有 个 重要 思想 : 


方 的 两 个 或 多 个 高 度 的 点 中 


验 : 如 果 你 有 某 个 图 像 并 且 想 知道 它 


和 图 像 相交 多 于 一 次 . 如 果 
条 垂 线 和 图 


心 , 半径 为 3 个 单位 的 圆 的 图 


但 现在 , 我 很 想 提 醒 你 注意 的 是 垂 线 检验 . 
尔 可 以 在 坐标 平面 上 画 任何 你 想 画 的 图 形 , 但 结 
所 以 , 函数 的 图 像 有 什么 特别 之 处 呢 ? 或 者 说 , 什么 是 


坐标 为 (z，f (x)) 的 点 的 集合 , 其 中 , z 在 f 的 定义 域 中 . 


高 度 为 f(z). 如 


像 相交 多 于 一 次 , 那么 你 


四 
小 


的 同一 条 垂 线 上 . 要 不 然 ， 


是 否 是 


函数 的 


是 这 样 的 话 , 那 它 束 不 是 函数 的 
的 确 是 在 处 理 函 数 的 


和 象 , 如 图 1-2 所 示 . 


函数 了 的 图 


日 同 的 x 坐标 . 换 句 话说 , 有 
尔 又 将 如 何 知道 有 
财 一 个 是 对 应 于 f(z) 的 值 呢 ? 这 样 , 就 有 了 垂 线 检 
图 像 , 就 来 看 看 是 否 任何 的 垂 线 
图 像 ; 反之 , 如 果 没 有 一 
点 为 中 


图 像 , 


图 像 . 例如 , 以 原 


像 非常 重要 : 它 


技巧 ， 


果 可 能 不 是 一 个 函数 的 图 像 . 


数 像 呢 ? 它 是 所 有 
还 有 另外 一 种 方式 来 看 待 
门 以 某 个 实数 > 开始 . 如果 z 在 定义 域 中 , 你 就 画 点 (z， f(z)), 它 自 然 是 ， 
2 没有 在 定义 域 中 , 你 不 能 画 任何 
点 . 现在 , 对 于 每 一 个 实数 zx, 我 们 重复 这 个 过 程 , 从 而 构造 出 函数 的 
你 不 可 能 有 两 个 点 用 
没有 两 个 点 会 落 在 相对 于 x 轴 


[Ly 


E 图 像 上 


点 上 


最 好 的 解决 方法 是 把 圆 分 成 上 下 两 个 半圆 , 并 只 i 


这 么 普通 的 对 象 应 该 是 个 函数 , 对 吗 ? 不 
对 , 让 我 们 进行 如 图 所 示 的 垂 线 检验 . 当然 , 在 
一 3 的 左边 或 是 3 的 右边 都 没有 问题 ( 垂 线 其 
至 都 没有 击 中 图 像 ), 这 很 好 . 就 连 在 -3 或 3 
上 , 垂 线 和 图 像 也 仅仅 有 一 次 相交 , 这 也 很 好 . 
问题 出 在 x 落 在 区 间 (-3，3) 上 时 . 对 于 这 其 
中 的 任意 x 值 , 垂 线 通过 (x, 0) 和 圆 相 交 两 
次 , 这 就 扭曲 了 圆 的 潜在 函数 特质 . 你 不 知道 


A 


择 上 一 半 或 者 下 一 半 . 整个 圆 的 方程 是 2 十 = 9, 然 


了 
而 , 上 半圆 的 方程 是 y = V9 一 z2, 下 半圆 的 方程 是 y 一 S 


一 V9 一 22. 这 最 后 两 个 就 是 函数 了 , 定义 域 都 是 [-3, 3 


jE 
你 可 以 以 不 同 的 方式 来 分 割 , 实际 上 , 你 不 是 必须 要 把 


它 分 成 半圆 (可 以 分 割 并 改变 上 半圆 和 下 半圆 , 只 要 不 ~ 


违反 垂 线 检验 就 行 了 .) 例如 
像 , 其 定义 域 也 是 [-3, 3]: 


, 图 1-3 也 是 一 个 函数 的 图 


重 线 检验 通过 , 所 以 这 有 


有 实 是 一 个 函数 的 图 像 . 


我 们 假设 一 个 函数 f. 你 给 了 它 一 个 输入 x; 如 果 zx 在 f 的 定义 域 中 , 就 能 得 
到 一 个 输出 , 我 们 称 它 为 f(z 
y, 那么 应 该 赋予 f 什么 样 的 输入 才能 得 到 这 个 输出 y 呢 ? 
自 数 学 语言 来 陈述 这 个 问题 就 是 : 给 定 一 个 实数 y, 那么 在 了 定义 域 中 的 哪个 


1.2 反 函 数 


). 现在 , 我 们 把 过 程 倒 过 来 , 并 问 : 如 果 你 选 一 个 实数 


2 满足 f (zx) = vy? 首先 要 注意 的 是 , y 必须 在 f 的 值 域 中 . 否则 , 根据 定义 , 将 不 再 
有 z 的 值 使 得 f(z) =y 成 立 了 . 在 f 定义 域 中 也 许 没有 这 样 的 x 满足 f (x) =y， 


内 为 值 域 是 所 有 的 可 能 输出 . 


另 一 方面 , 如 果 y 在 值 域 当中 , 也 可 能 会 有 很 多 值 都 满足 f(z) = 人 例如 


jz) = zx? (其 定义 域 为 R), 我 们 的 问题 是 z 取 何 值 时 会 输出 64. 很 显然 , 有 两 个 x 


值 : 8 和 -8. 另外 , 如 果 g (zx 


) = z3, 对 于 相同 的 问题 , 这 时 只 有 一 个 x 值 , 就 是 4. 


对 于 我 们 赋予 g 的 任意 一 个 实数 去 做 变换 , 结果 都 是 一 样 的 , 因为 任何 数 都 上 只 有 一 


个 (实数 ) 立方 根 . 


所 以 , 这 里 有 一 种 情形 : 


给 定 一 个 函数 户 我 们 在 f 的 值 域 中 选择 y. 在 理想 状 


况 下 , 仅 有 一 个 x 值 满足 f(z) = y. 如 果 上 述 理想 状况 对 于 值 域 中 的 每 一 个 y 来 


1.2 反 声 数 7 


说 都 成 立 , 那么 就 可 以 定义 一 


新 的 函数 发 现 一 个 且 仅 有 一 人 给 


个 新 的 函数 , 它 
入 Zz 满足 f(z) = vy. 这 个 新 的 函数 称 为 上 的 反 函 


将 逆转 变换 . 我 们 以 输出 y 开始 , 这 个 


数 , 并 写作 广 !. 以 下 是 使 用 数学 语言 对 上 述 情况 的 总 结 . 


司 . 


(3 
(4 


的 值 域 和 f 的 定义 域 相 
-(y) 的 值 就 是 满足 f(x) =y 的 xz. 所 以 ， 


司 . 


(1) 从 一 个 函数 /出 发 , 使 得 : 对 于 在 f 值 域 中 的 任意 vy, 都 只 有 唯一 的 z 值 满足 
f(z)=y. 也 就 是 说 , 不 同 的 输入 对 应 不 同 的 输 


(2) 广 : 的 定义 域 和 f 的 值 域 相 
)f 
)f 


i 出 . 现在 , 我 们 就 来 定义 反 函 数 广 ! 


如 果 f(z) ==y, 那么 f(y) = 
变换 广 ! 就 像 是 f 的 恢复 按钮 : 如 果 你 以 xz 开始 , 并 通过 函数 f 将 它 变 换 为 
函数 广 ! 来 恢复 这 个 变换 的 效果 , 取 回 zx. 


y, 那么 可 以 通过 在 y 上 的 及 


这 会 引发 一 些 问题 : 你 是 如 何 知 道 只 有 唯一 的 x 值 满足 f(z) =y 的 呢 ? 如 果 


是 这 样 ， 如 何 求 得 反 函 数 呢 ? 如 何 知道 其 图 像 是 什么 样子 的 呢 ? 如 果 不 是 这 样 , 你 


又 如 何 挽救 这 一 局 面 呢 ? 在 接 下 来 的 3 个 小 节 


1.2.1 ”水平线 检验 


对 于 第 一 个 问题 一 一 如 何 知道 对 于 / 值 域 中 的 任意 y, 只 有 一 个 x 值 满足 
f(z) =Y, 最 好 的 方法 也 许 是 看 一 下 函数 图 像 我 们 想 要 在 f 值 域 中 选择 y, 并 且 希 
望 只 有 一 个 x 值 满足 f(z) = y. 这 就 意味 着 通过 点 (0,y) 的 水 平 线 应 该 和 图 像 仅 


有 一 次 相交 , 且 交 点 为 点 (z， 


多 于 一 次 , 那 将 会 有 多 个 可 能 的 对 应 x 值 , 避 
唯一 的 方法 就 是 对 定义 域 加 以 限于 


有 和 曲线 相交 , 会 怎样 呢 ? 就 是 y 根本 没有 在 值 域 当中 , 这 样 也 不 氏 - 


这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 


中 我 们 会 对 这 些 问 题 做 出 回答 . 


y). 那个 xz 就 是 我 们 想 要 的 . 如 果 水 平 线 和 曲线 相交 


4 况 会 很 糟 ， 如 果 是 那样 , 获得 反 函数 


小 我 们 很 快 会 讨论 这 一 点 . 如 果 水 平 线 根本 就 没 


述 水 平 线 检验 : 如 果 每 一 条 水 平 线 和 一 个 函数 的 图 像 


相交 至 多 一 次 , 那么 这 个 函数 就 有 一 个 反 函 数 . 如 果 即 使 只 有 一 条 水 平 线 和 图 像 相 


交 多 于 一 次 , 那么 这 个 函数 前 
和 9(z) = z2 的 图 像 . 


没有 反 函 数 . 例如 , 我 们 来 看 一 下 图 1-4 中 f(x) = 


1 -4 


8 第 1 章 函数 .图像 和 直线 
没有 一 条 水 平 线 和 y = f(x) 相交 多 于 一 次 , 所 以 f 有 一 个 反 函 数 . 另 一 方面， 
些 水 平 线 和 曲线 y = g(x) 相交 两 次 , 所 以 g 没有 反 函 数 . 这 里 有 个 问题 : 如 果 通 


过 wv = x? 来 求解 z, 其 


不 知道 要 取 哪 一 个 . 


1.2.2 ” 求 道 


h y 为 正 , 那么 就 会 出 现 两 个 解 : z = Vy 和 x 二 一 Vy. 你 


现在 , 来 看 我 们 的 第 二 个 问题 : 如 何 求 得 函数 f 的 反 函 数 呢 ?你 记 下 y= f(x)， 
E f(x) = 2 的 例子 中 , 有 yy = z3, 所 以 x = Wy， 这 就 意味 
着 , 广 !(y) = 3y 如 果 你 不 喜欢 变量 y, 可 以 将 它 改 写 为 x, 如 果 你 愿意 , 可 以 写成 


并 试图 解 出 zx. 


克 


/= 到 


1-5 


.镜像 (y=) 


f-1(zx) = Wr， 当然 了 , 求解 > 并 不 总 
是 那么 简单 , 事实 上 , 求解 经 常 是 不 可 
能 的 ， 另 一 方面 , 如 果 你 知道 函数 图 像 
是 什么 样子 的 , 反 函 数 的 图 像 就 会 很 容 
易 画 出 来 . 基本 思想 就 是 在 图 像 上 画 一 
条 y = x 的 直线 , 然后 将 这 条 直线 假想 
为 一 个 双 面 的 镜子 . 反 函 数 就 是 原始 函 
数 的 镜面 反射 如果 f (x) = z3, 那么 
f-! 的 图 像 如 图 1-5 所 示 . 
原始 函数 了 在 y= zx 这 面 


“镜子 ” 


中 被 反射 , 从 而 得 到 反 函 数 . 注意 : f 和 广 :! 的 定义 域 和 值 域 都 是 整个 实 轴 . 
1.2.3 ”限制 定义 域 
名 有 目 没 有 反 函 数 , 那 应 


终于 , 我 们 要 提 及 第 三 个 问题 了 : 如 果 水 平 线 检验 失败 3 
该 怎么 办 呢 ? 我 们 的 问题 是 ， ‘ 
值 . 解决 此 问题 的 唯 


中 


须 决 定 要 保留 哪 


对 于 相同 的 y 有 多 个 x 
方法 是 : 除了 这 些 多 个 > 值 
的 一 个 , 我 们 放弃 所 有 其 他 值 . 也 就 是 说 , 我 们 必 
个 z 值 , 然后 放弃 剩余 的 值 . 正如 
在 1.1 节 中 看 到 的 , 这 称 为 限制 函数 的 定义 域 . 事实 


上 , 我 们 删 去 部 分 曲线 , 使 得 保留 下 来 的 部 分 能 够 通 
过 水 平 线 检验 . 例如 g(z) = z2, 可 以 删除 左 半边 的 图 1-6 
图 像 , 如 图 1-6 所 示 . 

这 条 新 的 ( 实 线 的 ) 曲线 将 定义 域 缩减 为 [0，oo), 并 且 满 足 水 平 线 检验 , 所 以 它 
有 反 函 数 . 更 确切 地 说 , 定义 在 定义 域 [0，co) 上 的 函数 h 及 有 有 反 函 数 , 其 中 万 (z) = z2. 
让 我 们 用 镜面 游戏 来 看 一 下 它 到 底 是 什么 样子 的 . 

为 了 找到 反 函 数 的 方程 , 我 们 必须 在 方程 y = xz? 中 解 出 z， 很 明显 , 问题 


1.2 反 地 数 9 


的 解 就 是 z = V5 或 z = -Vy, 但 是 我 们 需要 哪 一 个 呢 ? 我 们 知道 反 函 数 的 值 
域 和 原始 函数 的 定义 域 是 相同 的 , 它 被 限制 为 [0, co)， 
所 以 我 们 需要 一 个 非 负 的 数 来 作为 答案 , 即 z = Vy. Re 
这 就 是 说 , h-1 (y) = Vy 当然 , 我 们 也 可 以 把 原始 图 E 
像 的 右 半 边 删除 , 将 定义 域 限制 为 (~eo, 0]. 在 那 种 
情况 下 , 我 们 得 到 一 个 定义 域 为 (-oo, 0] 的 函数 j 

并 且 也 满足 j (z) = x2, 但 是 只 是 在 这 个 定义 域 上 才 

成 立 ， 这 个 函数 也 有 反 函 数 , 反 函数 是 负 的 平方 根 ， Ei 
即 j-1(y) = 一 Vy, 如 图 1-7 所 示 . 


顺便 说 一 下 , 如 果 你 取 的 原始 函数 9 定义 
是 g(z) = 22, 其 定义 域 为 (-co，co), 没有 通 
过 水 平 线 检验 , 并 且 你 试图 将 它 在 镜面 y= x 
中 反射 , 那么 会 得 到 如 图 1-8 图 像 . 

注意 , 这 个 图 像 不 会 通过 垂 线 检 验 , 所 以 

: 它 不 是 函数 的 图 像 . 这 说 明 垂 线 检验 和 水 平 
图 18 线 检 验 之 间 有 一 定 的 联系 , 即 当 水 平 线 被 镜面 
y 二 XY 反射 后 会 变 成 垂 线 . 


1.2.4 ”上 反 函 数 的 反 归 数 


有 关 反 函数 还 有 一 点 : 如 果 六 有 反 函 数 , 那么 对 于 在 f 定义 域 中 的 所 有 zx， 
三 (fo)) =2 成 立 ; 5 对 于 在 值 域 当中 的 所 有 y, 都 有 f(f-1(y)) =y. ( 记 
住 , f 的 值 域 和 广 :! 的 定义 域 相同 , 所 以 的 确 可 以 取 广 !(y) 作为 值 域 当中 的 y， 
不 会 导致 任何 曲解 . ) 
例如 f(z) = ，f 的 反 函 数 由 广 !(z) = 并 给 出 所 以 对 于 任意 的 zx， 
f-1(f (z)) = Vz3 = z， 不 要 忘记 , 反 函 数 就 像 是 恢复 按钮 . 我 们 使 用 x 作为 f 
的 输入 , 然后 给 出 输出 到 f-!; 这 就 恢复 了 变换 并 且 我 们 取 回 了 z 这 个 原始 的 数 . 
类 似 地 , /(j-1(W) = (3 列 所以, 广 !: 是 了 的 反 函 数 , 且 f 是 广 ! 的 反 函 数 . 换 
名 话说 , 反 函 数 的 反 函 数 就 是 原始 函数 ， 

现在 , 对 于 限制 定义 域 的 情况 一 定 要 当心 . 令 g(x) = z2, 我 们 已 经 看 到 你 需要 
对 其 定义 域 加 以 限制 , 方 能 取得 反 函 数 . 如 果 我 们 把 定义 域 限制 为 [0，co), 但 
粗心 , 把 函数 继续 看 成 是 9 而 不 是 h, 正如 先前 小 节 所 述 . 我 们 便 会 说 g-! (zx) = 
如 果 你 真 要 计算 g (g-! (zx)), 就 会 发 现 它 是 (Vz)”, 如 果 > > 0, 它 就 等 于 x. (否则 ， 
从 一 开始 你 就 无 法 取得 平方 根 . ) 

男 一 方面 , 如 果 你 解 出 g-1 (g (x)), 你 会 得 到 Vz2, 它 不 是 总 和 x 相同 . 例如 ， 
如 果 z= 一 2, 那么 x?=4, Vx? = V4=2. 所 以 , 总 的 说 来 ， 2 (zx)) = Z 不 成 立 . 
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问题 是 -2 没有 在 9 的 限 币 


| 定义 域 当 


算 g(- 
我 们 要 记得 更 加 小 心 . 


2), 因为 -2 不 再 属于 9 的 定义 域 了 . 我 们 丰 


义 域 ! 所 以 , 把 这 种 情形 总 结 如 下 对 大 家 是 很 有 帮助 的 . 


如 果 一 个 函数 的 定义 域 可 以 被 限 秆 
。 对 于 f 值 域 中 的 所 有 y, 都 有 f (f-! 


()) =y; 但 是 


e 三 
中 才 成 立 . 
在 10.2.6 节 , 对 于 反 三 4 


我 们 说 对 于 有 表达 式 g(z) = zx? 的 函数 g, 可 以 将 z 
的 对 象 , 如 g(y) = 或 g(x 十 5) 


1 (f(z)) 可 能 不 等 于 x; 事实 上 , 广 


函数 , 我 们 会 继续 


讨论 这 些 要 点 . 


1.3 ”函数 的 复合 


= (z+5)2. 后 一 个 例子 需 


写成 g(z 十 5) =z 十 2 就 是 错 的 , 因为 z 十 25 并 不 等 于 (zx 十 


中 如 果 拿 不 准 , 可 用 小 括号 . 


也 就 是 说 , 如 果 你 需 将 


"(f(z)) = 仪 当 


中 . 而 且 , 从 技术 角度 而 言 , 你 甚至 不 可 能 计 
实 应 该 使 用 h, 而 不 是 g, 这 样 
尽管 如 此 , 在 实际 中 , 数学 家 们 会 经 常 不 改变 字母 来 限制 定 


小 使 得 f 有 反 函 数 /1, 那么 


z 在 限制 的 定义 域 


蔡 换 成 任何 使 函 


要 特别 注意 小 括号 


一 个 zx 替换 成 ( 某 表达 式 )， 


为 已 经 将 ze 
现在 考虑 定义 为 f(z) 


呢 ? 你 会 首先 计算 z 的 平方 , 然后 计算 3 


分 解 成 一 
函数 , 因此 令 


g(7) = 


9 将 


2Z2,， jh(z) = cos(7). 


这 时 一 定 要 加 小 括号 . 唯一 不 需 


= cos(Z 


f(z) 写成 f( 菏 表达 式 ), 可 将 每 
需要 加 小 括号 的 情况 是 当 
函数 是 指数 函数 时 , 如 h(x) = 3”, 则 可 写 h(z? + 6) = 37 +6, 不 需要 加 小 括号 是 因 
十 6 写成 上 标 了 . 


2) 的 函数 f， 若 给 定 一 个 数 z, 如 何 计 算 f(z) 
F 方 值 的 余弦 , 鉴于 我 们 可 
个 连 着 一 个 的 两 个 独立 的 计算 , 我 们 也 就 可 以 将 这 些 计算 各 描述 成 一 个 


将 f(x) 的 计算 


为 了 模拟 函数 f 是 如 何 作 


用 于 输入 值 x 


的 , 你 可 先 将 z 输入 到 函数 g 进行 求 平方 运算 , 接着 不 必 返 回 9 的 结果 
结果 作为 函数 h 的 输入 , 然后 h 计算 


印 数 g 计算 出 的 > 平方 什 
f(x) = h(g(z)), 也 可 表示 为 f = ho g, 这 里 图 


的 余弦 值 . 这 个 过 程 恰 恰 


表示 “与 .……… 


直接 让 


H 一 个 最 终 的 结果 值 , 该 结果 值 当然 是 
模拟 了 户 故我 们 可 以 写 出 


的 复合 即 了 是 9 


与 h 的 复合 . 换言之 , f 是 g 与 h 的 复合 函数 ,容易 误导 我 们 


的 是 写 在 g 的 前 面 


( 像 平 常 一 样 
但 我 还 条 


按 从 左 向 右 


ji(z) = 27x — 1, 则 
到 h, 接着 再 将 结果 代 换 到 


f(z) = g(h(j())) 
同样 , 你 需要 练习 该 过 程 的 逆 过 程 . 例如 , 假定 你 


的 顺序 来 读 ), 但 计算 起 来 要 
说 你 不 得 不 这 么 做 . 
练习 求 两 个 或 多 个 函数 的 复合 


先 从 g 


9, 可 得 : 
= g(h(2zx — 1)) 


开始 于 函数 


= g(5(27 — 1)4) = 


始 . 我 承认 容易 搞 混 ， 


是 很 有 用 的 .例如 , 若 g(x) = 2*,h(zx) = 574， 
函数 f= gohoj 的 表达 式 是 什么 ? 我 们 只 需 从 ;7 开始 , 将 其 代 换 


25(2z 一 ]) 


M0) 
如 何 将 f 分 解 为 儿 个 简单 函数 呢 ? 从 函数 式 中 找到 zx, 首先 需要 加 3, 所 以 设 g(x) = 
Zz 十 3; 然后 要 对 所 得 值 取 以 2 为 底 的 对 数 , 令 h(x) = logs(z); 接着 需 习 5, 则 设置 
j(z) = 5x; 下 面 要 求 正 切 值 , 因此 令 (x) = tan(z); 最 后 要 取 倒 数 , 令 m(z) = 1/x. 
上 , 验证 下 式 : 


jz) 一 mm(E(CICPR(9CZD))， 


利用 复合 符号 , 可 以 写成 
f=mokojohog. 
这 并 不 是 函数 的 唯一 分 解 形式 . 如 , 我 们 可 以 将 函数 h 和 j 复合 成 男 一 个 函数 
中 n(xz) = 51ogo(7X), 验证 一 下 n= 二 joh 和 
f=mokonog. 

或 许 最 初 (包含 7 和 六 的 分 解 较 好 一 点 , 因为 它 将 f 分 解 成 更 多 的 基本 形式 , 但 
第 二 种 (包含 n) 也 没 错 , 毕竟 n(xz) = 51ogo(x) 仍 是 关于 z 的 较为 简单 的 函数 . 
注意 , 函数 的 复合 并 不 是 把 它们 相 乘 . 如 f(x) = z2 sin(z), f 不 是 两 个 函数 的 

合 , 因为 对 任意 给 定 的 zx, 计算 f(z) 的 值 需要 求解 zz 和 sin(z)( 先 求 哪个 值 都 没 
关系 , 这 与 复合 函数 不 同 ), 然后 将 这 两 个 值 乘 起 来 . 若 令 g(z) = z2, h(x) = sin(z)， 
则 我 们 可 以 写成 flz) = g(z)h(zx) 或 f = gh. 将 它 与 这 两 个 函数 的 复合 函数 j = 
goh( 如 下 ) 


pA 


7， 


J(zZ) =9g(P(Z)) = 9g(sin(z)) = (sin(2))? 
即 j(x) = sin2(z) 比较 一 下 . 函数 7 完全 不 同 于 乘积 z2 sin(z), 它 同 样 不 同 于 函数 
k 二 hog, 函数 上 也 是 9 和 户 的 复合 函数 , 不 过 是 按 男 一 个 顺序 的 复合 : 

k(z) = h(g(x)) = h(z2) = sin(Z2). 

k 是 另 一 个 完全 不 同 的 函数 . 上述 事实 的 寓意 在 于 , 函数 的 乘积 和 复合 是 不 同 的 ， 
且 函 数 的 复合 与 函数 顺序 有 关系 , 而 函数 的 乘积 与 函数 顺序 无 关 . 
当 你 将 函数 f 和 g(x) = x 一 ala 是 常数 ) 进行 复合 后 , 就 会 出 现 复合 函数 中 一 
个 简单 但 很 重要 的 例子 . 对 复合 得 到 的 新 函数 h(x) = f(z 一 a), 需要 关注 的 是 新 函数 
y = h(x) 和 函数 y = f(zx) 的 图 像 是 一 样 
的 , 只 不 过 y = h(x) 的 函数 图 像 向 右 平 移 和 (1 
了 a 个 单位 ， 如果 a 是 负 的 ， 那 么 就 是 
向 左 平移 ( 亦 即 ， 向 右 平移 -3 个 单位 与 向 1 
左 平移 3 个 单位 是 一 样 的 )， 那 么 , 如何 画 
y 二 (x 一 1)? 的 图 像 呢 ? 就 像 画 y = 22 的 
图 像 一 样 , 只 是 用 x - 工 来 代替 zx， 所 以 可 1.9 
将 函数 y= z2 问 右 平移 1 个 单位 , 如 图 1-9 所 示 . 
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类 似 地 ,y = (z 十 2)2 的 图 像 是 将 y = z2 的 图 像 向 左 平移 2 个 单位 , 可 把 (z 十 2) 
理解 为 (x - (-2)). 


1.4 ” 麻 函 数 和 偶 函 数 


一 些 函 数 具 有 对 称 性 , 这 便于 对 它们 进行 讨论 . 考虑 定义 为 f(x) = zx? 的 函 
数 f, 任 选 一 个 正 数 (我 选 3) 作用 于 函数 f( 得 到 9). 现在 取 该 数 的 负 值 , 由 我 选 
择 的 数 可 得 -3, 将 其 作用 于 函数 f( 又 得 到 9)， 不论 你 选择 的 是 几 , 应 该 跟 我 一 
样 , 两 次 得 到 了 相同 的 值 . 你 可 将 这 种 现象 表示 为 对 所 有 的 z, 有 f(-zx) = f(z). 
也 就 是 说 , 若 将 z 作为 的 输入 , 会 得 到 和 将 -z 作为 输入 一 样 的 结果 . 注意 到 
g(z) = zt 和 h(xz) = zs 同样 具有 这 种 性 质 . 事实 上 , 当 n 是 偶数 时 (n 可 以 是 负 
数 ), j(z) = xz” 具有 相同 的 性 质 . 受 以 上 讨论 的 启发 , 我 们 说 如 果 对 f 定义 域 里 的 
所 有 z 有 f(-x) = f(z), 则 了 是 偶 函 数 . 这 个 等 式 可 以 对 某 些 x 值 不 成 立 , 但 必须 
对 定义 域 里 的 所 有 zx 成 立 . 
现在 , 我 们 对 函数 f(z)=z? 做 相同 的 讨论 . 选择 你 喜欢 的 任 一 正 数 (我 仍 先 3) 
作用 于 f( 得 到 27), 用 你 选 的 数 的 负 值 再 试 一 遍 , 我 的 数 的 负 值 是 -3, 得 到 -27， 
你 应 该 得 到 先前 结果 的 负 值 . 可 以 用 数学 的 方式 将 其 表示 为 AK-z) = 一 f(z). 同样 
地 , 当 n 是 奇数 时 (n 可 以 是 负数 ), j(z) = x" 具有 相同 的 性 质 . 因此 我 们 说 , 当 对 
f 定义 域内 所 有 xz 都 有 f(x) = 一 f(z) 时 , f 是 奇 函 数 . 
总 的 来 说 , 一 个 函数 可 能 是 奇 的 , 可 能 是 偶 的 , 也 可 能 非 奇 非 偶 ， 要 记 住 这 一 
点 , 大 多 数 函 数 是 非 奇 非 偶 的 . 从 男 一 方面 来 说 , 只 有 一 个 函数 是 既 奇 又 偶 的 , 它 就 
是 非常 单调 的 对 所 有 z 都 成 立 的 f(z) = 0( 我 们 称 之 为 零 函 数 ). 它 为 什么 是 唯一 的 
既 奇 又 偶 函 数 呢 ? 我 们 证 明 一 下 . 若 函 数 了 是 偶 函 数 , 则 对 所 有 zx 有 f(x) = f(x); 
但 如 果 同 时 它 又 是 奇 的 , 则 对 所 有 xz 有 HL-z) = 一 f(x), 用 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 
等 式 , 得 到 0 = 2j(z), 即 f(z) = 0, 这 对 所 有 z 成 立 , 因此 函数 f 定 是 零 函 数 . 另 
一 个 比较 好 的 结论 是 , 如 果 一 个 函数 是 奇 的 , 并 且 0 在 其 定义 域内 , 则 f(0) = 0. 为 
什么 呢 ? 因为 对 定义 域 里 的 所 有 zx, f 都 有 j-z) = 一 f(z). 我 们 用 0 试 一 下 , 可 得 
f(-0) = 一 f(0), 但 -0 等 于 0, 因此 f(0) = 一 f(0), 化 简 得 2 了 (0) = 0, 即 (0)=0. 
总 之 , 对 于 一 个 函数 f, 你 怎么 来 判定 它 是 奇 函数 、 偶 函数 或 都 不 是 呢 ? 若是 奇 
函数 或 偶 函 数 又 怎样 呢 ? 我 们 讨论 第 一 个 问题 前 先 来 看 下 第 二 个 问题 . 当知 道 函 数 
的 奇偶 性 之 后 , 一 个 比较 好 的 事情 就 是 画 函 数 图 像 比较 容易 了 . 事实 上 , 如 果 你 能 
将 函数 的 右 半边 图 像 画 出 来 , 那么 画 左 半边 图 像 就 是 小 菜 一 碟 . 我 们 先 讨论 当 了 是 
侦 函 数 时 的 情形 . 因 f(x) = f(--x), y = f(z) 的 图 像 在 zx 和 一 x 坐标 上 方 具 有 相同 
的 高 度 , 且 对 所 有 的 z 都 成 立 , 故 如 下 页 图 1-10 所 示 . 
我 们 得 到 这 样 的 结论 : 偶 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 具 有 镜面 对 称 性 . 所 以 , 当 你 画 


1.4 奇 函 数 和 偶 函 数 ”13 


出 偶 函 数 的 右 半边 图 像 后 , 可 以 通过 将 其 图 像 关于 y 轴 反 射 得 到 它 的 左 半边 图 像 
用 y= z? 的 图 像 检验 一 下 它 的 镜面 对 称 性 . 

另 一 个 方面 , 我 们 讨论 当 f 是 奇 函数 的 情形 . 因 f(z) = 一 f(z),y = f(z) 图 
像 在 z 坐标 上 方 和 -z 坐标 下 方 具有 相同 的 高 度 . (当然 , 若 f(z) 是 负 的 , 你 可 以 
调换 一 下 “上 方 ”" 和 “下 方 ”两 个 词 .) 在 任 一 情形 下 的 图 像 如 图 1-11 所 示 . 


相同 的 高 度 
入 相同 的 高 度 ，. 
:| : 符号 相反 “….…… 
NA -7 人 NU 
图 1-10 图 1-11 


现在 是 关于 原点 的 点 对 称 , 即 奇 函数 的 图 像 关 于 原点 有 180° 的 点 对 称 性 . 这 
就 意味 着 如 果 你 只 有 奇 函 数 的 右 半 边 图 像 , 就 可 按 下 面 的 方法 得 到 左 半边 的 图 像 . 
自 定 曲线 在 纸 上 , 可 以 把 它 拿 起 来 但 不 能 改变 它 的 形状 , 亦 或 用 大 头 针 从 原点 穿 过 
| 线 (要 记 住 奇 函 数 若 在 0 点 有 定义 就 一 定 穿 过 原点 ,然后 将 整个 曲线 旋转 半 圈 ， 
就 得 到 左 半边 图 像 的 样子 了 . (如 果 曲 线 是 不 连续 的 , 即 不 是 连 在 一 起 的 一 条 , 这 个 
方法 就 不 那么 好 用 了 ). 验证 一 下 , 上 面 的 图 像 和 函数 y = 23 的 图 像 具 有 这 样 的 对 
称 性 . 

现在 假设 f 定义 为 f(x) = logs(2z5 - 6z2? 十 3), 你 怎么 确定 f 是 奇 函 数 、 侦 
函数 还 是 都 不 是 呢 ? 方法 就 是 将 每 个 x 替换 为 (-zx) 并 计算 f(--z), 一 定 要 记者 给 
-2 加 上 小 括号 , 然后 化 简 结 果 . 如 果 你 得 出 了 f(z) 的 表达 式 , f 就 是 偶 的 ; 如 果 得 
到 负 的 (一 zx), f 就 是 奇 的 ; 如 果 得 到 的 结果 既 不 是 f(z) 也 不 是 f( 一 z), 则 f 就 非 
奇 非 偶 (或 之 前 没有 对 结果 进行 充分 的 化 简 ). 由 上 例 , 可 得 

f(—7) = logs(2(—7)° — 6(—7x)? + 3) = logs (2x° — 672? + 3), 
本 式 实际 上 等 于 f(x) 本 身 , 因此 函数 f 是 侦 的 . 那 函数 
3 3 

1 -加持 和 1 -加 半 和 


的 奇偶 性 如 何 呢 ? 对 函数 g, 我 们 有 


EN 


上 


人 
现在 可 把 负 号 提 到 前 面 来 , 得 
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主意 结果 等 于 一 g(x), 即 除了 负 号 以 外 , 剩 下 部 分 就 是 原 函 数 , 因此 9 是 奇 函数 . 那 
四 h 呢 ? 我 们 有 
2( 一 zZ)3 十 (一 Z) 一 1 273 一 2 一 1 


h == = 
EE 3( 一 Z)2 十 5 322 十 5 
我 们 再 次 把 负 号 提 到 前 面 来 , 得 
2z3 十 Z 十 1 
人 


咽 , 看 起 来 这 不 是 原 函 数 的 负 值 , 因为 分 子 上 有 个 +1, 它 也 不 是 原 函 数 本 身 , 所 以 
函数 h 是 非 奇 非 偶 的 . 

我 们 再 看 一 个 例子 . 若 想 证 明 两 个 奇 函数 之 积 是 偶 函 数 , 该 怎么 做 呢 ? 先 给 事 
物 命 名 比较 利于 讨论 , 我 们 就 定义 有 两 个 奇 函数 f 和 9, 我 们 需要 看 一 下 它们 的 乘 
职 , 因此 定义 它们 的 积 为 h, 即 定义 了 h(x) = f(x)g(z), 目的 是 要 证 明 hh 是 个 的 . 一 
般 地 , 我 们 也 需要 证 明 h(-x) = h(xz). 因 f 和 9g 都 是 奇 的 , 注意 到 f(-x) = 一 f(z)， 
g(x) = -9g(z) 会 有 所 帮助 . 我 们 从 h(x) 开始 , 因为 h 是 f 和 9g 的 乘积 有 
h( 一 z) = f( 一 x)g( 一 z), 利用 上 和 9 的 奇 函数 性 质 将 等 式 右边 表示 为 (一 f(x))( 一 g(x))， 
负 号 提 到 前 面 消 掉 , 由 此 得 到 跟 f(x)g(zx) 一 样 的 结果 , 当然 等 于 h(xz). 我 们 可 以 (也 
应 该 ) 把 上 述 过 程 用 数学 式 表 示 为 : 

h(—zx) = f(—2z)g(—72) = (—f(7))(—9(7)) = f(x)g(7) = h(z). 

,由 站 -z) = h(x) 可 得 函数 h 是 偶 函 数 . 现在 你 可 以 证 明 两 偶 函数 之 积 仍 为 
偶 函 数 , 奇 函 数 和 侦 函数 之 积 是 奇 函 数 . 马上 试 一 下 吧 ! 


EE 


1.5 ”线性 函数 的 图 像 


形 如 f(zx) = mz 十 b 的 函数 叫做 线性 函数 . 如 此 命名 原因 很 简单 : 因为 它们 的 

图 像 是 直线 . 直线 的 斜率 是 m. 设想 一 下 , 此 时 此 刻 你 
就 在 这 页 纸 中 , 这 条 直线 就 像 是 座 山 , 你 从 左 问 右 开始 

登山 . 见 图 1-12. 

如 果 像 上 图 一 样 , 斜率 mm 为 正 数 , 那么 你 正在 上 山 . 
m 越 大 , 这 段 山 路 就 越 陡 . 相反 , 如 果 m 为 负数 , 那么 
你 正在 下 山 . m 的 数值 越 小 ( 即 绝对 值 越 大 ), 这 段 山 路 
就 越 陡 . 如 果 和 斜率 为 0, 这 段 山 路 就 是 水 平 的 , 你 既 不 在 
上 山 , 也 不 在 下 山 , 仅仅 是 在 沿 一 条 直线 前 行 . 
你 仅仅 需要 确认 两 个 点 , 就 可 以 画 出 线性 函数 的 图 像 , 因为 两 点 确定 一 条 直线 . 
"0 点 上 , 轻 轻 一 连 就 行 了 . 其 中 一 点 很 容易 找 , 就 是 
y 轴 的 截 距 . 设 x = 0, 很 显然 y = m x 0+b= 2b. 也 就 是 说 , y 轴 的 截 距 为 六 所 以 


图 1-12 


1.5 线性 函数 的 图 像 ”15 


直线 通过 (0,b) 这 点 . 我 们 可 以 通过 找 xz 轴 的 截 距 来 

找 另 一 点 , 设 y 为 0, 求 z 的 值 . 这 两 种 求 点 的 方法 y=—27 
很 实用 , 但 有 两 个 特殊 情况 需要 考虑 . 情况 一 : b = 0， 

的 截 距 都 为 零 . 接 下 来 再 求 另 一 点 , 把 z = 1 代入 ， 区 

可 得 y= m. 所 以 , 直线 y= mz 通过 原点 和 (1，7m) 


这 两 点 . 例如 , 直线 y 2z 通过 原点 以 及 (1, 一 2)， 

如 图 1-13 所 示 . 图 113 
情况 二 : 当 m = 0, 这 时 函数 变 为 y = b, 是 一 条 

通过 (0,5) 的 水 平 直 线 . 


下 面 举 个 有 趣 的 例子 , 考虑 函数 y = 37 一 1 O 
很 显然 , y 轴 截 距 为 -1, 斜率 为 1/2. 为 画 这 条 直线 
我 们 还 需要 求 出 xz 轴 的 截 距 , 通过 设 y = 0 可 以 得 
出 0 3z-1 化 简 后 得 出 z=2. 图 像 如 图 1-14 所 示 . 
现在 我 们 假设 你 知道 平面 上 有 一 条 直线 , 但 不 知 
道 它 的 方程 ， 如 果 你 知道 这 条 直线 通过 某 一 固定 的 
图 1.14 点 以 及 它 的 斜率 , 就 会 很 容易 地 找到 它 的 方程 . 你 真 
的 很 有 必要 去 掌握 这 种 方法 , 因为 它 经 常 出 现 ， 这 
个 公式 叫 直线 方程 的 点 ~ 斜 式 , 其 文字 表达 方式 如 下 : 
如 果 已 知 直线 通过 点 (zu ww) 斜率 为 m, 则 它 的 方程 为 y_yo 二 m(zw zx0). 
例如 , 如 果 已 知 一 条 直线 通过 (-2,5), 斜率 为 -3, 如 何 求 它 的 方程 ? 方程 为 y 一 5= 
-3(z 一 (一 2)), 化 简 后 结果 为 y= 一 3z 一 1. 
有 时 你 不 知道 直线 的 斜率 , 但 知道 它 通 过 哪 两 点 . 怎样 求 它 的 方程 ? 解决 问题 “@ 
的 技巧 在 于 如 何 求 它 的 斜率 , 再 用 刚才 的 方法 去 求 出 方程 . 首先 需要 知道 的 是 : 


如 果 条 直线 通过 (z1, 1) 和 (za, 妇 ), 则 它 的 斜率 等 于 于 一 时 
pp. 


se 
问题 : 如 何 求 通过 (-3,4) 和 (2, -6) 的 直线 方程 . 首先 , 求 它 的 斜率 : 个 
\ -6-4 -10 
人 


我 们 现在 知道 该 直线 通过 (-3,4) 斜率 为 -2, 所 以 它 的 方程 为 y-4= -2(z 一 (一 3))， 
化 简 后 为 y = 一 2z 一 2. 同样, 我们 也 可 以 使 用 另 一 点 (2, -6) 斜率 为 -2, 方程 为 
% 一 (-6) = -2(z 一 2), 化 简 后 为 y= -2z 一 2. 你 会 发 现 , 无 论 使 用 哪 一 个 点 , 最 后 
得 到 的 结果 都 是 相同 的 . 
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1.6 ”常见 函数 及 其 图 像 


下 面 是 你 应 该 知道 的 最 重要 的 方程 . 

(1) 多 项 式 ” 有 许多 函数 是 基于 zx 的 非 负 次 容 建 立 起 来 的 . 你 可 以 以 1、z、z2 、z3 
等 为 基本 项 , 然后 用 实数 同 这 些 基 本 项 做 乘法 , 最 后 把 有 限 个 这 样 的 项 加 到 一 起 . 例 
如 , 多 项 式 f(x) = 5x4 一 4z3 十 10 是 由 x4 的 5 倍加 x 的 一 4 倍加 10 而 形成 的 . 你 
可 能 也 想 加 中 间 的 基本 项 zz 和 zx , 但 是 由 于 它们 没有 出 现 , 所 以 我 们 可 以 说 零售 的 
2Z2 和 零 倍 的 z. 基本 项 z 的 倍数 叫做 xz” 的 系数 . 例如 , 刚才 的 多 项 式 zx、x3、zx?、z 
和 常数 项 的 系数 分 别 为 5、 一 4、0、0 和 10. (顺便 问 一 下 , 为 什么 有 x 和 了 的 形式 ? 
这 两 项 看 上 去 与 其 他 项 不 同 , 但 实际 上 是 一 样 的 , 因为 x = zl,1 = 20.) 最 大 的 窜 
间 数 m( 该 项 系数 不 能 为 零 ) 叫做 多 项 式 的 度数 . 例如 上 述 多 项 式 的 系数 为 4, 因为 
不 存在 比 4 大 的 x 的 寡 指 数 . 度数 为 n 的 多 项 式 的 通 式 的 数学 写法 为 : 

p(X) = anz” + an_1T" 1 二 + a272 + Ql7x 十 a0， 

其 中 on 为 z” 的 系数 , aw_1 为 z"- 的 系数 , 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 项 ao 的 系数 
为 1. 


因为 z 是 所 有 多 项 式 的 基本 项 , 你 应 该 知道 它们 的 图 像 是 什么 样 的 . 侦 次 客 
的 图 像 之 间 是 非常 类 似 的 , 同样 奇 次 肾 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 图 1-15 是 从 zx? 到 z? 
的 图 像 . 


2 一 05 y=7 


图 1-15 
一 般 的 多 项 式 的 图 像 是 很 难 画 的 . 除非 是 很 简单 的 多 项 式 , 否则 x 轴 的 截 距 都 
很 难 找到 . 但 是 多 项 式 最 左 端 和 最 右 端 的 走势 是 很 容易 判断 的 . 这 是 由 最 大 度数 的 
项 的 系数 决定 的 , 该 系数 叫做 主导 系数 . an 就 为 上 述 多 项 式 通 式 的 主导 系数 . 例如 ， 
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我 们 刚才 提 到 的 5z4 一 4x3 十 10 多 项 式 , 5 为 它 的 主导 系数 . 实际 上 , 我 们 只 需 考 虑 


两 端的 走 


so 


决定 图 像 两 端的 
势 共 有 如 下 4 种 情况 , 如 图 1-16 所 示 . 


走势 了 .所 以 对 


于 


图 像 


pt 


n 为 偶数 , a, > 0 n 为 奇数 , a, > 0 n 为 偶数 , a, < 0 n 为 奇数 , a, < 0 
图 1-16 
上 述 图 像 的 中 间 部 分 是 由 多 项 式 的 其 他 项 决定 的 . 图 像 仅 仅 准 确 地 显示 出 了 


左右 两 端的 走势 . 例如 多 项 式 5x4 一 4z3 十 10 


为 偶数 , an = 5 为 正 数 . 
我 们 讨论 一 


同 最 左边 的 图 像 很 类 似 ， 


下 度数 为 2 的 多 项 式 , 又 叫 二 次 函数 .不 用 传统 的 写法 p(z) 


因为 n=4 


az2 十 az 十 ao, 我 们 用 一 种 更 容易 的 写法 来 表达 二 次 函数 p(x) = az? 十 bz 十 c. 根 


据 判 别 式 的 正 负 可 以 决定 二 次 函数 到 底 有 二 个 、 RD ea 
希腊 字母 A 来 表示 判别 式 A = 好 一 


不 同 


范 转 


的 解 ; 情况 二 : A = 0, 只 


注意 该 表达 式 根 号 下 为 判别 式 . 二 次 函数 的 一 个 习 


一 b 土 “2 一 


4ac 


4ac. 共有 三 种 可 能 
一 个 解 ， IO A < 0, 在 实数 
内 无 解 . 对 于 前 两 种 情况 解 为 : 


. 必 


况 一 : A > 0， 


有 两 个 


E 要 技术 是 配方 . 下 面 我 用 实例 说 


明 . 考虑 一 次 函数 2z2 _ 3z + 10. 第 一 步 是 把 二 次 项 的 系数 提出 来 2 人 | 
这 时 该 一次 区 就 灾 为 一 次 项 系 多 为 1 的 函数 . 扩张 我 们 考虑 z 的 系数 -3 
. 我 们 希望 系数 为 和 而 不 是 5, 下 面 我 们 做 一 些 脑力 


3 
A’ 


被 2 除 得 
练习 : 


平方 得 也 


3 
22 一 一 十 5 一 2 


2 


9 9 
为 什么 要 加 一 次 16’ 又 减 一 次 16 呢 ? 


这 时 , 我 们 得 到 : 


3 
2Z2 一 =Z 十 5 一 


9 


化 


16 


9 


十 5 


16 


3 


2 


接 下 来 , 只 和 人 剩 最 后 一 小 步 5 一 一 


9 
_71 


16. 


16 


4 


16 


) + 


2 
因为 这 样 的 话 , 前 三 项 为 平方 形式 (2-3) | 


= (4 


最 后 恢复 系数 2, 我 们 有 : 
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3 71 
272 -35+10=2 (we+5) = :(( 一 人 + .ee 


可 以 发 现 , 这 是 一 种 更 好 的 二 次 函数 形式 . 你 一 定 要 学 会 如 何 配 方 , 因为 我 们 要 在 
第 18 和 第 19 章 用 这 个 技巧 . 


(2) 有 理 函 数 2 这 种 形式 的 函数 , 其 中 p 和 4 为 多 项 式 , 叫做 有 理 函数 . 
有 理 函 数 变化 多 样 , 它 的 图 像 根据 p 和 v 两 个 多 项 式 的 变化 而 变化 . 最 简单 的 有 理 
函数 是 多 项 式 本 身 , 即 g(z) 为 1 的 有 理 函 数 ， 另 一 个 简单 的 例子 是 1/an, 其 中 
为 正 整 数 . 我 们 看 图 1.17 中 一 些 有 理 函数 的 图 像 


roa 


图 1-17 


奇 次 究 的 图 像 之 间 类 似 , 偶 次 梭 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 这 些 图 像 很 值得 一 看 . 

(3) 指数 函数 和 对 数 函 数 ” 知 道 指数 函数 的 图 像 是 很 必要 的 . 例如 , 下 图 是 y = 
27 的 图 像 . 

y 二 o( > 1) 的 图 像 与 上 图 很 类 似 ， 有 几 点 值得 注意 . 首先 ,该 函数 的 定义 
域 为 全 体 实数 ; 其 次 , y 轴 的 截 距 为 1 并 且 值 域 为 大 于 零 的 实数 ; 最 后 , 左 端的 水 
平 渐 近 线 为 z 轴 . 再 强调 一 下 , 该 图 像 非常 接近 于 zx 轴 , 但 永远 不 会 接触 到 x 轴 ， 
无 论 在 你 的 图 形 计算 器 上 多 么 接近 . (在 第 3 章 的 学 习 中 , 我 们 会 再 次 见 到 渐 近 线 .) 

=2-7 与 y= 2z 关于 y 轴 对 称 , 如 图 1-18 所 示 . 


图 1-18 


如 果 底 小 于 1 情况 会 是 怎样 ?例如 , 考虑 y= G3) 的 图 像 我们 发 现 (3) = 


1.6 常见 函数 及 其 图 像 ”19 


V2 =2-*, 因为 对 于 任意 m2-* 与 (3) 均 相等 , 所 以 图 L18 中 y 二 2-* 的 图 


像 也 是 y= ( 当 ) 的 图 像 . 同 理 可 得 任何 y= 太 (0 < < 1) 的 图 像 


于 y= 22 的 图 像 满 足 水 平 线 检验 , 所 以 该 函数 有 有 反 函 数 . 这 个 反 函 数 就 是 以 
2 为 底 的 对 数 y = log2(z). 以 直线 y ==z 为 对 
称 轴 , y = logo(z) 如 图 1-19 所 示 . 
注意 , 它 文 持 了 我 之 前 所 说 的 负数 及 0 不 
能 求 对 数 的 说 法 . 该 函数 的 定义 域 为 (0,+oo)， 
值 域 为 全 体 实 数 , y 轴 为 垂直 渐 近 线 . log, (x) 
(5b > 1) 的 图 像 都 是 很 相似 的 ， 对 数 函 数 在 微 
积分 的 学 习 中 是 很 重要 的 , 你 一 定 要 学 会 怎样 
去 画 上 面 的 图 像 . 我 们 将 在 第 9 章 学 习 对 数 函 
数 的 特性 . 
(4) 三 角 函 数 ”三角 函 数 很 重要 , 所 以 整个 下 一 章 将 对 其 作 详 细 的 介绍 . 
(5) 带 有 绝对 值 的 函数 ”我们 研究 由 f(x) = |z| 定义 的 绝对 值 函数 . 该 函数 的 
定义 为 : 


0-23. 镜像 (y= 可 


y=1og,(2) 


图 zx 如果 z > 0， 
XI 二 
一 Xx ， 如果 z < 0. 


另 一 个 研究 这 个 绝对 值 函数 的 方法 是 数 纳 上 0 和 z 的 距离 . 更 概括 地 说 , 你 也 应 该 


lz 一 yj 是 数 轴 上 在 x 和 两 点 间 的 距离 . 
例如 , 假设 你 需要 去 找 不 等 式 |z -1| < 3 在 数 轴 上 的 履 盖 区 域 . 我 们 能 解释 该 不 等 
式 为 xz 和 1 之 间 的 距离 小 于 或 等 于 3. 也 就 是 说 , 我 们 要 找到 所 有 与 1 之 间 的 距离 
不 大 于 3 的 点 . 所 以 我 们 画 一 个 数 轴 并 标记 1 的 位 置 , 如 图 1-20 所 示 : 

1 


图 1-20 


距离 不 大 于 3 的 点 最 左 到 -2 最 右 到 4, 所 以 区 域 如 图 1-21 所 示 : 


所 以 |z 一 1| < 3 所 表示 的 区 域 为 [-2, 4 
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而 且 我 们 知道 |z| = Vz2. 可 以 校 验 一 下 , 当 z > 0, 显然 Vr? = z; 如 果 <0， 
Vz2 = z 这 个 表达 式 就 错 了 , 因为 左边 为 正 , 右边 为 负 . 正确 的 表达 式 为 Vzz = 一 z， 
这 次 右边 为 正 了 , 负 负 得 正 . 如 果 你 再 重新 看 一 次 |z| 的 定义 , 会 发 现 我 们 已 经 证 明 
了 |z| = Vz2. 尽管 这 样 , 对 于 |z| 这 个 函数 , 最 好 是 用 分 段 函数 去 定义 . 
最 后 我 来 说 说 函数 的 图 像 . 如 果 你 知道 一 个 函数 的 图 像 , 那么 可 以 得 到 函数 绝 
对 值 的 图 像 , 即 以 x 轴 为 对 称 轴 , 把 x 轴 下 方 的 图 像 映射 上 来 , x 轴 上 方 的 图 像 不 
变 . 例如 , 对 于 |z| 的 图 像 , 可 以 通过 翻转 y= zx 在 zx 轴 下 方 的 部 分 得 到 , 图 y= |z| 
的 图 像 如 图 1-22. 


y=|4| 


镜像 (z 轴 ) 


图 1-22 


怎样 画 y = |logo(z)| 的 图 像 呢 ? 使 用 图 像 对 称 的 原理 , 则 这 个 绝对 值 函数 的 图 
像 如 图 1-23. 


2 三 |logz(z)| 
镜像 (z 轴 ) 


图 1-23 


除了 三 角 函 数 要 在 下 一 章 讲 外 , 这 是 我 在 函数 部 分 要 讲解 的 所 有 内 容 . 希望 你 
在 学 习 本 章 后 能 够 获 益 良 多 . 本 章 中 的 大 部 分 知识 将 在 微 积分 中 被 反复 使 用 , 所 以 
希望 你 能 尽快 掌握 这 些 知识 . 


第 2 章 ”三角 学 回顾 


学 习 微 积分 必须 要 了 解 三 角 学 . 说 实话 , 我 们 一 开始 不 会 看 到 很 多 有 关 三 角 的 
内 容 , 但 是 当 它 们 出 现 的 时 候 , 并 不 会 让 我 们 感觉 很 容易 . 因此 , 我 们 不 妨 对 三 角 学 
中 最 重要 的 方面 进行 一 次 全 面 的 回顾 . 

。 用 弧度 度量 的 角 与 三 角 函 数 的 基本 知识 ; 

。 实 轴 上 的 三 角 函 数 (不 只 是 介 于 0 和 90° 的 角 ); 

。 三 角 函 数 的 图 像 

。 三角 恒等式 . 
现在 到 了 刷新 记忆 的 时 候 了 .……: 


2.1 基本 知识 


首先 要 提醒 的 是 弧度 的 概念 . 旋转 一 周 , 我 们 说 成 2r 弧度 而 不 是 360°. 这 似 
乎 有 点 古怪 , 但 有 一 个 原因 , 那 就 是 半径 为 1 个 单位 的 圆 的 周 长 是 2r 个 单位 . 事 


实 上 , 这 个 圆 攀 形 弧 长 正好 是 攀 角 , 如 图 2-1 所 示 . 


0 单位 


0 弧度 
\ 


图 2-1 


这 幅 图 很 美观 也 很 完善 , 其 主 则 就 是 让 我 们 轻松 面 对 用 度 和 弧度 表达 的 最 常见 的 
角 . 首先 , 你 应 该 能 够 绝对 轻松 地 想到 , 90* 和 x/2 弧度 是 一 样 的 . 类 似 地 , 180。 和 
T 弧度 是 一 样 的 , 270? 和 3r/2 弧度 是 一 样 的 . 一 旦 你 的 脑海 里 已 经 有 了 这 种 想法 ， 
那 就 请 试 着 将 图 2-2 中 所 有 的 角 在 度 与 弧度 之 间 反 复 转 换 吧 : 


般 地 , 如 果 需 要 的 话 , 你 也 可 以 使 用 公式 


例如 , 要 想 知 道 5r/12 弧度 是 多 少 度 , 我 们 求解 下 式 


5 区 n 站 、| 怕 
生地 180 义 用 度 计 量 的 角 


音量 的 角 工 、 用 度 度 量 尼 
用 弧度 度量 的 角 = a | 度 度 量 的 角 . 


就 会 发 现 5r/12 弧度 就 是 (180/7) x (5r/12) = 75°. 事实 上 , 我 们 可 以 将 弧度 和 度 


一 样 . 转换 因数 就 是 x 弧度 


的 转换 看 成 是 一 种 单位 的 转换 , 如 英里 和 公里 的 转换 
等 于 180 度 . 
到 目前 为 止 , 我 们 仅仅 研究 了 角 , 让 我 们 继续 来 
邻 边 看 看 三 角 函 数 吧 . 显然 , 我 们 必须 要 知道 的 是 如 何 | 
图 2-3 三 角形 来 定义 三 角 函 数 . 假设 , 我 们 有 一 个 直角 三 角 


形 , 除 直 角 外 的 其 余 一 角 被 记 为 0, 如 图 2-3. 


那么 , 基本 公式 为 
sin (9) = 


对 边 
人 笠 边 ， 笠 边 
当然 , 如 果 我 们 移动 角 9, 那么 也 必须 移动 其 对 边 和 
邻 边 , 如 图 2-4 所 示 . 
这 没什么 大 惊 小 怪 的 , 对 边 就 是 对 着 角 0 的 边 ， 
邻 边 则 是 挨 着 角 9 的 边 . 尽管 如 此 , 斜 边 始终 保持 
不 变 : 它 是 最 长 的 那 条 边 , 并 始终 面 对 直角 
我 们 也 会 用 到 余 割 ， 正 割 和 余 切 这 些 倒 | 数 函 数 ， 
其 定义 如 下 : 


及 cot(z) = 


一 一 一 ， sec(2) = 二 ) 


cos (0) = 邻 边 及 tan(9) = 对 这 


信 
~ 


了 边 - 


2.2 


义 域 的 扩展 ”23 


点 建议 就 是 : 请 熟 记 
你 能 化 简 sin (7/3) 
0 这 只 是 在 


如 果 你 想 要 计划 参加 一 次 微 积分 的 考试 (或 者 即使 你 没有 这 种 想法 
常用 角 0, 7x/6, zx/4,7/3,7/2 的 三 角 函 数值 . 例如 , 女 
吗 ? tan (x/4) 又 会 如 何 呢 ? 如 果 你 不 能 , 昼 
时 间 ， 人 你 求解 过 程 


浪 交 


EY 


那 


衣 : 


么 , 充 


线 (从 图 
必 
着 你 必须 
(1) sin (x/3) 是 什么 


表 中 的 星 


号 表示 tan (x/2) 无 定义 . 事实 上 ，] 
像 上 看 会 很 清楚 , 我 们 将 有 


须 能 够 熟练 


也 说 出 该 表 中 的 任意 


能 够 


口 


管 两 类 问题 . 
? (使 用 该 表 , 答案 是 V3/2. ) 


一 一 
| 人 Pa 


Sid| 人 SN wl 


切 函 数 在 x/2 处 有 


条 牌 直 渐 近 


E 接 下 来 的 2.3 节 
一 项 , 不 管 从 前 
F 面 就 是 每 种 类 型 的 例子 ; 


中 对 此 进行 研究 ). 无 论 如 
主 后 说 还 是 从 后 往 


可 , 你 
前 说 ! 这 意味 


(2) 介 于 0 和 /2 间 , 其 正弦 值 为 V3/2 的 角 是 什么 ? (显然 , 答案 是 /3. ) 
当然 , 你 必须 能 够 回答 该 表 中 的 每 一 项 所 对 应 的 这 两 类 问题 . 就 算 我 请 求 大 家 , 请 
背 熟 这 张 表 吧 ! 数学 不 是 死记 硬 背 , 但 有 些 内 容 是 值得 去 记忆 的 , 而 这 张 表 一 定 列 
在 了 记忆 的 名 单 上 . 因此 , 自己 做 些 卡片 , 让 你 的 朋友 来 测验 你 , 一 天 花 上 一 分 钟 的 
时 间 , 无 论 这 会 对 你 起 到 怎样 的 作用 , 请 背 熟 这 张 表 吧 . 

2.2 ”三 角 函 数 定 义 域 的 扩展 

上 表 (你 背 熟 了 吗 ? ) 仅仅 包括 一 些 从 0 到 r/2 变化 的 角 . 我 们 想 取 任 意 角 ， 
甚至 一 个 负 角 的 正弦 或 余弦 , 情况 也 可 能 会 是 这 样 . 对 于 正切 函数 , 我 们 一 定 要 更 
小 心 些 . 例如 , 上 面 我 们 看 到 的 tan (x/2) 是 无 定义 的 . 尽管 如 此 , 我 们 还 是 能 够 对 几 
乎 每 一 个 , 甚至 是 最 负 的 角 取 正切 . 3 

让 我 们 首先 来 看 看 介 于 0 和 2x( 记 住 ， 具 4 
2r 就 是 360°) 间 的 角 吧 . 假设 , 你 想 要 计 
算 sin (9)( 或 cos (9) 或 tan (9)), 其 中 , 6 se 
是 从 0 到 r/2 变化 的 角 . 为 了 看 得 更 清 四 
楚 , 我 们 先 来 画 一 个 带 有 一 点 古怪 标记 的 3 
坐标 平面 , 如 图 2-5 所 示 . ee 


| 


注意 ， 坐 标 轴 将 平面 分 成 了 四 个 


象限 , 标记 为 1 到 4( 以 罗马 数字 表示 的 )， 


标记 的 走向 为 逆 时 


针 方 


问 . 这 些 象 限 分 


别 被 称 为 第 一 象限 , 第 二 象限 , 第 三 象限 用 
的 射线 (就 是 半 直 线 ). 那么 究竟 
己 站 在 原点 上 , 面向 x 轴 的 

条 直线 向 前 


[第 四 象 


限 . 下 


条 始 于 原点 


是 哪 一 条 射线 呢 ? 这 取决 于 角 0. 来 想象 一 下 , 你 自 


正 半 轴 . 现在 沿 着 逆 时 针 方向 转动 9 角 


. 你 的 足迹 就 是 你 要 找 的 那 条 射线 了 . 


, 然后 , 沿 着 


人 
现在 , 图 2-2 中 的 其 他 标记 就 很 有 意义 了 . 事实 上 , 如 果 你 转动 了 r/2 角 , 你 将 
面 对 本 页 并 且 你 的 足迹 将 勾勒 出 vy 轴 的 正 半 轴 . 如 果 你 转动 了 x 角 , 你 将 得 到 之 自 
的 负 半 轴 . 如 果 你 转动 了 3x/2 角 , 你 将 得 到 y 轴 的 负 半 轴 . 最 后 , 如 果 你 转动 了 2r 
角 , 那么 你 又 会 回 到 你 起 始 的 那个 位 置 , 即 面向 x 轴 的 正 半 轴 . 这 就 像 你 根本 就 没有 
对 转动 一 样 ! 这 就 是 为 什么 那 张 图 中 会 有 0 = 
I 2r. 对 于 角度 而 言 , 0 和 2x 是 等 价 的 . 
好 了 , 让 我 们 取 某 个 角 0 并 以 恰当 的 
x 0(=27) 方式 画 出 它 吧 .也 许 它 就 在 第 三 象限 的 某 
个 地 方 , 如 图 2-6 所 示 . 
i i 请 注意 , 我 们 将 这 条 射线 标记 为 9, 而 
不 是 这 个 角 本 身 . 不 管 怎样 , 现在 , 我 们 在 
图 2-6 这 条 射线 上 选取 某 个 点 并 从 该 点 画 一 条 垂 
线 至 z 轴 . 
我 们 对 三 个 量 感 兴趣 : 该 点 的 x 坐标 


和 yy 坐标 (当然 它们 被 称 为 z 和 vy! ), 以 及 
该 点 到 原点 的 距离 , 我 们 称 为 7. 注意, x 和 
y 可 能 会 同时 为 负 (事实 上 , 在 图 2-6 中 它 


们 均 为 负 ). 然而 , > 总 是 正 的 , 因为 它 是 距 yi 7 
离 . 事实 上 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 勾 股 9 (2Y) 
定理 ), 不 管 > 和 y 是 正 还 是 负 , 我 们 总 会 ee 
有 7 = Vz2 十 好 (平方 会 消除 任何 负 号 ， 字 
如 图 2-7 所 示 .) 图 27 
拥有 这 三 个 量 , 我 们 就 可 以 定义 如 下 的 三 个 三 角 函 数 了 : 
sin(0) = 2 cos(0) = 23; 及 tan(0) = 4 
T T 


我 们 将 量 z, y 和 r 分 别 解释 为 邻 边 , 对 边 和 和 斜 边 , 这 些 恰好 就 是 2.1 节 中 上 


的 固定 公 


式 了 . 先 别 急 , 如 果 你 在 那 条 射线 上 选取 了 另外 一 个 点 , 那 会 是 什么 样子 呢 ? 这 不 


要 紧 , 因为 你 得 到 的 新 的 三 角形 和 原来 的 那个 三 


到 任何 


3 形 是 相似 的 ， 


上述 比 值 不 会 受 


影响 . 事实 上 , 我 们 假设 + = 1 总 会 很 方便 , 这 样 得 到 的 点 (z, y) 会 落 在 所 
6 识 乓 单 位 国 (就 是 以 原点 为 中 心 , 半径 为 1 的 国 ) 上 


2.2 


义 域 的 扩展 ”25 


现在 , 让 我 们 来 看 一 个 例子 . 假设 , 我 们 想 求 sn (7r/6). 那么 7ry/6 会 在 第 几 象 


限 呢 ? 我 们 需要 决定 7ry/6 会 出 现 刀 
7/6 大 于 1 但 小 于 3/2, 故 7r/6 介 于 


上 面 的 例子 . 


因此 , 角 7r/6 在 第 三 象 
取 了 该 条 射线 上 的 一 点 ， 
离 = 1 然后 从 该 点 至 z 铅 


做 了 


上 述 公 
为 + = 1), 因此 ， 


Es 


的 负 半 轴 之 间 


是 这 两 个 角 的 差 ， 


考 角 . 一 般 来 说 ， 


\ 式 我 们 可 知 , sin (0 


那个 小 角 , 就 是 介 


我 们 而 


上 实 要 求 出 vy. 


于 在 


77x/6 处 的 射线 和 zx 


限 . 我 们 先是 选 
该 点 至 原点 的 距 
一 条 垂 线 . 
) = = ( 因 


好 吧 ， 


的 角 (其 本 身 即 为 z) 一 定 


Ax/6， 这 个 4 


、\/ 


被 称 为 参 


0 的 参考 4 


9 的 射线 和 z 负 
的 最 短路 径 是 


RN 
ok 


间 的 最 小 的 角 ， 
向 上 , 所 以 参考 角 如 


[一 / 
Ey 


图 2-9 


cos (7T/6) = 


一 V3/2, 并 且 


2.2.1 ASTC 方法 
上 例 中 的 关键 是 将 sin (7x/6) 和 sin (r/6) 联系 起 来 , 其 中 , r/6 是 7ry/6 的 参考 


角 . 事实 上 , 并 不 难看 出 任意 角 的 正弦 就 是 
题 的 关键 缩小 到 两 种 可 


例子 中 , 我 们 


只 需要 求 日 


等 于 sin (x/6) 或 -sin (zx/6)， 


9 是 介 于 表示 角 
须 位 于 0 与 2 之 间 . 在 我 们 的 例子 中 , 到 了 多 
图 2-9. 
因此 , 在 那个 小 三 角形 


0( 三 2r) 


以 及 角 为 
1/2， 不 会 


sin (7T/6) = 


E 列 表 0, zt/2, zn 2r 的 哪个 地 方 . 事实 上 
工 和 3r/2 之 间 . 习 


/6， 我 们 得 出 
再 有 其 他 的 
在 xz 轴 的 下 方 , y 
y = 一 1/2. 因为 sin (9) = vy, 我 们 就 证 
一 1/2. 对 于 余弦 来 说 , 我 们 也 
可 以 重复 这 个 过 程 ， 


实 上 , 图 2-8 看 起 来 很 像 


RE 


2-8 


中 , 我 们 知道 > = 1， 
y = sin (T/6) = 
答案 了 ! 由 于 我 们 
一 定 为 负 值 . 也 就 是 说 ， 
明了 


求 出 z = 一 cos (7/6) = 


一 V3/2， 毕 竟 ， 


于 点 (zx, yy) 在 y 轴 的 左 


侧 ， 


因此 x 必须 
识别 出 点 (z,y) 即 为 点 (-vV3/2, 一 1/2). 


能 性 


上 , 而 且 


没有 必要 再 混乱 z, y 或 r+ 了 . 
7x/6 的 参考 角 ， 


即 


己 经 看 


事实 上 , 在 第 


到 结果 是 负 的 , 因为 y 是 负 的 . 
第 三 或 第 四 象限 中 人 N 


并 且 我 们 只 需要 胡 


似 地 , 在 第 二 或 第 三 象限 中 任意 角 的 余弦 必定 为 负 , 由 于 那 9 


参考 角 正 弦 的 正 值 


为 负 . 这 样 我 们 就 证 明了 


或 负 值 ! 这 就 使 间 


保 我 们 得 


E 意 角 的 正弦 必定 为 负 , 因 


因此 , 在 我 们 的 


x/6; 这 就 会 立即 告诉 我 们 sin (7r/6) 


到 的 是 正确 的 结果 . 我 们 


为 那里 的 y 为 负 . 类 


EE 的 z 为 负 . 正切 是 比 


值 y/z, 它 在 第 二 和 第 四 象限 为 负 (由 于 x 和 


图 2-10 


这 些 研 究 成 果 吧 . 


y 中 的 一 个 为 负 , 但 不 全 为 负 ), 而 在 


所 示 . 


EE 


恤 


或 -1/2 了, 因此 ， 


结果 一 定 是 负 的 . 我 们 也 者 


ASTC 图 表 唯 
为 它们 都 位 于 坐标 


首 多 


民 均 为 正 . 显 


然 , 其 余 


NWS， 地 下 必 


让 我 们 以 文字 和 图 像 相 结合 的 方式 来 总 结 一 下 
E， 所 有 三 个 函数 在 第 一 象限 
(J) 中 均 为 正 . 在 第 二 象限 (ID) 中 , 只 有 正弦 为 正 ; 其 
他 两 个 函数 均 为 负 . 在 第 三 象限 (IID) 


FP, 只 有 正切 


为 正 ; 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 最 后 , 在 第 四 象限 (IV) 
中 , 只 有 余弦 为 正 ; 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 如 图 2-10 
实 上 , 你 只 需要 记 住 图 表 中 的 字母 ASTC 就 
行 了 . 它们 会 告 
“A” 代 表 “ 全 部 ”, 意味 着 所 有 的 函数 在 第 一 象 [ 
表 正 弦 , 余 切 和 余弦 . 在 我 们 的 例子 中 , 7r/6 在 第 三 


诉 你 在 那个 象限 中 哪个 函数 为 正 . 
的 字母 分 别 代 


象限 , 所 以 具有 正切 函数 在 那 
里 为 正 . 特别 地 , 正弦 浮 数 为 负 , 由 于 我 们 已 经 把 sin (7r/6) 的 可 能 取 值 缩小 到 1/2 


的 问题 束 是 它 没 有 告诉 我 们 如 何 处 开 


我 们 将 在 2.3 节 对 此 进行 研究 


同时 , 这 里 有 一 张 ASTC 方法 的 总 结 表 ， 


的 值 : 


(1) 画 出 象限 图 表 , 确定 在 该 图 中 你 感 兴 


(2) 如 果 你 想 要 的 角 在 x 或 y 轴 ( 即 没有 在 人 


用 来 求 介 于 0 到 2r 的 角 


函数 的 图 像 , 从 图 像 中 读 取 数值 (2.3 节 有 一 些 例子 ). 
(3) 否则 , 找 出 代表 我 们 想 要 的 那个 角 的 射线 和 zx 革 


(4) 如 果 可 以 ， 


个 负 号 . 


(5) 使 用 ASTC 图 表 来 决定 你 是 否 需要 添 


二 :在 外 登 : 


让 我 们 来 看 一 些 例子 吧 . 如 何 求 cos 
(7r/4 和 tan (9r/13) 呢 ? 我 们 一 个 一 个 地 看 . 
对 于 cos (7x/4), 我 们 注意 到 7/4 介 于 3/2 和 


2 之 间 , 故 该 角 必用 


E 第 四 象限 , 如 图 2-11 所 示 . 


当 的 方式 画 一 个 y = sin (z)( 或 cos (7z), 或 tan (z)) 的 图 像 , 并 


工 


III 


从 图 像 9 


有 实 得 到 了 sin (7r/6) = 一 1/2. 
E 角 0, zx/2, x 或 3r/2, 因 


轴 上 . 这 种 情况 下 , 最 好 是 先 忘记 所 有 ASTC 的 内 容 , 然后 以 恰 
P 读 取 数 值 . 


bem 


的 角 在 哪里 , 然后 , 在 图 表 中 标 
E 何 象限 中 ) 上 , 那么 , 就 画 出 三 角 


的 三 角 疯 数 


该 角 . 


间 最 小 的 角 ; 这 个 角 被 称 


NI 


使 用 那 张 重要 的 表 来 求 出 参考 角 的 三 角 函 数 的 值 . 那 就 是 你 需 
要 的 答案 , 或 许 你 还 需要 在 得 到 的 值 前 面 添 一 
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为 了 求 出 参考 角 , 请 注意 我 们 必须 向 上 走 到 2r( 注 意 ! 不 是 到 0. ), 因此 , 参考 角 就 
是 2x 和 7r/4 的 差 , 即 (2r 一 7r/4, 或 简化 为 x/4. 所 以 , cos (7r/4) 是 正 的 或 负 的 
cos (x/49, 根据 我 们 的 表 cos (x/4) 是 1/V2. 到 底 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? ASTC 图 表 告 
诉 我 们 , 在 第 四 象限 中 余弦 为 正 , 故 结果 为 正 : cos (7r/4) = 1/V2. 
现在 我 们 来 看 一 下 tan (9x/13). 我 们 发 现 9/13 介 于 1/2 和 1 之 间 , 故 角 9ry/13 


在 第 二 象限 , 如 图 2-12 所 示 . 

这 一 次 ， 我 们 需要 走 到 x 以 到 达 x 首 各 | 
轴 ， 故 参考 角 就 是 x 和 9r/13 的 差 ， 即 1 
x 一 9x/13, 或 简化 为 4r/13. 这 样 , 我 们 知 。 参考 角 


道 tan (9x/13) 是 正 的 或 负 的 tan (4r/13). 
哎呀 ， 可 是 数 4r/13 没有 在 我 们 的 表 里 


面 ， 因 此 我 们 不 能 简化 tan (4x/13)， 可 

我 们 还 是 需要 确定 它 是 正 的 还 是 负 的 . 那 III ww IV 

好 ，ASTC 图 表 显 示 ， 在 第 二 象限 只 有 。 

正弦 为 正 ， 故 正切 一 定 为 负 ， 且 我 们 看 到 由 

tan (9x/13) = 一 tan (4x/13). 这 就 是 不 使 用 近似 我 们 可 以 得 到 的 最 简 形 式 . 在 求解 


微 积分 问题 的 时 候 , 我 不 建议 去 近似 结果 , 除非 题目 中 有 明确 要 求 . 一 个 常见 的 误 
解 是 , 当 你 计算 如 同 -tan (4r/13) 这 样 的 问题 时 , 由 计算 器 计算 出 来 的 数 就 是 正确 


答案 . 相反 , 那 只 是 一 个 近似 ! 所 以 你 不 应 该 写 


因为 它 不 正确 
在 那 种 情况 下 


顺便 说 的 是 , 你 应 该 少 用 计算 器 . 事实 上 , 一 些 大 学 甚至 不 允许 在 考试 中 使 用 计算 


一 tan(4r/13) = 一 0.768 438 861, 
. 取而代之 , 我 们 就 写 -tan (4r/13), 除非 有 特别 的 要 求 , 让 你 做 近似 . 
, 使 用 约 等 号 和 更 少 的 小 数位 , 并 化 整 近似 (除非 有 更 多 的 要 求 ): 
一 tan(4r/13) SS 一 0.768. 


器 ! 因此 , 你 应 该 尽量 避免 使 用 计算 器 . 


2.2.2”[0，27] 以 外 的 三 角 函 数 


还 有 一 个 问题 , 就 是 如 何 取 大 于 2x 或 小 于 0 的 角 的 三 角 函 数 . 事实 上 , 这 并 


不 太 难 , 简单 地 加 上 或 减 去 2x 的 倍数 , 直到 你 得 到 的 角 在 0 和 2r 之 间 . 你 看 , 它 


并 不 只 在 2x 就 停止 了 . 它 就 是 一 直 在 旋转 . 例如 , 如 果 我 让 你 站 在 一 点 面向 正 东 ， 


然后 逆 时 针 方 


向 旋转 450 度 , 那么 , 我 说 你 旋转 了 一 整 周 , 然后 又 接着 旋转 了 90 度 ， 


这 样 也 合理 . 现在 你 应 该 是 面向 正 北 . 当然 , 这 要 比 你 只 是 逆 时 针 方 向 旋转 了 90 度 


感觉 更 眩晕 , 但 是 , 你 会 面向 同样 的 方向 . 因此 , 450 度 和 90 度 是 等 价 的 角 , 当然 这 


对 于 弧度 来 说 
么 在 旋转 一 周 


也 是 一 样 的 . 这 种 情况 下 , 5r/2 弧度 和 zj/2 弧度 是 等 价 的 角 . 但 为 什 
之 后 要 停 下 来 呢 ? 9r/2 弧度 又 如 何 呢 ? 这 和 旋转 2r 两 次 (这 样 我 们 


得 到 4n), 然后 再 旋转 r/2 是 一 样 的 . 因此 , 在 我 们 得 到 最 终 的 r/2 之 前 , 我 们 做 了 
两 周 徒劳 的 旋转 . 旋转 没有 关系 , 我 们 再 次 得 到 9x/2 和 x/2 等 价 . 这 个 过 程 可 以 
被 无 限 地 扩展 下 去 , 以 得 到 等 价 于 x/2 的 角 的 一 个 家 族 : 

nT 5mT 9T 13T 177 We 

9 
当然 , 这 其 中 的 每 一 个 角 都 比 第 一 个 角 多 一 个 整 周旋 转 或 2r. 当然 这 不 是 全 部 . 如 
果 我 坚持 让 你 做 所 有 的 逆 时 针 旋 转 , 你 会 感觉 眩晕, 或 许 你 也 会 要 求 做 一 个 或 两 个 
顺 时针 旋 转 来 恢复 神智 . 这 就 相当 于 一 个 负 角 . 特别 地 , 如 果 你 面向 东 , 我 让 你 逆 
时 针 旋 转 -270 度 , 对 我 这 个 怪异 的 要 求 的 唯一 一 致 的 解释 就 是 顺 时 针 旋 转 270 度 
(或 3r/2). 显然 , 你 最 终 仍然 会 面向 正 北 , 因此 , -270 度 和 90 度 一 定 是 等 价 的 . 有 有 
实 如 此 , 我 们 将 360 度 加 到 -270 度 上 就 会 得 到 90 度 . 用 弧度 测量 时 , 我 们 看 到 ， 
一 3x/2 和 /2 是 等 价 角 . 另外 , 我 们 可 以 坚持 更 多 负 的 ( 顺 时 针 方 向 ) 整 周 旋转 . 最 
后 , 以 下 这 就 是 等 价 于 x/2 的 角 的 完全 的 集合 : 

1]5T llx 7Tr 3rT 5r 9x 13 17 
人 

这 个 序列 没有 开始 也 没有 结束 ; 当 我 说 它 是 “完全 的 ”时 , 我 掩饰 了 一 个 事实 , 就 是 
在 开始 和 结束 的 省 略 号 上 包含 了 无 穷 多 个 角 . 我 们 借助 集合 符号 {x/2 十 2xn}, 其 
中 可 以 取 所 有 整数 , 这 样 就 可 以 避免 写 这 些 省 略 号 了 . 

让 我 们 来 看 一 下 我 们 是 否 可 以 应 用 它 吧 . 如 何 求 sec(15r/4) 呢 ? 首先 , 注意 到 
如 果 我 们 能 够 求 出 cos (15ry/4), 我 们 所 要 做 的 就 是 取 其 倒数 以 得 到 sec (157/4). 因 
此 , 让 我 们 先 来 求 cos (15r/ 汶 ， 由 于 15/4 大 于 2, 让 我 们 先 来 试 着 消去 2， 这 样 ， 
15/4 一 2 = 7/4, 现在 它 介 于 0 和 2 之 间 , 这 看 上 去 很 有 希望 了 .代入 x, 我 们 看 
到 cos (15r/4) 和 cos (7x/4) 是 一 样 的 , 并 且 我 们 已 经 求 出 其 结果 为 1 /V2， 因 此 ， 
cos (15r/4) = 1/V2. 取 其 倒数 , 我 们 发 现 sec(15r/4) 就 是 V2. 

最 后 , sn (一 5x/6) 又 会 如 何 呢 ? 有 很 多 
方法 来 求解 此 问题 , 但 上 述 建 议 的 方法 是 
将 2r 的 倍数 加 到 -5r/6 上 直到 结果 是 介 
于 0 和 2r 间 的 . 事实 上 , 2r 加 上 -5r/6 
得 7r/6, 因此 , sin (5x/6) = sin (7r/6), 这 


T 
2 


0(=27) 
玉 ( 该 角 为 顺 时 针 


和 方向 的 还 ) 就 是 我 们 已 经 看 到 的 -1/2， 另 外 , 我 们 也 
II IV 可 以 直接 画图 2-13. 
现在 , 你 必须 找 出 上 图 中 的 参考 角 , 我 


们 并 不 太 难 看 出 它 是 x/6, 然后 继续 之 前 的 


2.3 三角 函 


记 住 


正弦、 余弦 和 正切 函数 的 图 像 的 样子 确实 非常 有 月 


数 的 图 像 


这 些 函数 都 是 周期 
sin (7). 从 0 到 


有 . 
日 己 . 例如, 我 们 考虑 y = 


的 , 这 意味 着 , 它们 从 左 到 右 反 复 地 重复 


2r 的 图 像 看 上 去 如 图 2-14 所 示 . 


你 应 


图 2-14 


该 能 够 不 用 想 就 画 出 这 个 图 像 , 包括 0, r/2, x, 3r/2 和 2r 的 位 置 . 由 于 


sin (Zz) 每 


2r 单位 重复 (我 们 说 sin (z) 是 z 的 周期 函数 , 其 周期 为 2r), 通过 重复 样 


式 , 我 们 可 以 对 图 像 进行 扩展 , 得 到 图 2-15. 


从 图 像 中 读 值 , 我 们 看 到 sin (37/2) = -1 及 sin(-m = 0. 正如 之 前 注意 到 的 ， 
这 就 是 你 应 该 如 何 去 应 对 x/2 的 倍数 的 问题 ; 我 们 不 需要 混乱 参考 角 了 . 另 一 个 值 


得 注意 的 是 , 该 图 像 关 于 原点 有 180° 点 对 称 , 这 意味 着 , sin (z) 是 x 的 奇 函 数 .( 我 


们 在 1.4 节 
y 二 cos (x) 的 


中 分 析 了 奇偶 函数 .) 


看 起 来 就 像 图 2-16. 


现在 ， 


图 像 和 y = sin (z) 的 


图 像 类 似 . 当 z 在 从 0 到 2x 上 变化 时 , 它 


利用 cos (x) 是 周期 函数 及 


图 2-16 


周期 为 2r 这 一 事实 , 我 们 对 该 图 像 进 行 扩 


| 


图 2-17 


ly 一 tan( 人 -有 <z< 和 例如 , 如 果 你 想 要 求 cos (x), 从 图 像 上 读 
,你 会 看 到 结果 是 -1. 此 外 , 注意 到 , 这 次 

该 图 像 关 于 y 轴 有 镜面 对 称 . 这 说 明 , cos (z) 
是 xz 的 侦 函 数 . 
现在 , y = tan (x) 略 有 不 同 . 最 好 是 先 夯 

出 图 像 , 其 中 z 介 于 -x/2 和 /2 之 间 , 如 图 
2-18. 


Pe 


和 正弦 函数 与 余弦 函数 不 同 的 是 , 正切 函 
数 有 垂直 渐 近 线 . 此 外 , 它 的 周期 是 x 而 不 
是 2x， 因 此 ， 上 述 图 样 可 以 被 重复 以 便 得 到 
Ra y = tan (z) 的 全 部 图 像 , 如 图 2-19 所 示 . 


y= tan(7z) 


图 2-19 


很 明显 , 当 x 是 x/2 的 奇数 倍数 时 , y = tan (z) 有 重 直 渐 近 线 (是 无 定义 的 ). 
此 外 , 图 像 的 对 称 性 表明 , tan (z) 是 x 的 奇 函数 . 

y 二 sec (Z), Y = csc(z) 及 yy = cot(z) 的 函数 图 像 也 值得 我 们 去 学 习 , 如 图 
2-20、 图 2-21、 图 2-22 所 示 . 
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y=csc(7) 


y= cot(z) 


从 它们 的 图 像 中 , 我 们 可 以 得 到 所 有 六 个 基本 三 角 函 数 的 对 称 性 的 性 质 , 这 些 
都 值得 学 习 . 


sin (X) ,tan (x) ,cot (Zz) 及 csc(z) 都 是 z 的 奇 函 数 . 
cos (z) 和 sin (z) 都 是 z 的 偶 函 数 . 


因此 ， 对 于 所 有 的 实数 x, 我 们 有 sin (-z) = -sin(zj, tan(-z) = -tan(z) 及 


cos (一 Z) = cos (7). 


2.4 三 角 恒 等 式 


三 角 函 数 间 的 关系 用 来 十 分 方便 . 首先 , 注意 到 正切 和 余 切 可 以 由 正弦 和 余弦 
来 表示 , 如 下 : 


_ sin(z) _ Cos(7) 
tan(Z) = Ga cos(Z) = eT 
(有 时 , 根据 这 些 恒等式 用 正弦 和 余弦 来 代 殖 正切 和 余 切 会 有 帮助 , 但 事实 上 , 你 不 
应 该 这 样 做 , 除非 你 真 的 遇 上 麻烦 了 .) 
所 有 三 角 恒等式 中 最 重要 的 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 了 (用 三 角形 式 表示 的 
cos2(z) + sin2(z) = 1. 
这 对 于 任意 的 z 都 成 立 . (为 什么 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 呢 ? 如 果 直 角 三 角形 的 斜 边 是 
1, 其 中 一 个 角 为 x, 自己 要 和 弄 明 白 三 角形 的 其 他 两 条 边 长 就 是 cos (x) 和 sin (x).) 
现在 , 让 这 个 等 式 两 边 同 除 以 cos? (xz). 我 想 让 你 检验 一 下 是 否 能 够 得 到 以 下 
结果 : 


Nat 


》 


1 十 tan2(z) = sec2(z)， 


该 公式 也 会 经 常 出 现在 微 积分 里 .另外 , 可 以 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 等 式 两 边 同 除 以 
sin? (zx), 我 们 得 到 下 列 等 式 : 


cot2(z) 十 1 一 csc2(zZ). 
这 个 公式 好 像 没 有 其 他 公式 使 用 得 那么 频繁 . 

还 有 一 些 更 多 的 三 角 函 数 关系 . 你 注意 到 了 吗 , 一 些 函 数 的 名 字 是 以 符号 “co” 
头 的 . 这 是 “ 互 余 ” 的 简称 . 说 两 个 角 互 余 意 味 着 它们 的 和 是 x/2( 或 90 度 ). 这 
不 是 说 它们 对 对 方 很 好 . 撒 开 所 有 的 双关 语 , 事实 是 , 我 们 有 以 下 一 般 关 系 : 

三 角 函 数 (z) = 互 余 三 角 函 数 (3 一 z). 


A 


特别 地 , 我 们 有 : 


Sin(Z) = cos (5 一 


2 


TT 


中， tan(Z) = cot (3 z) 及 sec(z) = csc (3 一 z). 


当 三 角 函 数 已 经 互 余 的 时 候 ,以 上 公式 也 适用 ; 你 只 需要 认识 到 , 余 角 的 余 角 就 是 
原始 的 角 ! 例如 , co 一 co 一 sin 事实 上 就 是 sin, co 一 co 一 tan 事实 上 就 是 tan. 基本 
上 这 意味 着 我 们 也 可 以 这 样 说 : 
cos(Z) = sin (3 一 2 cot(Z) = tan (3 一 z) 及 csc(z) = sec (3 一 虽 ， 

最 后 , 还 有 一 组 恒等式 值得 我 们 学 习 . 这 些 恒 等 式 涉及 了 和 角 的 和 与 倍 角 公式 . 
特别 地 , 我 们 应 该 记 住 下 列 公 式 : 
sin(A++ B)= sin(A)cos(B)+t cos(A)sin(B) 
cos(A+B)= cos(A)cos(B) — sin(A)sin(B). 


) 

请 记 住 , 你 可 以 切换 所 有 的 正 号 和 负 号 得 到 一 些 相关 的 公式 , 这 对 我 们 也 很 有 帮助 : 

sin(A— B)= sin(A)cos(B)— cos(A)sin(B) 

cos(A— B)= cos(A)cos(B)+sin(A)sin 
对 于 上 述 加 框 公 式 中 的 sin (4 十 B) 和 cos (A 十 B), 令 4 = B= x, 我们 就 会 得 到 
一 个 很 好 的 结果 . 很 明显 , 正弦 公式 是 sin (2z) = 2sin (z) cos ). 但 是 , 让 我 们 来 好 
好 看 看 余弦 公式 . 它 会 变 成 cos (2z) = cos? (z) 一 sin2 (x); 这 没 错 , 但 是 更 有 用 的 是 
使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 sin? (z) + cos2 (x) = 1 将 cos(2z) 表示 成 为 2cos2 (z) 一 1 或 
1 一 2sin? (x)( 相 信 这 些 都 是 有 效 的 ! ). 总 之 , 倍 角 公式 为 : 
sin(27x) = 2 sin(x) cos(Z) 
cos(2z) = 2cos? (zx) —1=1—2sin’(zx). 


那么 , 你 如 何 用 sin (z) 和 cos (x) 来 表示 sin (4z) 呢 ? 好 吧 , 我 们 可 以 将 4z 看 作 二 
倍 的 2z, 并 且 使 用 正弦 恒等式 , 写作 sin (4z) = 2sin (2z) cos (27). 然后 , 应 用 恒 等 
式 来 求 , 得 到 : 

sin(4z) = 2(2sin(x) cos(z))(2cos2(z) — 1) = 8sin(x)cos?(x) — 4sin(x) cos(x). 
类 似 地 ， 

cos(47) = 2cos2(2z) 一 1 一 2(2cos2(z) 一 1 一 1 一 8cos4(z) 一 8cos2(z) 十 二 
你 不 用 记 这 后 两 个 公式 ; 然而 , 你 要 确保 理解 了 如 何 使 用 倍 角 公式 来 推导 它们 . 
现在 , 如 果 你 可 以 掌握 本 章 涉及 的 所 有 的 三 角 学 , 你 就 能 够 很 好 地 去 学 习 本 书 
的 剩余 部 分 了 . 因此 , 抓紧 时 间 消 化 这 些 知 识 吧 . 做 一 些 例题 , 并 确保 你 记 住 了 那 
张 很 重要 的 表格 和 所 有 加 框 公式 . 


we 
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如 果 没 有 极限 的 概念 , 那么 微 积分 将 不 复 存在 . 这 就 是 说 , 我 们 要 花 大 量 的 时 
间 来 研究 它们 . 恰当 的 定义 一 个 极限 是 非常 有 技巧 的 , 但 在 没有 对 细节 深入 讨论 的 
情况 下 , 你 也 可 以 得 到 一 个 对 极限 的 直观 的 理解 . 它们 对 于 解决 微分 和 积分 问题 已 
经 足够 了 . 因此 , 本 章 仅 仅 包 含 对 极限 的 直观 描述 ; 正式 描述 请 参见 附录 A. 总 的 来 
说 , 以 下 就 是 我 们 会 在 本 章 讲解 的 内 容 : 
对 于 极限 是 什么 的 一 个 直观 概念 ; 
。 左 、 右 与 双 侧 极限 , 及 在 oo 和 -co 处 的 极限 ; 
何 时 极限 不 存在 ; 
。 三 明治 定理 (也 称 作 “来 台 定 理 ”). 


3.1 极限: 基本 思想 


让 我 们 开始 吧 . 我 们 从 某 个 函数 f 和 x 轴 上 的 一 点 出 发 , 该 点 我 们 称 之 为 a 
我 们 想 要 理解 的 是 : 当 x 真 的 非常 接近 于 a, 但 不 等 于 a 时 , f(z) 是 什么 样子 ? 这 
是 一 个 非常 奇怪 的 问题 , 这 也 许 就 是 为 什么 人 们 发 展 微 积 分 一 直到 现今 吧 . 

这 里 有 一 个 例子 显示 了 为 什么 我 们 想 要 提出 这 样 的 问题 . 令 了 的 定义 域 为 
RR\ {2}( 除 2 以 外 的 所 有 实数 ), 并 设 f(x) = z 一 1 在 此 定义 域 上 ， 可 以 正式 地 
写作 : 


f(z)=z-1 当 z 关 2. 
7 9 这 看 起 来 好 像 是 一 个 古怪 的 函数 . 毕竟, 到 底 为 什么 


1 我 们 要 将 2 从 定义 域 中 去 除 掉 呢 ? 事实 上 , 在 下 一 章 
_ 1 2 我 们 会 看 到 六 作为 有 理 函 数 ( 见 4.1 节 中 的 第 二 个 
例子 ) 很 自然 地 增长 . 同时 , 让 我 们 取 上 述 定义 的 户 

并 画 其 图 3-1. 
国有 那么 /2) 是 什么 呢 ? 或 许 你 会 说 f (2) = 1 


但 那 只 是 投机 , 因为 2 根本 不 在 f 的 定义 域 中 . 你 所 能 做 的 最 好 的 就 是 说 1 (2) 是 
无 定义 的 . 另 一 方面 , 当 x 真 的 非常 接近 于 2 的 时 候 , 我 们 可 以 找到 一 些 f(z) 的 
值 , 并 看 看 将 会 有 什么 发 生 . 例如 , f (2.01) = 1.01, 及 f (1.999) = 0.999. 如 果 你 想 
一 下 的 话 , 你 会 发 现 当 x 真 的 非常 接近 于 2 的 时 候 , f (zx) 的 值 会 真 的 接近 于 1. 


3.1 极限 : 基本 思想 ”35 


还 


还 有 , 令 z 充分 地 接近 于 2, 你 可 以 尽 可 能 地 接近 1, 而 不 是 真 的 达到 1. 例如 ， 


如 果 你 想 要 f(z) 在 1 土 0.000 1 内, 你 可 以 取 在 1.999 9 和 2.000 1 中 的 任意 的 x 


值 (当然 是 除了 x = 2, 这 是 禁止 的 ). 如 果 你 想 要 f(z) 在 1 土 0.000 007 内 , 那么 选 
取 z 的 时 候 , 你 最 好 更 细心 一 点 . 这 一 次 , 你 需要 取 在 1.999 993 和 2.000 007 之 间 
的 任意 值 了 (当然 还 是 除了 2). 


不 管 怎么 说 , 在 附录 A 中 的 A.1 节 会 对 这 些 思想 有 更 详细 的 描述 . 在 陷入 那 


种 情境 下 之 前 , 让 我 们 切入 正题 并 写 出 : 


lim f(7) =1. 


如 果 你 大 声 将 它 读 出 来 , 它 听 起 来 应 该 像 是 “ 当 x 趋 于 2, f(x) 的 极限 等 于 1. ”再 
次 , 这 意味 着 , 当 z 接近 于 2( 但 不 等 于 2) 时 , f (zx) 的 值 接近 于 1. 到 底 有 多 近 呢 ? 
你 想 要 多 近 就 能 多 近 . 以 上 陈述 的 另外 一 个 写法 是 


jz 一 1 当 z 一 2. 


用 这 个 进行 计算 会 更 难 些 , 但 其 意义 很 清晰 : 当 x 沿 着 数 轴 从 左 侧 或 者 从 右 侧 走向 


2 时 , f(z) 的 值 会 非常 


妆 近 于 1( 并 且 保 持 接近 ! ). 


现在 , 我 们 取 上 述 函 数 f 并 对 它 作 一 点 改动 . 事 i 
实 上 , 假设 有 一 个 新 的 函数 g, 如 图 3-2 图 像 : 
函数 g 的 定义 域 是 所 有 实数 , 并 且 , g(z) 可 以 被 


定义 为 如 下 的 分 段 函 数 形式 : 
| 2 一 1 如果 z 关 2， 


3 


lim g(x) 是 什么 呢 ? 这 里 的 小 诀窍 是 g(2) 的 值 和 该 极限 是 不 相关 的 ! 只 有 那些 在 


如 果 z=2 图 3-2 


2 接近 于 2 时 的 g(x) 的 值 , 而 不 是 在 2 处 的 值 , 才 是 问题 的 关键 . 如 果 我 们 忽略 
2 = 2, 函数 9 和 我 们 之 前 看 到 的 函数 f 就 是 完全 相同 的 . 因此 , 正如 以 前 那样 , 尽 
管 g(2) = 3, 我 们 还 是 会 有 lim g (7) = 


重要 的 是 , 当 你 写 出 如 下 形式 的 时 候 ， 


lim f(2)=1, 


我 们 也 可 以 写成 : 


等 式 左边 事实 上 不 是 x 的 函数 ! 记 住 , 以 上 等 式 是 说 当 x 接近 于 2 时 , f(x) 接近 于 
1. 事实 上 , 我 们 可 以 将 x 将 换 成 任意 其 他 的 字母 ,上 式 仍然 成 立 . 例如 , 当 9 接近 
于 2 时 , f(gq) 接近 于 1， 


因此 我 们 有 : 


lim f(g)=1. 


q—2 


limf0D=1, lmf2)=1, lmf%)=1, 


并 且 可 以 继续 写 下 去 ,直到 我 们 用 光 了 所 有 的 字母 和 字符 ! 问题 的 关键 在 于 , 在 


极限 
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lm (2) =1, 

中 , 变量 x 只 是 一 个 虚拟 变量 . 它 是 一 个 暂时 的 标记 , 来 表示 某 个 (在 上 述 情况 下 ) 
非常 接近 于 2 的 量 . 它 可 以 被 葵 换 成 其 他 任意 字母 ,只 要 你 在 任何 它 出 现 的 其 他 地 
方 做 调换 就 可 以 了 ; 同样 , 当 你 求 出 极限 值 的 时 候 , 结果 不 可 能 包含 这 个 虚拟 变量 . 
所 以 , 面 对 虚 拟 变量 时 你 要 灵活 应 变 . 


3.2 ” 左 极 限 与 右 极 限 


人 我 们 看 到 , 极限 描述 了 函数 在 一 个 定点 附近 的 行为 . 想 想 看 , 如 何 来 描述 h (zx) 
y=h(D) 在 z=3 附近 的 行为 , 如 图 3-3 所 示 . 


3 当然 , 就 极限 行为 而 言 , 事实 上 h(3) = 2 
1 是 无 关 紧 要 的 . 现在 , 当 你 从 左 侧 接近 于 x = 3 


时 会 发 生 什么 呢 ? 想象 一 下 , 你 是 一 张 图 片 中 
的 远足 者 , 让 山下 山 . h(x) 的 值 会 告诉 你 , 当 
~、、 一 “你 的 水 平 位 置 是 x 时 , 你 的 高 度 是 多 少 . 因此 ， 

如 果 你 从 图 片 的 左边 向 右 走 , 那么 , 当 你 的 水 
Es 平 位 置 接近 于 3 时 ， 你 的 高 度 就 会 接近 于 1 
当然 , 当 你 到 达 z = 3( 不 是 说 在 你 上 方 的 那个 古怪 的 小 突起 ) 时 就 会 有 一 个 陡 
然 下 降 , 但 此 时 我 们 对 此 并 不 关心 . 任何 在 z = 3 右 侧 的 值 , 包含 z = 3 本 身 对 应 
的 值 , 都 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 我 们 就 看 到 了 (zx) 在 z = 3 的 左 极限 就 等 于 1 
另 一 方面 , 如 果 你 从 图 片 的 右边 向 左 走 , 那么 , 当 你 的 水 平 位 置 接近 于 z = 3 
时 , 你 的 高 度 就 会 接近 于 -2. 这 就 是 说 , jh(z) 在 x 二 3 的 右 极限 就 等 于 _2. 任何 
在 xz 二 3 左 侧 的 (包含 z = 3 本 身 ) 值 都 是 无 关 紧 要 的 . 

我 们 可 以 将 上 述 发 现 总 结 如 下 : 
Lim h(x)= 二 1 太 Tm, h(x) = 一 2. 

在 上 面 第 一 个 极限 中 3 后 的 小 减 号 表示 该 极限 是 一 个 左 极限 , 在 上 面 第 二 个 极限 
中 3 后 的 小 加 号 表示 该 极限 是 一 个 右 极限 . 要 在 3 的 后 面 写 上 减 号 或 加 号 , 而 不 是 
在 前 面 , 这 是 非常 重要 的 ! 例如 , 如 果 你 写成: 
en Mn) 
那么 , 你 指 的 就 是 (z) 在 z = -3 时 的 通常 的 双 侧 极限 , 而 不 是 A(z) 在 z= 二 3 时 
的 左 极限 . 这 确实 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 顺便 说 的 是 , 在 左 极限 的 极限 符号 底下 
写 x 3- 的 理由 是 此 极限 只 涉及 小 于 3 的 xz 的 值 . 也 就 是 说 , 你 需要 在 3 上 减 一 
点 点 来 看 会 有 什么 情况 发 生 . 类 似 地 , 对 于 右 极限 , 当 你 写 z 一 3+ 的 时 候 , 这 意味 


< 出 


~ 


着 你 只 需要 考虑 如 果 在 3 上 加 一 点 点 会 有 什么 情况 发 生 . 


EA 


3.3 


可 时 不 存在 极限 ”37 


正如 我 们 将 在 下 一 节 看 到 的 一 样 , 极限 不 是 总 存在 
侧 极 限 在 > = a 处 存在 , 仅 当 左 极限 和 右 极 限 在 x = a 处 都 存在 并 且 相 等 ! 在 这 种 
青 况 下 , 这 三 个 极限 ( 双 侧 极限 , 左 极限 和 右 极 限 ) 都 是 一 样 的 . 用 数学 的 语言 描述 ， 


一 


我 们 有 


Ta 


的 . 但 重要 的 是 : 通常 的 双 


lm f(z)= 工 及 lim f(x)= 


和 
lim f(x) = 


是 同一 个 极限 . 如 果 左 极限 和 右 极限 不 相等 ee 


极限 不 存在 . 我 们 最 好 是 写 


lim h(z) 不 存在 
或 甚至 可 以 用 “DNE” 来 代替 “不 存在 ”. 


3.3 ” 何 时 不 存在 极限 
我 们 刚刚 看 到 , 当 相 应 的 左 极限 和 右 极 限 不 相等 时 双 侧 极 限 不 存在 . 这 里 有 


Me 


个 更 戏剧 性 的 例子 . 我 们 考虑 了 (z)=1/z 的 图 像 : 
lim f(z) 是 什么 呢 ? 期 望 双 侧 极限 在 那里 存在 有 
点 不 大 可 能 . 因此 , 我 们 先 来 试 着 求 一 下 右 极限 
im f(z). 看 一 下 图 3-4, 当 x 是 正 的 并 且 接近 于 
0 时 , (z) 看 起 来 好 像 非常 大 . 特别 是 , 当 z 从 硬 
侧 滑 到 0 时 , 它 看 起 来 并 不 接近 于 任何 数 ; 它 就 
变 得 越 来 越 大 了 ， 但 会 有 多 大 呢 ? 它 会 比 你 能 想 
象 到 的 任何 数 都 大 ! 我 们 说 该 极限 是 无 穷 大 , 并 写 
作 : 


说 : 


图 3-5 


9 (7) = 1/27. 


中 的 函数 h, 那么 , 双 侧 


类 似 地 , 这 里 的 左 极限 是 -co, 由 于 当 x 上 升 
至 0 时 , f(z) 会 任意 地 变 得 越 来 越 负 . 这 就 是 


于 左 极限 和 右 极限 不 相等 , 故 双 侧 极限 当然 
不 存在 . 另 一 方面 , 我 们 考虑 函数 g, 其 定义 为 
和 像 如 
此 函数 在 z = 0 处 的 左 极限 和 右 极限 都 是 oo, 因此 你 也 可 以 说 lim 1/z? = oo. 明 


图 3-5 所 示 . 


员 
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便 说 的 是 , 现在 我 们 有 一 个 关于 “垂直 渐 近 线 ” 正式 定义 : 

< 在 了 =。 处 有 一 条 竿 直 渐 近 线 " 说 的 是 ，lim f(z) 和 tim f(a) 
其 中 至 少 有 一 个 极限 是 oo 或 oo, 
现在 , 可 能 会 出 现 左 极 限 或 右 极限 不 存在 的 情况 吗 ? 答案 是 肯定 的 ! 例如 , 让 我 
们 来 认识 一 个 让 人 心跳 的 函数 g, 其 定义 为 g(x) = sin (1/x). 此 函数 的 图 像 看 起 来 
会 是 什么 样 的 呢 ? 首先 , 让 我 们 来 看 一 下 z 的 正 值 . 由 于 sin (z) 在 z 一 ma2r 3m 
上 的 值 全 为 0, 那么 , sn (1/z) 在 1/z = rar 3r .上 的 值 全 为 0 我 们 取 其 倒数 ， 
会 发 现 sin(l/z) 在 z= 和， 二 .… 上 的 值 全 为 0 这 些 数 就 是 sin (1/z) 的 z 轴 
截 距 . 在 数 轴 上 , 它们 看 起 来 如 图 3.6 所 示 . 


0 
等 


图 3-6 
正如 你 看 到 的 , 当 接 近 于 0 的 时 候 , 它们 确实 都 挤 在 一 起 了 . 现在 , 在 每 一 个 x 身 
截 距 间 , sin (x) 向 上 走 到 1 或 向 下 走 到 -1, 因此 , sin (1/x) 也 一 样 . 我 们 把 目前 已 
知 的 画 出 来 , 得 到 图 3-7: 


图 3-7 
那么 ， lim, sin (1/z) 是 什么 昵 ? 以 上 图 像 在 z = 0 附近 很 杂乱 . 它 无 限 地 在 1 和 一 1 


之 间 振 落 ， 当 你 从 右 侧 向 z = 0 处 移动 时 , 振荡 会 越 来 越 快 . 这 里 没有 垂直 渐 近 线 ， 
但 是 , 那里 也 没有 极限 ”， 当 z 从 右 侧 趋 于 x = 0 时 , 该 函数 不 趋 于 任何 数 . 因此 ， 
我 们 说 ， Lim, sin (1/z) 不 存在 (DNEB). 我 们 在 下 一 节 会 将 y = sin (1/z) 的 图 像 补充 


完整 . 


3.4 在 oo 和 一 ce 处 的 极限 
还 有 一 类 我 们 需要 研究 的 极限 . 我 们 已 经 研究 了 在 接近 一 点 x = a 时 的 函数 行 


@ 正式 的 证 明 请 参见 附录 A 的 A.3.4 节 . 
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为 . 然而 , 有 些 情况 下 , 重要 的 是 要 理解 当 x 变 得 非常 大 时 , 一 个 函数 的 行为 如 何 . 
换 句 话说 , 我 们 感 兴趣 的 是 , 研究 当 变 量 x 趋 于 oo 时 函数 的 行为 . 我 们 想 写 出 如 下 
形式 : 


lim f(x)=L 
并 且 想 表达 , 当 zx 很 大 的 时 候 , f(z) 变 得 非常 接近 于 值 L, 并 且 保 持 这 种 接近 的 程 
度 . (更 多 详情 请 参阅 附录 A 的 A.3.3 节 . ) 重要 的 是 要 意识 到 , 写 “ lim jz) = 了” 
表示 f 的 图 像 在 y = 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 . 类 似 地 , 当 z 趋 于 -co 时 , 我 们 
写 出 如 下 形式 : 


lim f(z)=L, 
它 表示 当 z 变 得 越 来 越 负 (或 者 更 确切 地 说 , -z 变 得 越 来 越 大 时 ) 的 时 候 , f (zx) 会 
变 得 非常 接近 于 值 L, 并 且 是 持续 接近 于 值 二 这 当然 和 函数 y = f(x) 的 图 像 有 
一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 是 相对 应 的 . 如 果 你 愿意 , 也 可 以 把 这 些 转化 为 定义 , 并 说 成 
如 下 形式 : 


“f 在 y= 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 ” 表示 lim f(z)= 工 . 
“f 在 y= M 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 ” 表示 “lim f(x)=M. 


当然 , 像 y = x? 这 样 的 函数 没有 任何 水 平 渐 近 线 , 因为 当 x 变 得 越 来 越 大 时 , y 
值 只 会 无 限 上 升 . 用 符号 表示 , 我 们 可 以 写作 ,lim z? = co. 或 者 说 极限 不 存在 . 
例如 ，lim_ sin (z) 是 什么 呢 ? 就 是 说 , sin (z) 会 变 得 越 来 越 接近 何 值 呢 (并 且 保 持 
这 种 接近 状态 )? 它 只 是 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 因此 , 它 绝 不 会 真正 地 接近 任 
何 地 方 . 此 函数 没有 水 平 渐 近 线 , 也 不 会 趋 于 oo 或 -co; 你 所 能 做 的 最 好 的 是 说 
,iim sin (z) 不 存在 (DNE). 证 明 请 见 附 录 A 的 A.3.4 市 . 

让 我 们 返回 上 一 节 看 到 的 函数 f, 其 定义 为 f(z) = sin (1/z)， 当 x 变 得 非常 
大 时 会 怎么 样 呢 ? 好 吧 , 当 x 很 大 时 , 1/z 会 非常 接近 于 0. 由 于 sin (0) = 0, 那么 
sin (1/z) 就 会 非常 接近 于 0. z 越 大 , sin (1/z) 就 会 越 来 越 接 近 于 0. 我 的 观点 有 点 
粗略 , 但 是 希望 你 能 相信 ” 


lim sin(1/z) = 0. 
因此 , sin (1/z) 在 y = 0 处 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 这 使 我 们 能 够 扩展 我 们 之 前 画 的 
y 二 sin(1/z) 的 图 像 , 至 少 是 向 右边 做 扩展 . 我 们 还 应 该 关心 一 下 当 > < 0 时 会 发 


生 什么 情况 . 这 不 是 太 糟 糕 , 因 


FE (三) Ee ( !) 


用 的 事实 是 , sin (xz) 是 z 的 奇 函 数 , 1 


注意 到 , 我 们 使 


为 f 是 一 个 奇 函 数 . 理由 如 下 : 


| 


sin (一 1/x) 得 到 一 sin (1/zx). 


Q@ 如 果 你 不 信 , 就 请 参见 附录 A 的 A.4.1 节 ! 
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这 样 一 来 , 由 于 奇 函 数 有 一 个 很 好 的 性 质 , 就 是 关于 原点 对 称 ( 见 1.4 节 ), 我 们 可 
以 完整 地 画 出 y = sin (1/z) 的 图 像 , 如 图 3-8 所 不: 


9()=sin( 世 


图 3-8 
同样 , 我 们 很 难 画 出 当 xz 在 0 附近 时 的 情况 . xz 越 接 近 0, 此 函数 就 会 振荡 得 越 激 
烈 , 当然 , 该 函数 在 z = 0 处 无 意义 . 在 上 图 中 , 我 选择 避免 在 中 间 画 出 黑色 的 斑点 ， 
就 是 想 让 你 想象 一 下 那里 的 振荡 会 是 什么 样子 的 . 


大 数 和 小 数 


希望 我 们 都 认同 1 000 000 000 000 是 一 个 大 数 . 那么 , -1 000 000 000 000 呢 ? 
或 许 这 会 引起 争议 , 我 想 让 你 把 它 看 作 是 一 个 大 的 负数 , 而 不 是 一 个 小 数 . 举 个 小 
数 的 例子 , 0.000 000 001, 然而 , 一 0.000 000 001 也 是 一 个 小 数 (更 确切 地 说 , 是 一 个 
小 的 负数 ). 有 趣 的 是 , 我 们 不 打算 把 0 看 作 是 个 小 数 : 它 就 是 零 . 因此 , 下 面 就 是 
我 们 对 于 大 数 和 小 数 的 非 正 式 的 定义 : 

。 如 果 一 个 数 的 绝对 值 是 非常 大 的 数 , 则 这 个 数 是 大 的 . 

。 如果 一 个 数 非常 接近 于 0( 但 不 是 真 的 等 于 0), 则 这 个 数 是 小 的 . 

尽管 上 述 定义 将 有 助 于 我 们 在 实践 中 的 应 用 , 但 这 实在 是 一 个 没有 说 服 力 的 定义 . 
“非常 大 ”和 “非常 接近 于 0” 这 些 都 意味 着 什么 呢 ? 好 吧 , 我 们 考虑 下 列 极限 方程 : 

dim f(x)=L. 

正如 我 们 以 上 看 到 的 , 它 表示 当 x 是 一 个 足够 大 的 数 , f(z) 的 值 就 会 儿 乎 等 于 工 . 
可 问题 是 , 多 大 才 是 “足够 大 ” 呢 ? 这 取决 于 你 想 让 f(z) 距离 L 有 多 近 ! 不 过 , 从 
实际 应 用 的 观点 出 发 , 如 果 y = f(z) 的 图 像 看 上 去 开始 变 得 靠近 在 y = 工 的 水 平 
渐 近 线 , 那么 这 个 数 x 足够 大 . 当然 , 任何 事情 都 依赖 于 函数 f 的 定义 , 正如 你 在 
图 3-9 中 看 到 的 一 样 : 


10 100 200 10 100 200 
图 3-9 


这 两 种 情况 , f (10) 都 不 在 工 的 附近 . 在 左 图 中 , 当 x 至 少 是 100 时 , f (zx) 看 上 


3.5 关于 渐 近 线 的 两 个 常见 错误 认 知 
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去 非常 接近 于 工 ， 


一 个 函数 


动 
~ 


我 们 会 经 常 使 用 术 
不 可 能 真 


AI 


的 是 大 的 负 的 数 . 
为 一 方面 


因此 ,和 
此 , 现在 的 100 就 不 是 足够 大 了 . 这 种 情形 下 ， 
只 选取 一 个 像 1 000 000 000 000 这 样 的 数 ， 
在 它 变 得 趋 于 它 的 水 平 渐 近 线 之 前 , 可 能 会 徘徊 , 直到 5 000 000 000 000. 
问题 是 ,“ 大 的 ”这 个 词 必须 参与 到 某 个 函数 或 极限 中 . 幸好 , 有 很 大 的 空间 向 上 移 
一 一 甚至 一 个 像 1 000 000 000 000 这 检 
当 的 小 , 而 10100 与 101 000 000 比 起 来 又 
语 “ 在 oo 附近 ”来 代替 “大 
尽管 如 此 , 我 们 用 x 一 oo 的 极限 来 表示 .) 
添加 一 个 负 号 之 外 , 所 有 的 这 些 都 适 | 


的 在 oo 附近 , 因为 co 无 穷 远 . 
当然 , 除了 你 在 所 有 的 大 的 正 的 数 前 面 


=} 


于 zz 一 一 00 的 极限 . 在 这 种 性 


, 我 们 会 经 常 看 到 下 列 形式 的 极限 方程 : 


lim 
z—0 
在 上 述 三 种 情况 下 ， 
极限 , xz 也 必须 为 正 , 而 对 于 
取决 于 函数 f. 因此 , 当 我 介 
须 依据 某 个 函数 或 极限 来 看 


f(x)=L, lim, f(z)=L5 
我 们 知道 


是 


] 说 一 个 数 


E 何 比 100 大 的 数 都 是 大 数 . 在 右 图 中 , f (100) 远离 L, 因 


你 可 能 需要 走 到 200. 那么 , 你 能 够 


并 且说 它 已 经 很 大 了 吗 ? 不 可 以 ， 


的 数 , 相对 于 10 
是 那么 的 微不足道 


4 况 下 , 我 们 有 时 会 


因为 


oo( 古 戈 尔 ) 来 说 还 是 相 
. 顺便 要 说 的 是 ， 
的 正 的 "(在 字面 意义 上 说 , 一 个 数 


] 


说 “在 -co 附近 ”来 强调 我 们 所 ] 


或 an f(x)=L. 


, 当 x 足够 接近 于 0 时 , 7(z) 的 值 几乎 是 L. (对 于 右 
左 极限 , x 也 必须 为 负 . ) 此 外 , z 必须 离 0 多 近 呢 ? 这 
小 的 "(或 者 “接近 于 0”) 的 时 候 , 我 们 必 
待 它 , 正如 对 于 “大 的 ”情况 一 样 


尽管 这 方面 的 讨论 真 的 是 强化 了 上 述 站 不 住 脚 的 定义 , 它 仍 然 不 完美 . 如 果 你 


想 学 更 多 的 相关 知识 , 你 真 的 应 该 查看 一 下 附录 A 的 A.1 节 和 A.3.3 节 . 
3.5 ”关于 渐 近 线 的 两 个 常见 错误 认 知 


现在 看 来 , 到 了 纠正 一 些 关 于 水 平 渐 


一 个 函数 不 需要 在 左右 两 边 有 


相同 的 水 平 渐 近 


近 线 的 党 


见 错误 认 知 的 好 时 机 了 ， 首 先 ， 
图 像 中 ， 


线 . 在 3.3 市 f(z)=1/z 的 


函数 在 y = 0 的 左右 两 边 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 这 就 是 说 


然而 , 我 们 考虑 图 


lim i 和 


2 一 co 化 


3-10 中 vy = tan-!1(z) 的 图 


1 
lim ——=0. 
和 一 CO 区 


像 (或 者 你 更 喜欢 反 三 角 函 数 y 


arctan (x), 你 可 以 使 用 这 两 种 写法 中 的 任意 一 种 ): 


图 3-10 
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此 函数 在 y= my/2 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 , 在 y = 一 x/2 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 
线 , 它们 是 不 同 的 . 我 们 也 可 以 用 极限 来 表示 : 


lim tan-1(x) = 2 及 ,im tan-1(x) = -3 
因此 , 一 个 函数 的 确 可 以 有 不 同 的 右 侧 和 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 最 多 只 能 有 两 条 水 平 
渐 近 线 (一 条 在 右 侧 , 另 一 条 在 左 侧 ), 或 许 它 一 条 都 没有 , 也 或 者 只 有 一 条 . 例如 ， 
y 三 27 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 是 没有 右 侧 水 平 渐 近 线 ( 见 1.6 节 的 图 像 ). 这 和 
垂直 渐 近 线 相 反 : 一 个 函数 可 以 有 很 多 条 垂直 渐 近 线 (例如 , y = tan (z) 有 无 穷 多 


条 垂直 渐 近 线 ). 

另外 一 个 常见 的 错误 认 知 是 说 一 个 函数 不 可 能 和 它 的 渐 近 线 相 交 . 或 许 你 已 
经 看 到 了 , 渐 近 线 是 一 条 让 函数 越 来 越 接 近 , 但 是 永远 不 会 相交 的 直线 . 这 不 正确 ， 
至 少 当 你 谈 及 水 平 渐 近 线 的 时 候 它 是 不 正确 的 .例如 , 我 们 考虑 定义 为 f(x) = 
sin (x) /zx 的 函数 f, 这 里 , 我 们 只 关心 当 z 是 很 大 的 正 数 时 的 函数 行为 . sin (z) 的 
值 在 -1 和 1 之 间 振 荡 , 因此 , sin (x) /z 的 值 在 曲线 y = -1/z 和 wy = 1/z 之 间 振 
荡 . 此 外 , sin (z) /z 和 sin (z) 有 相同 的 零点 , 即 x,2x, 3x,.…. 综合 所 有 的 信息 , 其 
图 像 如 图 3-11 所 示 . 


和 -和 加 ,>>3 


图 3-11 
在 图 像 中 用 虚线 表示 的 曲线 y= 1/z 和 w= 一 1/zx 形成 了 正弦 波 的 信封 形式 . 在 任 
何 情况 下 , 正如 你 从 图 像 中 看 到 的 , 如 果 世 界 上 还 有 一 点 真理 存在 的 话 , 那么 下 列 
形式 将 是 正确 的 


1 Sin(Z) 


一 0. 
Z 一 oo 


这 意味 着 , 尽管 y = f (x) 的 图 像 和 坐标 轴 一 次 又 一 次 地 相交 , 我 们 有 x 轴 是 f 的 


水 平 渐 近 线 . 现在 , 为 了 证 明 上 述 极限 , 我 们 需要 应 用 所 请 的 三 明治 定理 . 证 明 就 在 
下 一 节 的 结尾 部 分 . 


3.6 ”三 明治 定理 


三 明治 定理 又 称 作 夹 和 逼 定理 , 说 的 是 , 如 果 一 个 函数 f 被 来 在 函数 g 和 hh 之 
间 , 当 z 一 a 时 , 这 两 个 函数 9 和 h 都 收敛 于 同一 个 极限 L, 那么 , 当 z 一 a 时 ,了 
也 收敛 于 极限 工 . 

这 里 是 对 该 定理 的 一 个 更 精确 的 描述 . 假设 , 对 于 所 有 的 在 a 附近 的 x, 我 们 
都 有 9(z) < f(x) 志 h(z). 即 f(x) 被 夹 在 (或 被 挤 在 )g (zx) 和 (zx) 之 间 . 此 外 ,我 
们 假设 lim g (z) = 工 并 且 lim h(xz)= 工 . 那么 , 我 们 可 以 得 出 结论 : lim f(z) = 工 ; 
即 当 x 一 a 时 , 所 有 三 个 函数 都 有 相同 的 极限 . 像 往常 一 样 , 图 3-12 会 告诉 我 们 一 
切 . 


图 3-12 
在 图 像 中 用 实心 曲线 表示 的 函数 了 的确 被 夹 在 其 他 两 个 函数 g 和 hh 之 间 ; 当 z 一 a 
时 , f(x) 的 极限 被 迫 趋 于 元 (三 明治 定理 的 证 明 见 附录 A 的 A.2.4 节 . ) 
对 于 单 侧 极限 , 除了 不 等 式 g(z) < f(z) < h(x) 仅 在 我 们 关心 的 a 的 一 侧 成 
立 之 外 , 我 们 有 一 个 类 似 三 明治 定理 的 描述 . 例如 , 下 式 是 什么 呢 ? 


1 
lim Zsin (32)? 
六 几 


有 
y 二 zsin (1/z) 的 图 像 和 y = sin (1/z) 的 图 像 很 相似 , 只 是 现在 , 前 面 有 一 个 x 致 
使 函数 陷于 信封 y=z 和 y= 一 z 之 间 . 图 3-13 是 z 在 0 和 0.3 之 间 时 的 函数 图 像 . 


四 一 了 


x sin(1/2) 
Z<0.3) 


A 


图 3-13 


© 
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从 上 图 中 我 们 仍然 看 到 , 当 x 趋 于 0 时 , 函数 有 强烈 的 振荡 , 但 是 现在 它们 被 信封 
线 抑制 着 . 特别 是 , 求 我 们 想 要 的 极限 就 是 三 明治 定理 的 一 个 完美 应 用 . 函数 9 是 
下 方 的 信封 线 y = -zx, 而 函数 h 是 上 方 的 信封 线 y = z. 我 们 需要 证 明 对 于 x > 0， 
有 g(x) < f(z) < h(z). 由 于 我 们 只 需要 f (x) 在 z= 0 处 的 右 极限 , 所 以 我 们 不 
关心 zx <0 时 的 情况 . (事实 上 , 如 果 你 将 直线 扩展 到 -z, 你 可 以 看 到 , 对 于 z < 0， 
g (x) 实际 大 于 h(x), 因此 , 三 明治 定理 不 适用 ! ) 所 以 , 当 x > 0 时 , 要 怎样 证 明 
9g(z) 和 f(z) < h(z) 呢 ? 我 们 将 会 用 到 任意 数 的 正弦 (在 我 们 的 例子 中 是 本 都 包 
括 在 -1 和 1 之 间 这 样 的 事实 : 
一 上 < Sin ( cn 


现在 我 们 用 x 乘 以 这 个 不 等 式 , 太 棒 了 , 因为 x > 0, 我 们 得 到 ; 


1 
—7X < Zrsin (5) E81 


而 这 正 是 我 们 需要 的 g(x) < f(z) < h(x). 最 后 , 注意 到 

lim, g(x) = lim (一 2) 二 0 及 lim， h(x) = lim 2 =0. 
因此 , 由 于 当 z 一 0+ 时 , 三 明治 函数 g(x) 和 h(x) 的 值 收敛 于 同一 个 数 一 一 0， 
f(z) 也 一 样 . 这 就 是 说 , 我 们 证 明了 


lim Zsin ( 一 0. 

人 一 0 十 Lz 
请 记 住 , 如 果 前 面 没 有 因子 x, 上 式 一 定 不 成 立 ; 正如 我 们 在 3.3 节 看 到 的 , 当 x 一 0+ 
时 , sin (1/z) 的 极限 不 存在 . 
我 们 还 没有 解决 上 一 节 结 尾部 分 的 极限 的 证 明 问 题 ! 别 忘 了 我 们 想 证 明 的 是 


lim ze) -0 


为 了 证 明 此 公式 , 我 们 必须 使 用 一 个 略 有 - 不 同 的 三 明治 定理 , 涉及 在 oo 处 的 极限 . 
在 这 种 情况 下 , 我 们 需要 对 于 所 有 的 很 大 的 z, 都 有 g (zx) < f(z) < h(z) 成 立 ; 那么 ， 
如 果 我 们 知道 lim g(z) = 工 并 且 lim (zx) = 工 . 我 们 也 可 以 说 ,lim jz) = 元 
这 几乎 是 和 三 明治 定理 对 于 有 限 处 的 极限 是 一 致 的 为 了 建立 上 述 极限 ， 我 们 还 要 
用 到 , 对 于 所 有 的 x, 都 有 -1 < sin (z) < 1, 但 这 次 , 对 于 所 有 的 x > 0, 我 们 要 用 
该 不 等 式 除 以 x 得 到 


一 


1 < sin(Z) 二 1 


化 化 化 
到 令 于 , -1/z 和 1/z 的 极限 都 是 0, sin (z) /z 的 极限 必 为 0. 也 就 


~ 
, 由 卫 


H a 


lim -二 及 lim 本 


0 一 Co 2 一 Co 化 


我 们 也 必须 有 


3.7 极限 的 基本 类 型 小 结 ”4 全 


总 之 , 以 下 就 是 三 明治 定理 : 
如 果 对 于 所 有 在 a 附近 的 zx 都 有 g(x) < f(x) < AZ)， 

lim gz) = lim Ma) =£, 则 lan ffz) = 天 

这 对 于 左 极限 或 右 极 限 也 适用 ; 在 那 种 情况 下 , 不 等 式 只 需要 在 a 的 适当 的 一 侧 对 

于 z 成 立即 可 . 当 w 是 co 或 -eco 时 它 也 适用 ; 在 那 种 情况 下 , 对 于 所 有 的 非常 

的 (分 别 是 正 的 或 负 的 )z, 不 等 式 必 成 立 . 


3.7 ”极限 的 基本 类 型 小 结 


我 们 已 经 看 到 很 多 不 同 的 极限 的 基本 类 型 了 .， 下面 我 们 展示 一 些 最 常见 的 可 
能 性 并 有 代表 性 的 图 , 以 此 来 结束 本 章 . 

(1) 在 x=a 时 的 右 极 限 . 在 x = a 的 左 侧 以 及 x=a 处 了 (x) 的 行为 是 无 关 紧 
要 的 . (也 就 是 说 , 对 于 z < a, f (zx) 取 何 值 都 不 要 紧 , 我 们 只 关心 右 极 限 . 事实 上 ， 
对 于 x < a, f (zx) 甚至 不 需要 被 定义 . ) 如 图 3-14 所 示 . 


0 ‘a a; 1Q 


lim f(z)=L lim f(7)= ~ lim f(2)=—~ lim f(z) DNE 
图 3-14 


(2) 在 xz = a 时 的 左 极限 . 在 x =a 的 右 侧 以 及 xz =a 处 f(x) 的 行为 是 无 关 
紧要 的 . 如 图 3-15 所 示 . 


lim f(D =L lim AD)= co lim f(z) 一 co lim f(z) DNE 


Ta Ta 
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(3) 在 zx =a 时 的 双 侧 极限 . 在 下 面 的 第 一 个 图 中 , 左 极限 和 右 极 限 存在 但 不 相 
等 , 因此 , 双 侧 极限 不 存在 . 在 下 面 的 第 二 个 图 中 , 左 极 限 和 右 极 限 存 在 并 相等 , 因 


此 , 双 侧 极限 存在 并 且 等 于 左右 极限 值 . f (a) 的 值 是 无 关 紧 要 的 . 如 图 3-16 所 示 . 


li =M 2 | 
lm f(D=L lim, f=L 


lim f(z)=L lim f(7)= ~ lim f(z7)=—%~ 


lim f(z)DNE 
XT——o0 
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在 上 一 章 中 , 我 们 主要 是 从 概念 的 角度 学 习 了 极限 . 现在 , 该 是 时 候 来 看 一 看 
求解 极限 的 技巧 了 . 目前 , 我 们 将 注意 力 集中 在 涉及 多 项 式 的 极限 问题 上 ; 以 后 , 我 
们 还 会 看 到 如 何 处 理 三 角 函 数 , 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 问题 . 正如 我 们 将 要 在 
下 一 章 看 到 的 , 微分 会 涉及 比率 的 极限 . 因此 , 我 们 的 焦点 将 主要 集中 在 该 极限 类 
型 上 . 
当 你 取 两 个 多 项 式 的 比 的 极限 时 , 真正 重要 的 是 要 注意 极限 是 在 哪里 取 的 . 特 
别 是 , 处 理 x 一 oo 和 处 理 z 一 a( 对 于 某 个 有 限 的 数 a) 的 技巧 是 完全 不 同 的 . 因 
此 , 我 们 将 对 涉及 下 列 函 数 类 型 的 极限 分 开 研 究 : 

。 当 x 一 a 时 的 有 理 函 数 ; 

。 当 x 一 a 时 的 涉及 平方 根 的 函数 ; 

。 当 7 一 00 时 的 有 理 函 数 ; 

e 当 zZ 一 oo 时 的 类 似 多 项 式 的 (或 “多 项 式 型 的 ") 函数 的 比 ; 

。 当 2 一 一 00 时 的 有 理 函 数 /多 项 式 型 的 函数 ; 

。 涉及 绝对 值 的 函数 . 


4.1 包含 当 z 一 a 时 的 有 理 函 数 的 极限 
让 我 们 以 如 下 形式 的 极限 开始 吧 ; 
lim D(z) 
Ta q(x) 


其 中 , p 和 9 都 是 多 项 式 ， 并 且 a 是 一 个 有 限 的 数 . (请 记 住 , 两 个 多 项 式 之 比 
2D(z) /q (zx) 被 称 作 有 理 函 数 .) 你 首先 总 是 应 该 尝试 用 a 的 值 替 换 z. 如 果 分 母 不 为 
0, 那么 状态 良好 , 即 极限 值 就 是 你 做 替换 后 所 得 到 的 值 . 例如 , 下 列 极限 

22 一 3z 十 2 


是 什么 呢 ? 我 们 可 以 简单 地 将 x = 
得 到 


1 代入 表达 式 (zx? - 3z+2) / (x 一 2) 中 , 就 会 


(—1)?— 3(—1)+2 


6 _ 


ee 


其 分 母 不 为 零 , 因 


一 二 


此 , -2 就 是 极限 值 . (我 知道 我 在 上 一 章 说 过 , 函数 在 极限 点 


的 


值 , 在 上 述 情 


况 下 , 就 是 在 x = 一 1 处 的 值 , 是 无 关 紧 要 的 ; 但 是 , 在 下 一 章 中 , 我 们 
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将 会 ee 卖 的 概念 , 它 将 证 明 这 种 “代入 ”法 .) 
另 一 方 对 面 , 如 果 你 想 要 求 
.22 一 3z 二 2 
lim 一 一 一 ， 
Z 一 2 rz—2 
那么 , 代入 z = 2 并 不 会 起 到 很 好 的 效果 : 你 会 得 到 (4 一 6 十 2)/ (2 一 2), 简化 为 


0/0. 这 被 称 作 不 定式 . 如 果 你 使 用 代入 法 并 得 到 零 比 零 的 形式 , 那么 , 什么 都 可 能 
会 发 生 : 极限 或 许 是 有 限 的 , 极限 或 许 是 oo 或 -co, 或 者 , 极限 或 许 不 存在 . 我 们 
可 以 借助 因 式 分 解 这 一 重要 技巧 来 求解 上 例 . 特别 是 , xz? 一 3z 十 2 可 以 被 分 解 为 
(zx 一 2) (z 一 1), 因此 , 通过 删除 公 因子 我 们 可 以 写 
22 一 37z 十 2 (z—2)(z—1) 
六 一 2 党 二 22 
现在 , 我 们 就 可 以 将 z = 2 代入 到 表达 式 (z 一 1) 
1. 那 就 是 我 们 要 求 的 极限 值 . 


这 把 我 们 带 到 了 一 个 往往 会 
Ja) -全 39H 及 
一 个 函数 吗 ? 为 什么 不 能 写成 
A 


r—2 
的 问题 出 现在 当 


Jo 一 上 
Z 一 2 Z 一 一 2 


上 
) 去 结果 是 


会 被 误解 的 点 上 来 : 这 两 个 函数 f 和 g, 定义 如 下 : 


g(z)=z—1 


它们 是 同 
1) 


二 谍 


1 = g(x)? 

好 吧 , 你 几乎 可 以 这 么 写 ! 唯 Zz 二 2 时 , 因为 那 时 , 分 母 z-2 就 

等 于 0, 无 意义 . 因此 , f 和 g 不 是 同一 个 函数 : 数字 2 不 包含 在 f 的 定义 域 中 , 但 

它 却 在 g 的 定义 域 中 . (事实 上 , 我 们 之 前 已 经 碰 到 过 这 个 函数 户 请 查看 一 下 第 3 

章 开头 的 讨论 及 图 像 吧 . ) 另 一 方面 , 如 果 你 把 极限 符号 放 在 以 上 等 式 链 中 每 一 项 

的 最 前 面 , 那么 等 式 依 然 成 立 . 因为 , f (zx) 和 g(x) 在 x = 2 处 的 值 是 无 关 紧要 的 ， 
z= 二 2 附近 的 f(x) 和 9(z) 的 值 才 有 价值 . 因此 , 上 述 极 限 问 题 的 解 的 


只 有 那些 在 
人 确 是 有 效 的 . 
让 我 们 来 看 看 有 关 不 定式 的 男 外 一 个 例子 吧 . 同样 ， 
看 到 的 因 式 做 因 式 分 解 . 
公式 确实 也 非常 重要 : 


我 们 的 技巧 是 试 着 将 所 有 
除了 要 知道 如 何 分 解 二 次 方程 式 之 外 , 了 解 两 个 立方 差 的 


ao 一 中 = 一 (oa 一 (az 十 ap 十 扫 2). 


中 你 需要 使 用 这 个 公式 : 求 
2Z3 一 27 
lim 一 -一 -一 一 一. 
573 十 6z2 


这 里 有 一 个 较 难 的 例子 ， 


Z 一 3 7Z4 一 


导 至 
a 


如 果 你 将 z = 3 代入 , 你 会 和 


到 0/0( 试 着 
分 子 是 za 和 33 的 差 ， 


分 解 分 子 和 分 母 . 


数 一 下 就 会 知道 了 ). 因此 , 让 我 们 试 着 来 


因此 , 我 们 可 以 使 用 上 述 的 加 框 公式 . 分 


母 有 一 个 明显 的 


因子 是 22, 因此 它 可 以 被 


写成 zz (zz 一 57 十 6). 二 次 的 x2 一 5z 填 6 
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也 可 以 被 分 解 ; 总 而 言 之 , 你 应 该 相信 , 我 们 有 
J 2Z3 一 27 二 (zZ 一 3)(z2 十 3z 十 9) 

z 一 324 一 523 十 6z2 zo3 22(C 一 3)(2 一 2) 

代入 xz = 3 不 起 作用 , 因为 因子 (x 一 3) 在 分 母 上 . 另 一 方面 , 由 于 我 们 要 取 极 限 ， 

我 们 只 需要 看 当 z 在 3 的 附近 时 发 生 的 情况 就 可 以 了 ; 因此 , 删除 分 子 和 分 母 中 的 

公 因子 (x 一 3)( 它 们 绝对 不 会 等 于 0), 这 样 我 们 就 完美 地 证 明了 我 们 的 观点 . 因此 ， 

我 们 在 因 式 分 解 并 删除 公 因 子 之 后 使 用 代入 技巧 , 完整 的 求解 如 下 : 


3 2Z3 一 27 . (zx—3)(x?+3z+9) .22+3z+9 
lim 一 -一 一 一 lim 二 lim 一 一 一 
z3 24 一 573 十 6z2 xz-3 22(z 一 3)(z 一 2) z 一 3 22(Z 一 2) 
32+3.3 上 +9 
一 303-2 一 


要 是 分 母 为 0 但 分 子 不 为 0 会 怎么 样 呢 ? 在 那 种 情况 下 , 将 总 会 涉及 一 条 垂直 渐 近 
线 ; 即 , 有 理 函 数 的 图 像 在 你 感 兴趣 的 x 值 上 会 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 问题 是 , 会 有 四 
类 行为 出 现 . 在 以 下 的 每 一 幅 图 里 , f 是 一 个 我 们 关心 的 有 理 函数 , 且 图 4-1 中 显 
示 了 z=a 处 的 各 种 不 同 的 极限 : 


lim f(z)= lim f(+)= co lim f(7)= co lim 四 = 一 co 
lim f(z DNE lim f(2)=~ lim f(z) DNE lim f(2)=—~ 


那么 , 又 如 何 分 辨 出 你 在 处 理 这 四 种 情形 中 的 哪 一 种 呢 ? 你 只 需要 查看 一 下 
f(z) 在 x =a 两 边 的 符号 就 可 以 了 . 例如 , 如 果 它 在 两 边 都 是 正 的 , 那么 , 你 一 定 
是 在 处 理 上 述 的 第 二 种 情形 . 下 面 就 是 一 个 实际 的 例子 , 如 何 求 
Ee 272 7X-6, 
pa rz—1) 
首先 , 代入 z = 1 得 出 -5/0( 自 己 尝 试 做 一 下 ! ). 因此 , 我 们 必定 是 在 处 理 上 述 四 
种 情形 中 的 一 种 . 会 是 哪 一 种 呢 ? 我 们 指定 / 四 = (22? -2 -6)/(z(z—1)’), 并 
观察 当 我 们 移动 > 到 1 的 附近 时 会 有 什么 情况 发 生 ， 首先 要 注意 的 是 , 当 z = 1 
时 , 分 子 (2z? -x - 6) 等 于 -5, 因此 , 当 我 们 在 a 的 附近 稍微 移动 一 下 zx, 则 分 子 
保持 负 值 . 那么 分 母 里 的 因子 会 怎样 呢 ? 当 x = 1 时 , 这 个 因子 当然 是 1, 它 是 正 的 . 
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并 且 , 当 你 在 a 的 附近 稍微 移动 一 下 zx, 它 也 保持 为 正 的 . 关键 因子 是 (z -1)3 

x > 1 时 为 正 , 而 当 x < 1 时 为 负 . 因此 , 我 们 可 以 对 如 同 此 类 情形 进行 总 结 

(+) 和 (-) 分 别 表示 正 的 和 负 的 量 , 当然 , 使 用 事实 (-)  (-) = (+), 等 等 . ): 
人 (= 总 (一 ) 
本 

这 就 是 说 , 当 xz 比 1 大 一 点 的 时 候 , f (zx) 是 负 的 , 而 当 z 比 1 小 一 点 的 时 候 , f(z) 

是 正 的 . 看 看 上 述 的 四 幅 图 吧 (只 有 第 三 幅 图 对 应 我 们 的 问题 ). 特别 是 , 我 们 可 以 

看 到 双 侧 极限 


? 


(使 


T 加 
芝 ~ 


时 272 一 7 一 6 
z 一 1 X(T—1)3 
不 存在 , 而 单 侧 极限 存在 (尽管 它们 是 无 穷 大 ); 特别 是 ， 
Jim 2z 一 zz-6 2z 一 zz 一 6 
zol+ 2(0 一 1)3 zo1- 2Z(Z 一 1)3 
现在 , 假设 我 们 对 极限 作 了 微小 的 改变 , 使 它 成 为 
.2z2 一 zz 一 6 
它 要 如 何 改变 所 有 的 一 切 呢 ? 当 x 接近 于 1 时 , 分 子 仍然 是 负 的 , 且 因子 z 依然 是 
正 的 , 但 是 , (z - 1)? 会 怎样 ? 由 于 它 是 一 个 平方 , 当 z 接近 1 但 不 等 于 1 时 , 它 必 
定 是 正 的 . 因此 , 现在 我 们 有 下 列 情形 : 
汪 (=) 这 (一 ) 
人 2 < 1 = (一 )， 
现在 , 我 们 在 x = 1 的 两 边 有 负 值 , 因此 我 们 必须 有 
lim 2 = —00. 
z 一 1 2Z(Z 一 1)” 


然 , 左 极 限 和 右 极限 也 都 是 -oc. 


kK 


4.2 当 z 一 a 时 的 涉及 平方 根 的 极限 


我 们 考虑 以 下 极限 : 

, Vz2—9—4 

lim 一 一 一 一 -一 . 

2Z 一 5 2 一 5 
如 果 你 代入 z = 5, 你 会 得 到 0/0 型 的 不 定式 ( 试 着 做 一 下 就 会 知道 了 ! ). 进行 因 
式 分 解 好 像 不 太 管用 一 一 你 可 以 将 x? -9 写作 (x 一 3) (xz 十 3), 但 这 也 不 会 起 多 
大 作用 , 因为 还 有 一 个 -4 在 分 子 上 . 你 需要 做 的 是 , 用 Vz? 一 9 十 4 和 分 子 相 乘 并 
相 除 ; 这 被 称 作 Vx? 一 9 一 4 的 共 斩 表 达 式 . (在 学 习 数 学 的 过 程 中 , 或 许 你 已 经 胡 
到 过 共 辆 表达 式 了 , 尤其 是 当 分 母 有 理化 的 时 候 . 其 基本 思想 是 , a - "的 共 辆 表达 
式 是 a 十 b, 反之 亦 然 . ) 因此 , 以 下 就 是 我 们 通过 做 乘法 和 除法 所 得 到 的 : 
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Z2 一 9 一 4 党 Vr2—9—4 Vr2—9+4 
zr»25 2 一 5 z-5 2 一 5 Vr2—9+4 
这 看 起 来 更 复杂 了 , 但 有 些 好 的 事情 即将 发 生 : 我 们 使 用 公式 (a 一 0b) (a+ 如 =a? 一 
如, 分 子 简化 为 (V 术 二 9)” 一 4, 或 简写 为 x? - 25. 因此 , 以 上 极限 就 是 
£25 
VE 
我 们 将 z? - 25 分 解 为 (x -5) (x +5) 并 删除 分 子 分 母 中 的 公 因子 , 将 看 到 此 极限 
变 为 


lim E> 兰 lm 7 

z=»5 (z—5)(Vz*—9++4) 5 Vz2 一 9 十 4 
现在 , 如 果 你 代入 x = 5 就 没有 问题 了 , 你 会 得 到 10/8， 或 5/4. 这 个 故事 的 富 意 帮 
于 , 如 果 你 碰 到 一 个 平方 根 加 上 或 减 去 另外 一 个 量 , 就 可 以 试 着 用 该 表达 式 的 共 
表达 式 做 乘法 和 除法 , 也 许 会 有 惊喜 发 生 呢 ! 


[= Ht 


4.3 当 z 一 ce 时 涉及 的 有 理 函 数 的 极限 


现在 , 让 我 们 回 到 有 理 函 数 中 去 , 但 这 一 次 我 们 要 看 看 当 z 一 co 而 不 是 某 个 
有 限 的 值 时 会 有 什么 情况 发 生 . 用 符号 表示 , 我 们 现在 想 要 求 下 列 形 式 的 极限 


其 中 p 和 4 是 多 项 式 . 现在 , 这 有 一 个 非常 重要 的 多 项 式 的 性 质 : 当 z 很 大 时 , 首 
项 决定 一 切 . 这 就 是 说 , 如 果 你 有 一 个 多 项 式 p, 那么 , 当 > 变 得 越 来 越 大 时 D(z) 
的 表现 就 好 像 上 只 有 它 的 首 项 存在 一 样 . 例如 , 我 们 说 p(z) = 3z3 一 1 000z2 十 57 一 7. 
让 我 们 设 pr (z) = 3z3, 它 就 是 p 的 首 项 . 这 里 我 要 说 的 是 : 当 zx 变 得 非常 非常 大 
时 , p(z) 和 pz (z) 会 相对 地 彼此 靠近 . 更 确切 地 说 , 我 们 有 
lim De 
2 一 co pL(Z) 
在 我 们 去 看 为 什么 上 式 成 立 之 前 , 让 我 们 先 来 看 一 下 它 想 要 表达 的 意义 . 想象 一 下 
如 果 没有 极限 符号 , 这 个 等 式 将 是 
pl7) 
pL(z) 
这 意味 着 p (x) = pz (x). 很 明显 这 不 是 真 的 (至 少 对 于 绝 大 多 数 的 x 值 来 说 ), 但 x 
越 大 ， 洲 等 式 就 会 越 来 直接 近 真 的 因此 , 为 什么 不 写成 
Jim n pz ) = lim n pr(2)? 
呢 ? 这 确实 是 正确 的 , 但 由 于 两 边 都 是 co， 它 毫 无 意义 因此 , 我 们 必须 这 样 解决 ， 
用 其 比 接近 于 1 来 表达 p (zx) 和 pz (x) 彼此 非常 接近 . 当 x 变 大 时 , 其 比 趋 于 1, 不 
用 必须 等 于 1. 


= 


= 
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这 有 意义 吗 ? 为 什么 是 首 项 呢 ? 为 什么 不 是 其 他 项 中 的 一 项 呢 ? 如 果 你 想 , 你 

可 以 跳 到 下 一 段 去 看 看 数学 证 明 ; 然而 , 首先 , 我 想 让 大 家 感受 一 下 , 我 们 用 真正 
的 大 的 zx 值 做 检验 , 来 看 看 在 我 们 的 例子 p(z) = 3z3 一 1 000z2 + 5z 一 7 中 会 发 
生 什 么 ， 让 我 们 以 x = 100 来 开始 .在 那 种 情况 下 , 3z3 是 3 百 万 , 而 1 000z? 
是 1 和 干 万 . 量 5z 仅 为 500, 而 7 不 会 发 生 太 多 改变 . 因此 , 所 有 的 值 加 在 一 起 我 
们 可 以 看 到 p (100) 大 概 是 负 7 百 万 . 另 一 方面 , pr (100) 是 3 百 万 , 这 看 起 来 不 
是 太 好 : p(100) 和 pz (100) 完全 不 同 . 可 是 不 要 丧失 信心 ， 毕竟， 100 不 是 很 大 . 
假设 , 我 们 将 x 设 为 1 000 000 一 一 那 是 一 百 万 . 那么, 3x3 会 变 得 非常 大 : 它 是 
3 000 000 000 000 000 000, 或 者 三 百 万 万 亿 ! 相 比 之 下 , 1000z2 会 变 得 相对 微小 , 它 
仅 是 一 千 万 亿 ( 即 1 000 000 000 000 000), 并 且 5z 只 是 5 百 万 , 这 相对 于 那些 数 就 像 

灰尘 一 样 微小 . 项 -7 就 太 小 了 且 不 会 引起 任何 差异 . 因此 , 为 了 计算 p(1 000 000)， 
我 们 需要 用 3 百 万 万 亿 减 去 一 干 万 亿 再 加 上 一 些微 小 的 变化 (在 5 百 万 以 下 的 小 
变化 ). 让 我 们 来 看 看 , 结果 还 是 接近 于 3 百 万 万 亿 ! 究竟 我 们 在 这 里 处 理 了 多 少 个 
万 亿 呢 ? 我 们 有 3 百 万 万 亿 , 只 是 除去 了 一 干 万 亿 , 因此 , 我 们 仍然 有 差不多 3 百 
万 万 亿 . 即 , p(1 000 Qn0) 大 概 是 3 百 万 万 亿 , 这 不 就 是 pr (1 000 000) 的 值 吗 ? 关 


键 是 , 当 > 变 大 时 , 最 高 次 数 项 比 其 他 项 增长 得 更 快 . 事实 上 , 如 果 你 用 一 个 更 大 
的 数 来 代替 1 000 000, za 和 如 同 zz 和 x 这 样 的 低 次 数 项 之 间 的 差异 会 变 得 更 为 
明显 . 
哲学 的 漫谈 已 经 足够 多 了 . 让 我 们 试 着 给 出 下 式 的 一 个 真正 的 证 明 
A 
zco DID 


我 们 必须 要 做 一 些 真正 的 数学 了 . 
p(X) 


lim 
TO0 DE < 


它 简 化 为 
57 


ay 


始 吧 , 我 们 写 
373 — 1000z2 十 57 一 了 


7 


. ( 沾 1000z? 
lim | 


T 
zZ 一 co \373 373 373 


373 

1000 5 

= lim [1 : 
37 372 3723 


一 CO 


373 


你 如 何 处 理 它 呢 ? 首先 要 注意 


蕊 到 的 是 , 你 可 以 将 最 后 


一 个 表达 式 分 成 四 个 单独 的 极 


限 . 因此 , 如 果 你 知道 , 当 z 变 得 非 * 


常 大 时 , 1, 一 1 000/3z, 5/3z2 和 -7/3z3 这 四 个 


量 会 发 生 什 么 情况 的 话 , 那么 , 你 就 可 以 把 这 四 个 极限 加 在 一 


起 来 得 到 你 想 要 求 的 


极限 . 从 技术 角度 来 讲 , 这 可 以 用 


“和 的 极限 等 于 极限 的 和 ”来 描述 ; : 


所 有 的 极限 


都 是 有 限 的 "时候 , 这 是 正 硼 


@ 如 果 极限 不 是 有 它 交 
(1 — 2)) =1, 区 
lim (1 一 2)， 第 一 个 极限 是 oc， 


表达 式 co 十 (一 00) 是 无 意义 的 . 


限 的 ， 


的 . 因此 , 我 人 


i 不成立! 我 们 考虑 ， 
此 , 此 极限 是 1. 另 一 方面 , 这 两 个 单独 的 


] 要 为 这 四 个 量 担忧 了 . 


(1 一 xz))， 对 于 任 
(z) 和 (1 一) 的 极 
)=1 


lim (z 十 
TO0 


第 二 个 极限 是 -00, 但 是 co 十 (一 co 


第 一 个 是 1, 不 


aan 
三 广 
有 


意 的 z, 都 有 (zx 十 


限 是 lim (z) 和 
不 成 立 ， 事实 上 ， 
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z 是 什么 , 它 总 是 1. 第 二 个 量 是 -1 000/3z. 当 z 变 大 时 , 它 会 怎么 样 呢 ? 即 下 式 


zZ 一 co 37 
是 什么 呢 ? 这 里 的 小 窍门 是 要 意识 到 你 可 以 将 因子 -1 000/3 提出 来 . 特别 是 , 该 
极限 可 以 表示 为 


很 酷 的 是 , 像 -1000/3 这 样 的 数 是 常数 . 不 管 x 是 什么 , 它 都 不 会 改变 . 因此 , 这 
表明 现在 你 就 可 以 继续 计算 并 把 它 拖 到 极限 符号 之 外 (更 多 详情 见 附录 A 的 A.2.2 
节 ). 因此 我 们 有 


i 1000 1 1000 ,.. 1 
lim 三 lim 一 . 


我 们 已 经 看 到 , 一 个 非常 大 的 数 的 倒数 是 一 个 非常 小 的 数 ( 记 住 , 这 表示 一 个 非常 
接近 于 零 的 数 ). 因此 ， lm 1/z=0, 并 且 , -1000/3 乘 上 此 极限 还 是 0. 结论 如 下 


事实 上 , 不 用 任何 更 多 的 细节 你 应 该 就 能 写 出 上 式 . 更 一 般 地 , 你 可 以 使 用 下 述 定 
理 ; 
对 于 任意 的 n> 0, 只 要 C 是 常数 , 我 们 就 有 


lim 和 二 0 
人 一 co Tn 


这 个 事实 让 我 们 看 到 , 当 x 变 得 非常 大 时 , 其 他 两 项 5/3z2 和 -7/3z3 也 趋 于 0. 因 
此 , 完整 的 论证 是 

3z3 — 1000z2 十 5z 一 了 jim ( 1000 | 5 7 ) 
2 一 co 323 2 一 oo 3z 322 3z3 


1 
二 1 一 0 十 0 十 0=1. 


这 样 我 们 就 证 明了 特例 中 的 

lim EE 一 

z 一 co p(X) 的 首 项 
其 中 p(z) = 3z3 一 1000x? 十 5x 一 7. 吉 运 的 是 , 同样 的 方法 适用 于 任意 的 多 项 式 , 并 
且 , 我 们 会 在 本 章 的 剩余 部 分 反复 使 用 它 . 


方法 和 例子 


此 方法 的 大 意 为 : 当 你 看 到 对 于 某 个 多 项 式 p, p (x) 是 多 于 一 项 的 , 就 用 下 式 
来 代 奉 它 


©O 
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对 于 每 一 个 多 项 式 都 这 样 做 ! 注意 到 , 我 们 所 做 的 就 是 用 该 多 项 式 除 以 并 乘 以 其 首 
项 , 因此 , 我 们 并 没有 改变 p(z) 的 量 . 关键 是 , 当 x 一 co 时 , 以 上 表达 式 中 的 分 式 
的 极限 是 1, 首 项 就 更 简单 了 . 让 我 们 来 看 看 这 在 实际 中 是 如 何 应 用 的 吧 : 例如 ， 
lim ? 
z 一 co 7X24 十 523 十 2000z2 一 6 
是 什么 呢 ? 我 们 有 两 个 多 项 式 : 一 个 在 上 , 一 个 在 下 . 对 于 分 子 , 首 项 是 -8z4( 不 要 
被 分 子 中 项 的 顺序 所 迷惑 , 首 项 并 不 总 是 写 在 最 前 面 ! ) 因此 , 我 们 要 用 下 式 来 代 


蔡 分 子 


XT— 87r4 
A (一 8z4). 


类 似 地 , 分 母 的 首 项 是 7z4, 因此 , 我 们 用 下 式 来 代替 分 母 
7z4 十 5z3 十 2000z2 一 6 


了 (7z4). 
做 完 这 两 次 替换 , 我 们 会 有 
7— 87r4 和 
lim 2 = lim 8 本 
zco 7Z4 十 523 十 2000z2 一 6 xz 一 co 7z4 十 5z3 十 2000z2 一 6 en 
了 x (724) 
来 看 看 , 你 应 该 将 精力 集中 在 
—8z4 
7Z4 ” 
上 , 因为 那 是 这 里 真正 所 发 生 的 . 其 他 分 式 的 极限 都 是 1, 但 我 们 有 效 地 从 两 个 多 


项 式 中 “压榨 ”了 所 有 重要 的 “果汁 ”, 变 成 简单 的 首 项 比 . 幸运 的 是 , 那个 比 简 化 为 
-8/7, 这 就 应 该 是 我 们 的 答案 了 . 为 了 确凿 , 我 们 必须 证 明 其 他 分 式 的 极限 为 1, 但 
这 不 成 问题 . 你 看 , 在 每 一 个 小 的 分 式 里 , 我 们 可 以 做 除法 , 并 且 我 们 看 到 上 述 极限 
可 以 写作 


77 722 7Z4 
现在 我 们 来 取 极 限 ; 从 上 一 节 加 框 公式 中 的 事实 可 以 看 出 , 当 x 一 co 时 , 形 如 C/zx” 
的 任意 的 表达 式 都 趋 于 0( 只 要 C 是 常数 , 且 n > 0). 因此 , 大 多 数 的 项 就 消 掉 了 ! 
我 们 也 可 以 删除 右边 的 因子 z4, 来 看 一 下 我 们 将 上 式 简化 为 
0+1 -8 1 -8 -8 

1101+0-0”7 1”7 7 

这 样 我 们 就 算 完 成 本 题 了 . 
这 里 还 有 另外 一 个 例子 : 求 
下 (Z4 十 37 一 99)(2 一 2z5) 
zco (1827 十 9z6 一 322 一 1)(z 二 1) 
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这 里 我 们 有 四 个 多 项 式 , 首 项 分 别 是 z4, -2z5, 18z7 及 z. 因此 , 我 们 会 对 其 中 的 每 
一 个 多 项 式 来 使 用 我 们 的 方法 ! 继续 阅读 之 前 , 试 着 自己 做 一 下 看 看 . 即使 你 不 做 ， 
也 要 确保 你 理解 以 下 证 明 过 程 中 的 每 一 步 : 

i (z+ 32— 99)(2— x) 

z 一 co (18z7 十 9z6 — 3z2 一 1)(z 十 1) 


(Ty) (SF) 


x4 a 
er 十 1 
和 一 OO 小 wb rol rs 
= x (18z7)] {= x (zx) 
18z7 ZL 


( 可 za) ( 1 1) (z9)]( 一 2 


加 x 
2 一 co 9 3 1 1 (18z7)(z) 
(+ 去 1825 (1+2) 
(1 十 0 一 0)(0 十 1 .Zz .Zz 
一 x lim 


下 
E 要 的 是 , 我 们 将 首 项 写成 比 


= 


[ill 


(eo) (2) 

(18z7)(z) 
上 式 化 简 为 -z/18. 其 他 的 都 不 受 影响 ! 最 后 , 当 x 一 co 时 , -z/18 趋 于 -co, 因 
此 , 它 就 是 我 们 想 要 求 的 极限 的 “ 值 ”. 
在 前 两 个 例子 中 , 我 们 看 到 了 极限 或 许 是 有 限 的 旦 非 零 (我 们 得 到 的 答案 是 
一 8/7) 或 是 无 限 的 (我 们 得 到 的 答案 是 -co)， 让 我 们 来 看 一 下 在 这 些 例 子 中 的 多 
项 式 的 次 数 吧 . 在 第 一 个 例子 中 , 分 子 和 分 母 的 次 数 都 是 4. 在 第 二 个 例子 中 , 分 子 
是 次 数 为 4 和 5 的 多 项 式 的 乘积 , 那么 , 如 果 你 把 它们 乘 出 来 , 你 会 得 到 一 个 次 数 
为 9 的 多 项 式 . 类 似 地 , 分 母 是 次 数 为 7 和 1 的 多 项 式 的 乘积 , 因此 , 它 的 总 次 数 
是 8. 在 这 种 情况 下 , 分 子 的 次 数 大 于 分 母 的 次 数 . 另 一 方面 , 我 们 考虑 极限 

lim 22 十 号 


z 一 co 02 一 了 


让 我 们 使 用 我 们 的 方法 来 求解 : 


27 十 3 3 
im 一 = lim = = lim 2 一 
2 一 oo yg Z 一 co T Z 一 oo 7 2 
了 x (1?) Ls 
rT HH 
Er 
0 


这 里 , 分 母 的 次 数 为 2, 大 于 分 子 的 次 数 (是 1). 结果 是 , 分 母 占 主导 地 位 , 因此 , 极 
限 为 0. 一 般 地 , 我 们 考虑 极限 
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其 中 p 和 9 为 多 项 式 , 我 们 可 以 说 : 
(1) 如 果 2 的 次 数 等 于 gq 的 次 数 , 则 极限 是 有 限 的 且 非 零 . 
(2) 如 果 2 的 次 数 大 于 9 的 次 数 , 则 极限 是 oo 或 -ooc. 
(3) 如 果 2 的 次 数 小 于 9 的 次 数 , 则 极限 是 0. 


( 当 z 一 一 00 时 , 所 有 的 这 些 也 成 立 , 极限 为 
lim BD). 
2 一 co 0(Z) 


我 们 将 在 4.5 节 中 考虑 这 种 情况 . ) 一 般 地 , 使 用 上 述 方法 很 容易 证 明 这 些 事实 . 和 
这 些 事实 一 样 有 用 的 是 , 你 真 的 不 需要 用 它们 来 求解 问题 ; 你 应 该 使 用 除法 和 乘法 ， 
然后 , 使 用 这 些 事 实 来 检验 你 的 答案 是 否 有 意义 . 


4.4 当 z 一 co 时 的 多 项 式 型 函数 的 极限 


我 们 考虑 函数 f, g 和 ,此 3 个 函数 分 别 被 定义 为 
f(z)= x3 +472 一 5z2/3 十 1, g(z) = Vr 一 7z2 十 2， 
及 h(x)=2xt— Vr3+ Yr 2r+3. 
这 些 都 不 是 多 项 式 , 因为 它们 含有 分 数 次 数 或 n 次 根 , 但 是 它们 看 起 来 有 点 像 多 项 
式 . 事实 上 , 上 一 节 的 方法 也 适用 于 这 类 对 象 . 因此 , 我 称 它们 为 “多 项 式 型 函数 .” 
这 一 次 , 除了 首 项 不 是 很 清晰 之 外 , 原理 对 于 多 项 式 型 函数 和 多 项 式 是 类 似 的 . 
平方 根 (或 立方 根 , 四 次 根 等 等 ) 的 出 现 可 以 对 它们 产生 很 大 的 影响 . 例如 , 让 我 们 


V16z4 十 8 十 37 
lim TC 
z 一 co 2z2 十 6z 十 1 
分 母 是 一 个 带 有 首 项 2z2 的 多 项 式 , 因此 , 我 们 可 以 用 下 式 替 换 它 


2z2 十 6z 十 1 


那么 分 子 怎么 办 呢 ? 在 平方 根 符号 下 的 部 分 是 多 项 式 16z*+8, 且 它 的 首 项 为 16z4. 
如 果 你 对 其 取 平 方 根 , 你 会 得 到 4z2?. 因此 , 感觉 上 你 应 该 想 着 分 子 就 像 是 4x? 十 3z. 
它 的 首 项 为 4z2, 这 就 是 我 们 要 用 到 的 . 具体 地 , 我 们 用 下 式 蔡 换 分 子 


V16z4 十 8 十 37 


你 如 何 化 简 第 一 个 分 式 呢 ? 解决 方法 是 你 可 以 把 4z2 拖 到 平方 根 符号 下 , 它 就 变 为 
167z4: 


V1l6z4+8+3z  V16z4+8 37 16z4 十 8 37 
472 472 17 一 V 16z ”机 2 


现在 , 如 果 你 多 拆 分 一 些 并 删除 , 你 可 以 将 其 化 简 为 


4.4 当 w 一 00 时 的 多 项 式 型 函数 的 极限 57 


a 
16z4 4z 
2 一 co, 分 母 中 包含 z 的 部 分 就 消失 了 , 因此 , 该 表达 式 趋 于 
Vi+0+0=1. 
那么 , 让 我 们 将 所 有 的 放 在 一 起 就 可 以 写 出 原始 问题 的 解 : 


VI16z4 十 8 十 37 
Vi6z +T8+3z | dy ~ (47) 
a 1 


I 


es 272 二 6z 二 +1 一 272+6z+1 
we 
272 


16z48 37 je 
二 165 A 16z4 4x 4 
zo00 ， 222 十 6z 十 1 272 xz 一 co 0 2 
272 2 22 
= 
1+0+0 


这 很 棒 , 对 吗 ? 看 上 去 很 乱 , 但 确实 很 棒 . 现在 , 我 们 来 看 看 当 我 们 将 情形 稍 加 修改 
后 会 发 生 什 么 情况 . 我 们 考虑 


V16z4 十 8 十 3z3 


z=00 22 十 6z 十 1 

唯一 的 变化 就 是 , 上 例 中 的 分 子 中 的 项 3z 变 成 了 3z3. 这 会 有 什么 影响 呢 ? 我 们 已 
经 说 过 , 对 于 很 大 的 z, V16x4 十 8 这 一 项 就 像 是 4z2, 但 这 一 次 , 更 高 次 数 的 项 3x3 
将 它 淹没 了 . 因此 , 现在 我 们 必须 用 下 式 来 替换 分 子 


V16z4 十 8 十 373 
3 x (37°); 


然 , 当 我 们 把 3x3 拖 到 平方 根 符号 下 的 时 候 , 它 会 变 为 9z9. 所 有 的 放 在 一 起 , 我 


I 


们 得 到 问题 的 解 , 如 下 : 
V16z4 十 8 十 373 
i TO B23 x (32°) 
im = lim 
2 一 co 2272 二 6z 二 1 zco 272 十 6z 十 1 
一 -一 x(2z2) 
272 
16z4 十 8 373 16 8 
人 
= lim ※ = lim x 
z 一 co 222+6z++1 222 xz 一 co i 1 2 
272 27 272 
V0+0+1 ,37 
= x lim — = 0. 


x 1 
14+040 2 2 
你 一 定 要 切实 理解 了 后 两 个 求解 过 程 的 每 一 步 . 在 第 一 个 例子 中 , 来 自 16z4 的 首 
项 在 平方 根 符号 下 ; 即使 当 你 取 平 方 根 的 时 候 , 结果 项 4z2 仍然 支配 分 子 中 的 剩余 
部 分 (3z). 在 第 二 个 例子 中 , 分 子 中 的 剩余 部 分 (3z3) 是 主导 力量 . 但 是 等 一 下 , 你 
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说 一 一 要 是 它们 是 相等 的 会 怎样 呢 ? 例如 ， 
V476 一 575 一 273 
zco V2Tro BT 
是 什么 呢 ? 事实 上 , 分 母 并 不 太 令 人 讨厌 , 但 我 们 还 是 先 来 看 看 分 子 吧 ， 在 平方 根 
符号 下 , 我 们 有 4z6 - 5z5, 当 x 很 大 时 , 它 的 表现 就 像 是 首 项 V4z6. 因此 , 我 们 应 
该 会 想 V4z5 一 525 就 像 是 V4z5, 它 就 是 2z3( 因 为 z 为 正 ). 问题 是 , 我 们 删除 分 
子 中 的 2z3, 这 看 起 来 好 像 我 们 什么 都 没有 了 ! 真 糟糕 , 我 们 应 该 怎么 办 呢 ? 
我 们 使 用 与 4.2 节 中 描述 的 相同 的 技巧 来 求解 : 用 分 子 的 共 斩 表 达 式 乘 以 并 除 
以 分 子 和 分 母 . 所 以 在 只 看 首 项 之 前 , 我 们 也 需要 做 一 些 准 备 工 作 : 
a V475 一 575 — 273 = V475 一 575 — 273 & V4z5 一 5 一 277 
zcoo V2775 + B87 zco 区 2775 十 8z V475 一 575 十 273 
现在 , 公式 (ga 一目 (a 十 中 ==@2 一 如 可 以 让 我 们 将 上 式 化 简 为 
es (476 一 5z5) 一 (2z3)? | 
zco V2776 十 8Z(V475 一 575 十 273) 
事实 上 , 我 们 可 以 将 情形 进行 进一步 的 整理 并 化 简 成 为 
一 5Z5 
二 咏 2775 十 8z(V475 二 575 十 273) 
这 不 是 太 糟 糕 ! 我 们 不 需要 对 分 子 进行 操作 ; 让 我 们 把 精力 集中 在 分 母 上 来 . 对 于 
W2725 十 8x, 事实 上 , 我 们 可 以 乘 以 并 除 以 首 项 的 立方 根 27z5, 得 出 
> Yan, 


TI 


1 


这 就 是 
V2776 + B87 和 
Ve 
V2776 
当然 , 我 们 将 在 平方 根 符号 内 合并 这 些 项 , 通过 删除 公 因 式 , 我 们 得 到 


3/127z6 十 8z 号 8 四 
二 1+ 3775 X (3% ) 


注意 到 , 当 xz 一 co 时 , 包含 立方 根 的 那 部 分 正好 趋 于 1. 

至 于 另外 一 项 一 一 V4z6 - 5z5 + 2x3, 这 里 我 们 需要 小 心 一 些 . 在 平方 根 符 号 
下 , 我 们 有 4x5 一 5x5, 故 其 首 项 是 4z8. 它 的 平方 根 是 2z3. 现在 我 们 必须 把 2z3 加 
到 这 个 分 子 中 的 总 的 “ 首 项 ”上 , 得 到 , 2z3 + 2z3 或 4z3. 让 我 们 看 一 下 这 是 怎么 进 
行 的 吧 . 我 们 用 下 式 来 蔡 换 分 子 


V4z6 — 57x5 十 273 3 
473 (47 )， 


x 
然后 对 分 式 进行 拆 分 , 并 把 4z3 拖 到 平方 根 符号 下 , 它 会 变 为 16z5; 我 们 得 到 


476 — 575 273 3 1 5 1 3 
(I 16x6 各) cm- 人 VE 总 + 人 


Ct 
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现在 , 当 x -oo 时 , 第 一 个 乘积 就 会 趋 于 
1 1 1 1 
4 2 2 
这 正 是 我 们 想 要 的 ! (注意 ] 的 平方 根 是 光 
现在 , 让 我 们 试 着 将 所 有 的 一 切 组 织 在 一 起 来 求解 这 个 问题 . 我 们 由 乘 以 分 子 
的 共 生 表 达 式 开始 , 它 会 简化 为 : 


。 = 
lim : 
zco V277T6 十 8Z(V475 一 575 十 273) 
现在 , 我 们 要 在 分 母 上 使 用 乘法 和 除法 , 并 得 出 


E 一 525 
> (2 Ba (> (9) 
V2726 473 
我 们 把 -5z5, 3z2 和 4z3 提出 来 , 会 得 到 
lim x 
0% /| ITT6 + 8B7 V476 一 575 一 273 (322)(4z3) 
ln 


现在 , 你 所 要 做 的 只 是 从 分 子 分 母 中 删除 z5, 并 使 用 上 述 理由 , 来 证 明 最 后 的 答案 
是 -5/12. 我 给 你 留 了 一 点 工作 , 除 此 以 外 你 应 该 试 着 把 以 上 所 有 的 片断 组 合成 一 
个 完整 的 解 . 


4.5 当 z 一 一 ce 时 的 有 理 函 数 的 极限 
现在 , 让 我 们 花 点 时 间 来 看 看 形 如 


的 极限 吧 . 其 中 , p 和 9 是 多 项 式 或 多 项 式 型 的 函数 . 我 们 一 直 使 用 的 所 有 的 原理 
在 这 里 也 适用 . 当 x 是 一 个 非常 大 的 负数 时 , 在 任意 和 中 的 最 高 次 数 项 仍然 会 占 主 
导 地 位 . 此 外 , 当 x 一 -co 时 , 只 要 C 是 常数 , 并 且 n 是 一 个 正 整数 , C/z" 仍然 趋 
于 0. (你 能 说 出 为 什么 吗 ? ) 所 有 这 些 都 意味 着 , 问题 的 解 和 我 们 已 经 看 到 的 几乎 
差不多 . 例如 , 我 们 考虑 4.3.1 节 中 已 经 看 到 的 那 两 个 例子 的 改写 , 如 下 : O 
Jim x— 874 be (z4 二 37 一 99)(2 一 Z5) 
z 一 -co 7Z4 十 523 十 2000z2 一 6 z 一 -ce (18z7 十 9z6 一 3z2 —1)(z+1) 

我 所 做 的 只 是 将 ce 改 为 -co, 使 我 们 现在 感 兴趣 的 是 , 当 x 是 一 个 非常 大 的 负数 
时 , 两 个 有 理 函 数 会 变 成 什么 样子 . 第 一 个 问题 的 解 和 当 x 一 co 时 的 解 是 一 样 的 ; 
你 只 是 用 每 一 个 多 项 式 的 首 项 去 乘 以 并 除 以 分 子 和 分 母 : 
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和 并 一 824 
和 gz X (一 8z4) 
lim = lim 
2z 一 -co 724 十 573 十 200072 一 6 zx 一 -co 72 十 522 十 20002< 一 6 
二 x (724) 
1 
十 1 
873 -8 8 
ee 
YY 7x? 7x4 


这 里 的 关键 是 , 对 于 某 个 正 的 n, 当 x 一 -co 时 , 形 如 Cf/z" 的 任何 一 项 都 会 趋 于 
0, 就 像 和 当 x 一 oo 时 的 情形 是 一 样 的 . 另 一 方面 , 第 二 个 例子 不 太一 样 ; 最 后 一 
步 不 同 于 该 问题 之 前 的 版 本 : 
ji (x4 + 37x— 99)(2— zx) 
z——00 (1827 十 9z6 — 372—1)(z+1) 


2Z4 十 3z 一 99 2 一 25 
(3 x 四 ( a [加 
a +1 
二 二 - x(l8z7) 1] (TE x (2) 
18z7 


= ( 2 i 2 L Ce 
{11 14 多 


l8z 18zx5 18z”7 ba 
es zy 
1 F020 i ; eT 

只 有 当 我 们 在 最 后 取 极 限 的 时 候 , 我 们 才 会 看 到 , 当 x 一 co 时 和 x 一 -co 时 是 不 
同 的 . 现在 , -zy/18 趋 于 co 而 不 是 -co. 

还 有 唯一 一 点 你 需要 注意 的 是 , 我 们 在 将 因子 拖 到 平方 根 符号 里 的 时 候 没 有 特 
别 小 心 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 试 着 简化 Vz2. 你 会 得 到 x 吗 ? 如 果 不 幸 x 是 负 的 ， 
那 就 错 了 . 例如 , 如 果 你 平方 -2, 然后 再 取 平 方 根 的 话 , 你 会 得 到 2. 因此 , 事实 上 ， 
当 z 为 负 时 , Vz2 = -z. 当 z co 时 , 你 看 多 项 式 型 的 函数 时 , 就 会 出 现 这 类 现 
象 . 例如 : 


V4z6 十 8 
lim ee 
z——00 273 十 6z 十 1 

分 母 的 表现 就 像 是 它 的 首 项 2z3, 但 是 , 分 子 会 怎样 呢 ? 在 平方 根 里 的 项 一 一 4z6 十 8， 
它 的 表现 就 像 是 4z6, 因此 , V4z5 十 8 的 表现 就 像 是 V4z6. 这 看 上 去 好 像 是 会 被 化 
简 为 2z3, 但 那 是 不 正确 的 ! 由 于 xz co, 我 们 感 兴趣 的 是 , 当 x 为 负 时 会 有 什么 
青 况 发 生 . 这 就 是 说 , 2z3 是 负 的 , 但 是 V4z6 是 正 的 , 因此 我 们 必须 将 V4z6 化 简 
为 -2z3. 求解 过 程 如 下 : 


一 
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VAXxe 
VAz +8 x V47z6 


V4z6 十 8 V476 
lim 一 一 一 一 一 lim 3 
2 一 -co 273 十 6z 十 1 Xz——00 27 a 3) 
一 -一 一 一 一 人 
273 
4z6 十 8 人 8 
. 476 V476 476 273 
= lim x = lim 
273 273 273 
] 十 
ee 
1 十 0 十 0 


当 你 处 理 四 次 方 根 、 六 次 方 根 等 等 时 , 你 必须 做 一 些 类 似 的 考虑 . 例如 ， 

Vz4 二 一 zx 如 果 z 为 负 . 

如 果 你 用 任意 的 偶数 替换 了 每 一 个 4, 那么 结果 仍然 是 正确 的 . 男 一 方面 , 如 果 你 
用 一 个 奇数 替换 4 的 话 , 结果 就 不 正确 了 . 例如 ， 

Vx3 二 x 对 于 所 有 的 z( 正 的 , 负 的 或 零 ) 

还 有 一 点 是 , 即使 如 果 x < 0， 


VXZ4 一 22 
仍然 成 立 ! 为 什么 呢 ? 因为 , 根据 定义 , z2 不 可 能 是 负 的 , 并 且 , Vz4 也 不 可 能 是 负 
的 , 因此 , 那里 不 可 能 有 一 个 负 号 ! 我 们 总 结 如 下 : 


如 果 xz < 0 并 且 你 想 写 V z 订 次 时 = z™, 你 需要 在 zm 之 前 加 
个 负 号 的 唯一 的 情形 是 , 当 ”是 偶 的 而 m 是 奇 的 . 


4.6 ”包含 绝对 值 的 极限 
有 时 候 , 你 必须 处 理 一 些 包含 绝对 值 的 函数 . 我 们 考虑 极限 : 


lim 多 
7 一 0- 7 

为 了 解答 此 问题 , 我 们 设 f(x) = |z| /z, 并 对 它 作 进 一 步 的 检验 . 首先 , 注意 到 0 不 
可 能 在 函数 f 的 定义 域 中 , 因为 如 果 0 在 其 定义 域 中 , 则 分 母 将 会 是 0. 另 一 方面 ， 
其 他 一 切 正常 . 我 们 来 看 一 下 , 当 z 为 正 时 会 怎样 . |z| 这 个 量 就 是 x, 因此 , 我 们 看 
到 , 如 果 zx 是 任意 的 正 数 , 那么 f(x) = 1. 另 一 方面 , 如 果 z 为 负 , 那么 |zx| = 一 zx， 
因此 , 如 果 x < 0, 那么 f(z) = 一 x/z = 一 1. 这 就 是 说 , 写 出 f(x) = |z|/z 只 是 对 于 
如 果 xz > 0, 了 (x) = 1 和 如 果 x < 0, f(z) = 一 1 的 另 一 个 别 样 说 法 而 已 . y = f(z) 
的 图 像 如 图 4-2 所 示 . 
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图 4-2 
大 多 数 包含 绝对 


因此 , 对 于 我 们 求 的 左 极限 , 你 需要 从 左 
侧 接近 x = 0, 很 明显 我 们 有 


lim Ll 二 一] 
2 一 0 一 几 


同时 我 们 也 会 注意 到 


? 


于 左 极限 和 右 极 限 不 相等 , 因此 , 双 侧 极限 
不 存在 : 


lim DNE 
直 的 例子 可 以 用 相似 的 方式 来 解答 , 可 以 考虑 两 个 或 多 个 z 的 


不 同 的 范围 , 这 取决 于 绝对 值 内 部 的 符号 . 下 式 是 对 上 例 的 一 个 微小 改变 


[z+2| 


2z 一 (一 2- Z 十 2 


看 一 看 这 个 绝对 值 , 我 们 会 发 现 , 不 管 是 x 十 2 > 0 还 是 z+2 < 0 都 很 重要 . 这 些 条 


件 可 以 被 重新 写成 z > -2 或 x < -2. 在 第 一 种 情况 下 , |z 十 2| = 十 2, 而 在 第 二 


1; 而 当 x < -2 时 , 它 只 是 


种 情况 下 , |z 十 2| = 一 (z 十 2). 最 后 的 结果 是 , 当 x > -2 时 , |z 十 2|/ (z+ 十 2) 等 于 
-1. 事实 上 , y = |z 十 2|/(z 十 2) 的 图 像 就 是 y= |zx|/z 


的 图 像 向 左 平 移 2 个 单位 得 到 的 , 如 图 4-3 所 示 . 


这 就 是 说 , 我 们 要 求 的 左 极限 等 于 -1( 右 极限 是 1, 故 双 侧 极限 不 存在 


Nee 


一 般 而 言 , 函数 的 图 
图 像 可 能 会 遍及 各 处 (这 里 有 
欢 的 随便 什么 地 方 的 任意 个 数 的 不 连续 点 ， 
征 ， 如 果 我 们 更 专业 一 些 的 话 : 我 们 想 要 看 看 两 种 类 型 的 平滑 程度 . 首先 是 连续 性 ， 


特有 的 . 


旋 


第 5 章 


py: 


连续 性 和 可 导 


像 上 只 有 一 点 比较 特殊 : 它 必 须 满 足 垂 线 检 验 . 这 3 


直觉 告诉 我 们 , 连续 函数 的 图 像 必须 能 一 笔画 成 . 其 次 是 可 导 性 , 直觉 上 , 在 可 导 函 
数 的 图 像 中 不 会 出 现 尖 角 . 在 这 两 种 情形 中 , 对 于 定义 我 们 要 做 很 多 
并 且 我 们 将 看 到 一 些 你 从 带 有 这 些 性 质 的 函数 中 期 待 得 到 的 内 容 . 详细 
就 是 我 们 将 在 本 章 中 所 要 研究 的 内 容 : 

。 在 一 点 处 及 在 一 个 区 间 上 连续 ; 

e 连续 函数 的 一 些 例 子 ; 

。 连续 函数 的 介 值 定 理 ; 

。 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 

。 位 移 , 平均 速度 和 瞬时 速度 ; 

e。 切线 和 导数 ; 

。 二 阶 导 和 高 阶 导 ; 

。 连续 性 和 可 导 性 的 关系 . 

5.1 连 续 性 


函数 是 连续 的 , 这 到 底 意 味 着 什么 呢 ? 我 们 就 从 这 里 


点 儿 , 那里 有 一 


性 


非 是 其 
条 垂直 渐 近 线 , 或 它们 喜 


因此 ， 现在 我 们 很 相 了 解 函数 图 像 的 特 


深入 的 工作 ， 
地 说 , 以 下 


始 吧 . 正如 我 上 面 所 说 ， 


觉 告诉 你 我 们 可 以 一 笔画 出 连续 函数 的 图 像 . 对 于 像 y = zx? 这 样 的 函数 是 很 好 
笔画 出 来 的 , 但 是 对 于 像 y = 1/z 这 样 的 函数 , 就 有 一 点 儿 不 公平 了 . 其 图 像 本 
来 都 是 在 一 起 的 , 可 是 在 x = 0 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 它 把 图 像 分 成 了 两 部 分 . 事 
实 上 , 如 果 f(z) = 1/z, 那么 我 们 想 要 说 的 是 , 除了 在 z = 0 外 , f 处 处 连续 . 因此 ， 
点 处 连续 是 什么 意思 . 然后 , 我 们 将 会 考虑 在 像 区 间 一 样 更 大 的 
区 域 上 的 连续 性 . 
5.1.1 ”在 一 点 处 连续 
我 们 以 一 个 函数 f 和 其 定义 域 中 的 在 x 轴 上 的 点 a 开始 . 当 我 们 画 y = f(x) 


的 图 像 时 , 通过 


图 像 | 


FE 的 点 (a, f(a)) 时 我 们 不 想 提 起 笔 . 如 果 我 们 在 其 他 地 方 必须 
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提起 笔 的 话 , 这 也 不 要 紧 , 只 要 我 们 在 (a, f (a)) 的 附近 不 提起 笔 就 行 了 . 这 意味 着 ， 
我 们 想 要 一 串 点 (z, f(z)) 变 得 越 来 越 接近 (事实 上 是 任意 地 接近 ) 于 点 (a, f (a)). 
换 名 话说 , 当 x 一 a 时 , 我 们 需要 f (x) 一 f(a). 没 错 , 女士 们 ， 先生 们 ， 现在 我 们 
正在 处 理 极限 问题 . 我 们 可 以 给 出 一 个 恰当 的 定义 : 

如 果 lim jz) = f(o), 了 函数 f 在 点 x = a 处 连续 . 


然 , 为 了 让 最 后 一 个 等 式 有 意义 , 等 号 两 边 必须 都 是 有 定义 的 . 如 果 极限 不 存在 ， 
Pb 么 了 在 点 z = a 处 不 连续 , 而 如 果 f(a) 不 存在 , 那么 事实 将 被 彻底 地 扭曲 , 那 上 
至 没有 一 个 点 (a, 了 (a)) 可 以 通过 ! 因此 , 我 们 可 以 对 定义 进行 更 精确 一 些 的 描 
,并 明确 地 要 求 以 下 三 条 成 立 : 
(GD 双 侧 极限 lim 了 (2) 存在 (并且 是 有 限 的 ) 
(2) 函数 在 点 z= a Eee 即 f(a) 存在 (并 且 是 有 限 的 ). 
(3) 以 上 两 个 量 相等 


I 


测 


[nn 


lim f(7) = f(a). 
让 我 们 来 看 看 , 如 果 任 意 一 条 4 性 质 不 满足 那 会 怎么 样 . 我 们 考虑 图 5-1. 


在 标号 为 1 的 图 中 , 在 x = a 处 的 左 极限 和 右 极 限 不 相等 , 则 双 侧 极限 不 存在 ; 所 
以 , 函数 在 点 z = a 处 不 连续 . 在 标号 为 2 的 图 中 , 左 极限 和 右 极 限 都 存在 且 是 有 
限 的 , 并 且 左 右 极限 相等 , 故 双 侧 极限 存在 ; 然而 , 函数 在 点 z = a 处 无 定义 , 因此 ， 
函数 在 点 z = a 处 不 连续 在 标号 为 3 的 图 中 , 双 侧 极限 也 存在 , 函数 在 点 x = a 
处 有 定义 , 但 是 极限 值 和 函数 值 不 相等 ; 函数 在 点 z = a 处 又 一 次 不 连续 . 另 一 方 
面 , 在 标号 为 4 的 图 中 , 由 于 双 侧 极限 在 点 z = a 处 存在 , f (a) 存在 , 并 且 极 限 值 
和 函数 值 相等 , 因此 , 函数 的 确 在 点 x = a 处 连续 . 顺便 要 说 的 是 , 我 们 说 前 三 个 图 
中 的 函数 在 点 x = a 处 有 一 个 不 连续 点 . 
5.1.2 ”在 一 个 区 间 上 连续 

现在 我 们 知道 函数 在 一 os 点 上 连续 的 定义 了 . 我 们 来 把 该 定义 扩展 一 下 , 如 
果 函 数 在 该 区 间 的 每 一 点 都 连续 , 那么 它 在 区 间 (a,5b) 上 连续 . 请 注意 , 事实 上 , f 
没有 必要 在 端点 x = a 或 xz = 5 上 连续 . 例如 , 如 果 f(x) = 1/z, 那么 , f 在 区 间 
(0, 00) 上 连续 , 即使 f(0) 无 定义 . 该 函数 在 区 间 (一 00,0) 上 也 连续 , 但 是 在 (2, 3) 
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上 不 连续 , 由 于 0 位 于 此 区 间 


对 于 形 如 [os 的 
定义 域 w, 引 上 的 


2 = 0 我 们 只 有 一 个 右 极 


左 极限 . 这 也 不 错 ; 我 们 只 需 用 在 端点 处 的 适当 的 单 侧 极 
此 , 我 们 说 函数 了 在 [op : 


限 来 修正 我 们 
续 , 如 果 


的 定义 . 因 


(1) 函数 了 在 (a,05) 


且 这 两 个 量 相 等 ; 以 及 
(3) 为 
且 这 两 个 量 相等 . 


< 


限 , 而 在 点 z = b, 我 们 只 有 


内 , 而 f 在 那里 不 连续 . 
区 间 又 如 何 呢 ? 我 们 必须 更 灵活 些 . 例如 , 图 5-2 是 函数 在 其 
图 像 ; 我 们 想 说 的 是 它 在 [a,9] 上 连续 . 
问题 是 , 双 侧 极限 在 端点 z = a 和 x = 处 不 存在 : 


在 点 
外 


的 每 一 点 都 连续 
人 


数 了 在 点 x =5 处 左 连续 ; 即 ， lim f(x) 存在 ( 且 


最 后 , 如 果 冰 数 在 


数 的 单 侧 连续 性 . 
连续 函数 的 例子 


5.1.3 


很 多 的 常见 函数 都 是 连续 的 . 例如 , 每 


定义 域 中 的 所 有 的 点 都 连续 , 我 们 就 1 
函数 的 定义 域 包括 一 个 带 有 左 端点 和 /或 右 端 点 的 区 间 , 那么 , 在 那里 我 们 需 


上 连 


有 


a 


图 


5-2 


限 ), f (a) 存在 , 并 


限 ), f (5) 存在 , 并 


四 


个 多 ] 


项 式 都 是 连续 


不 太 好 证 明 , 因为 有 很 多 不 同 的 多 项 式 , 但 事实 上 六 


ID 


我 们 需要 证 


胃 


续 的 吗 ? 我 们 需要 证 明 


下 


显然 上 式 也 成 立 : 当 > 


于 对 于 任意 的 x 都 有 f(x)=1， 


于 g(x) =x 且 g(a)=a, 这 就 将 问题 简化 为 证 


lim f(7) = f(a). 


显然 上 式 成 立 , 因为 所 有 的 一 切 都 不 依赖 于 > 和 a. 现 寿 


lim go) = 99) 


lim z=a. 
Ta 


a 时 , 当然 会 有 z 


函数 的 各 


数 除 以 另 一 个 ; 


数 倍 是 连续 的 ; 此 外 , 如 果 你 对 琴 
你 会 得 到 另 一 个 连续 函数 (更 多 详情 请 见 附录 A 的 A.4.1 节 ). 当 你 
车 续 函 数 的 时 候 , 这 几乎 也 一 相 


a! 现在 我 们 
个 连续 函数 做 加 法 、 减 法 、 


的 . 这 看 起 来 好 像 


F 不 是 那么 难 证 明 . 首先 , 让 我 们 


证 明定 义 为 f(z) = 1 的 常数 函数 f, 对 于 所 有 的 x, 在 任意 一 点 a 处 都 连续 . 好 吧 ， 


并 且 f (a) = 1, 那么 , 这 意味 着 我 们 需要 证 


明 


E, 我 们 设 g(xz) =x. g 


只 需要 


BB 


观察 , 一 个 连续 
乘法 或 复合 ， 


用 一 个 连续 函 


成 立 : 除了 分 母 为 零 的 点 外 , 商 函数 
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处 处 连续 . 例如 , 除了 在 > = 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 , 因为 我 们 已 经 看 到 
分 子 分 母 同 为 z 的 连续 函数 
不 管 怎样 , 让 我 们 回头 看 一 下 多 项 式 . 因为 g(z) = z 是 x 的 连续 函数 , 我 们 可 
以 让 g 和 它 自己 相 乘 , 会 看 到 zz 也 是 z 的 连续 函数 . 你 想 要 多 少 个 x 和 它 自己 相 
乘 都 可 以 , 这 样 可 以 证 明 z 的 任意 次 宕 (作为 z 的 函数 ) 的 连续 性 . 然后 , 你 可 以 乘 
以 常数 系数 , 并 将 不 同 次 宕 相 加 在 一 起 , 得 到 任意 一 个 多 项 式 , 每 一 项 仍然 都 是 连 
续 的 ! 
这 可 以 看 出 , 所 有 的 指数 函数 和 对 数 函数 都 是 连续 的 , 同样 , 三 角 函 数 也 一 样 
(除了 在 它们 的 浙 近 线 上 )， 我 们 暂且 认为 这 是 理所当然 的 , 并 会 在 5.2.11 节 中 重 
述 这 一 点 ， 同 时 , 我 想来 看 一 看 一 个 更 奇异 的 函数 ， 我 们 考虑 函数 f， 其 定义 为 
f(z) = zsin (1/z). 在 3.6 节 我 们 看 到 了 它 的 图 像 (至 少 是 当 xz > 0 时 的 图 像 ). 事 
实 上 , 当 z < 0 时 对 图 像 做 扩展 真 的 是 很 容易 的 , 因为 f 是 一 个 偶 函 数 . 为 什么 呢 ? 
记得 吗 , sin (z) 是 x 的 奇 函数 , 我 们 有 


papa a 


因此 , 了 的 确 是 偶 函 数 , 通过 使 用 y 轴 做 镜面 反射 之 前 的 图 像 , 我 们 可 以 得 到 f 的 
图 像 (图 5-3 只 显示 了 在 定义 域 -0.3 < x < 0.3 上 的 图 像 ). 


y= 7 sin 各 


y= 


图 5-3 


现在 , 让 我 们 来 考虑 一 下 函数 的 连续 性 ， 作 为 x 的 函数 , 我 们 知道 , 除了 在 
z= 二 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 现在 , 我 们 将 它 与 正弦 函数 作 复 合 , 得 到 的 
函数 依然 是 连续 的 , 并 且 你 会 看 到 , 除了 在 x = 0 处 , sn (1/z) 在 其 他 各 处 也 都 是 
连续 的 . 现在 , 你 只 需要 用 x 和 sin (1/z) 相 乘 (这 显然 是 xz 的 连续 函数 ! ) 就 会 看 
到 除了 在 z = 0 处 外 , f 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 

那么 , 在 z= 0 处 发 生 了 什么 呢 ? 显然 , f 在 zx = 0 不 连续 , 因为 它 在 那里 其 至 
没有 定义 (在 图 像 上 有 一 个 洞 ). 让 我 们 来 定义 一 个 函数 g 如 下 , 将 这 个 洞 堵 上 : 


Sie | zsin (2) 如 果 zz 关 0， 


0， 如 果 z = 0. 
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因此 , 除了 在 z=0 (此 时 9 等 于 0, 而 了 无 定义 ) 外 , g (xz) = f(z). 因此 , 9 必然 是 
处 处 连续 的 , 而 f 除 z = 0 外 处 处 连续 . 我 们 现在 需要 来 看 看 在 x = 0 处 发 生 了 什 
么 . 由 于 9(0) 有 定义 , 我 们 就 有 希望 . 此 外 , 我 们 使 用 3.6 节 的 三 明治 定理 来 证 明 
1 
oo 
通过 对 称 性 (或 再 次 使 用 三 明治 定理 ), 我 们 可 以 看 到 左 极限 也 等 于 0. 事实 上 双 侧 
极限 也 为 0: 


1 
lim g(x) = lim x sin (5) 二 0. 
2 一 0 2 一 0 


BE 


此 我 们 证 明了 


lim g(x) = 9(0) 
于 等 号 两 边 都 存在 且 等 于 0. 这 意味 着 , 事实 上 9 在 x = 0 处 是 连续 的 , 尽管 它 
一 个 分 段 函数 的 形式 . 
我 们 差不多 已 经 准备 好 了 , 来 看 看 两 个 涉及 连续 性 的 很 好 的 事实 吧 . 首先 , 我 
想 回 到 第 4 章 开 始 时 我 曾 讲 解 的 一 个 知识 点 . 我 们 看 到 的 第 一 个 例子 是 
2Z2 一 35 十 2 
2 一 一 1 2 一 2 
我 们 将 z = -1 代入 上 式 求解 得 到 结果 为 -2. 这 为 什么 是 合理 的 呢 ? 我 们 的 理 | 
看 上 去 和 上 述 极限 的 值 与 其 在 z = -1 处 发 生 的 情况 无 关 , 仅仅 和 在 z = -1 附近 
的 情况 有 关 这 一 点 相 了 矛盾. 这 里 就 是 连续 性 了 : 它 将 “附近 的 ”与 “在 ”联系 起 来 . 
特别 是 , 如 果 我 们 令 f(z) = (z2 -3z+2)/1(z 一 2), 那么 , 由 于 分 子 和 分 母 都 是 多 
项 式 , 除了 在 分 母 为 0 的 点 外 , f 是 处 处 连续 的 . 也 就 是 说 , 除了 在 z = 2 处 , f 是 
处 处 连续 的 . 因此 , f 在 x = -1 上 是 连续 的 , 这 就 意味 着 ， 
im f(z) = f(-1). 


Hr I 
次 


和 


Xz2—37+2 (1)?—3(-1)+2 
zl 7X—2 (=1)—2 
这 就 是 完整 的 解 . 实际 上 , 很 少 有 数学 家 会 不 厌 其 烦 地 把 这 些 细节 都 写 出 来 , 但 
这 样 做 会 有 助 于 你 理解 你 在 做 什么 ! 
5.1.4” 介 值 定理 

知道 一 个 函数 是 连续 的 会 有 很 多 好 处 .我 们 将 看 到 两 个 这 样 的 好 处 ， 第 一 个 
被 称 为 介 值 定理 , 或 简写 为 IVT. 基本 思想 是 : 我 们 假设 一 个 函数 f 在 一 个 闭 区 间 
[a, | 上 连续 . 此 外 , 假设 f(a) <0 且 f(5) > 0. 因此 ,在 y= 了 (x) 的 图 像 上 , 我 们 
知道 点 (a, f(a)) 位 于 z 轴 的 下 方 , 而 点 (5, 了 (0)) 位 于 z 轴 的 上 方 , 如 图 5-4 所 示 . 


ou 
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现在 ,如果 你 必须 用 一 条 曲线 ( 它 当 然 要 服从 垂 线 检验 ) 


。 来 连接 这 两 个 点 ， 


你 的 笔 将 和 x 轴 j 


并 且 你 不 允许 抬 起 笔 来 , 直觉 上 显然 是 ， 


上 a 和 5 之 间 的 某 处 至 少 相 交 一 次 . 交 


点 也 许 在 a 的 附近 或 5 的 附近 , 或 者 在 a 和 尹 中 间 的 茶 
处 ; 你 必须 相交 至 少 一 次 . 这 就 是 说 , x 轴 截 距 在 a 和。 


图 5-4 之 间 的 某 处 . 函数 三 在 
这 一 点 至 关 重 要 ; 我 们 来 看 看 如 果 仅仅 在 一 点 处 不 连续 会 怎样 , 如 图 

不 连续 点 让 函数 在 x 轴 上 发 生 跳跃 而 不 是 通过 x 轴 . 
因此 , 我 们 需要 在 整个 区 域 [a,9] 上 的 连续 


性 ， 如果 我 们 


从 zx 轴 


f(a)>0 有 ff(0) <0, 


那么 , 在 


上 所 讨论 的 同样 成 立 . 


们 可 以 总 结 介 值 定理 如 下 : 


上 方 开始 并 在 x 轴 下 方 结 束 , 这 也 是 正确 的 ; 即 
I 果 f 在 [a,b] 上 的 每 一 点 都 连续 ， 
[a, 中 上 的 茶 处 , 我 们 必定 会 有 一 个 x 轴 截 距 , 以 
于 z 轴 截 距 意 味 着 f (c) = 0, 我 


图 


区 间 [中 上 的 每 一 点 都 是 连续 的 ， 


5-5 所 示 . 


5-5 


(a,D) 


介 值 定理 : 妇 


上 至少 有 一 点 c, 使 得 f (c 


0. 如 果 f(a)>0 上 日 


[I 果 了 在 [a,9] 上 连续 , 并 且 , f (a) <0 且 f(b) > 0, 那么 , 在 区 间 
) = f(b) < 0, 同样 成 立 . 


该 定理 的 证 明 请 见 附录 A 中 的 A.4.2 节 . 现在 , 让 我 们 来 参考 一 些 例子 是 如 何 


应 用 此 定理 的 吧 . 首先 , 假设 你 想 要 证 明 多 项 式 p(z) = -25 十 礁 二 3z 二 1 在 z=1 
和 x=2 之 间 有 一 个 xz 轴 截 距 . 你 所 要 做 的 就 是 注意 到 , 由 于 它 是 一 个 多 项 式 , 所 


以 p 是 处 处 连续 的 (包含 [1,2]); 此 外 , 计 
p(1) 和 p(2) 的 符号 相反 , 且 p 在 [1,2 
一 点 ec 使 得 p(c) = 0. 数 c 就 是 多 项 式 p 的 一 个 x 轴 截 距 . 


连续 , 我 们 知道 在 区 间 (1, 2) 


算 p(1)=4>0 且 p(2)= -9<0. 由 于 


至 少 存在 


这 里 是 一 个 稍微 难 一 点 的 例子 ， 如 何 证 明 方 程 x = cos(z) 有 一 个 解 呢 ? 你 
解 来 , 只 需要 证 明 有 一 个 解 . 你 可 以 先 在 同一 坐标 轴 上 画 出 y = x 和 
你 会 发 现 图 像 的 交点 在 x/4 附近 有 一 个 z 一 


标 . 这 


第 一 步 是 使 用 一 个 小 穹 门 : 将 所 有 表达 式 放 到 等 号 左边 . 因 


不 需要 求 H 


y 二 cos (zx) 的 图 像 . 如 果 你 这 样 做 了 ， 
人 | 


个 图 像 式 讨论 距离 一 个 数学 证 明 也 不 远 了 . 我 们 如 何 做 得 更 好 呢 ? 


此 , 我 们 试 着 来 求解 


2 一 cos (Z) = 0, 而 不 是 求解 x = cos(z). 现在 , 我 们 必须 初始 化 , 设 f (x) = z 一 cos (7x). 
] 可 以 证 明 存 在 数 c 使 得 f (c) = 0 的 话 就 算 完成 任务 了 . 让 我 人 


如 果 我 人 


下 这 是 否 有 意义 : 如 果 f (c) = 0, 那么 c 一 cos(c) = 0, 因此 c= cos (o)， 


门 来 检验 一 


到 了 方程 z = cos(z) 的 一 个 解 , 它 就 是 z = c. 
现在 , 该 使 用 介 值 定理 了 . 我 们 需要 找到 两 个 数 a 和 ob, 使 得 f (a) 和 f (2) 其 


并 且 我 们 找 


中 一 个 是 负 的 而 另 一 个 是 正 的 . 由 于 我 们 认为 (从 图 像 中 ) 答案 会 在 r/4 附近 , 我 


们 将 保守 地 选取 a = 0 和 = rr/2. 让 我 们 来 检验 一 下 f (0) 和 f(x/2) 的 值 吧 . 首 
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先 , f(0) = 0 一 cos (0) = 0 一 1= 一 1, 它 是 负 的 , 其 ? 


> 次 


x/2 一 0 = Xt/2, 它 是 正 的 . 由 于 f 是 连续 的 ( 它 是 两 1 
理 我 们 可 以 得 出 , 在 区 间 (0, x/2) 上 存在 某 个 数 c 使 得 f 

2 = cos (Z) 有 一 个 解 . 我 们 不 知道 解 在 哪里 , 也 不 知道 会 有 多 少 解 , 只 是 知道 在 区 
间 (0, x/2) 上 至 少 有 一 个 解 . (注意 , 不 一 定 在 r/4 上 ! 


关 解 的 很 好 的 表达 .) 
这 里 有 一 个 小 小 的 变形 
外 一 种 情况 ), 然后 得 出 结论 , 在 


(a,D) 


到 现在 , 我 们 都 是 规定 f (a) < 0 且 


们 可 以 用 任意 数 M 来 奉 换 0, 是 


果 f(a) < M 且 f(b) > M( 或 男 外 一 种 性 


Jo) = 


M. 例如 , 如 果 f(z) = 3z + z2, 那么 
连续 的 ; 我 们 也 可 以 猜 出 解 在 0 和 2 之 间 , 这 档 


, 方程 f(z) 
和 会 有 f(0)=1 和 (2) = 13. 


/2) = T/2 一 cos(T/2) = 
个 连续 函数 的 差 ) 根据 中 值 定 


(c) = 0, 并 且 我 们 证 明了 


事实 上 , 不 可 能 找到 


个 有 


上 连续 ; 如 


f (5) > 0( 或 另 
存在 一 点 c 使 得 f(c) = 0. 然而 , 现在 我 
结果 依然 成 立 . 因此 , 假设 f 在 [a, 吕 
况 )， 那么 , 在 (a,b) 上 存在 一 点 c 
5 有 解 吗 ? 当然 f 是 


全 得 


数 1 和 13 围绕 着 目标 数 5( 一 个 小 
(0,2) 上 的 某 个 ec 有 f(c) = 
这 就 是 说 , f(x) = 5 确实 有 解 . 


现在 , 我 们 试 着 以 一 个 间 


于 


点 而 另 一 个 大 一 点 ), 介 值 定理 告诉 我 们 , 对 于 


条 的 函数 g, 其 定义 为 


g(z) = 3 十 22 一 5 来 重复 做 一 遍 . 如 果 你 相信 f(z) = 5 有 一 个 解 是 c, 那么 c 也 是 


0(z)=0 的 解 . 
实 上 , 变形 并 没有 给 
一 个 更 难 的 TVT 例子 
最 后 一 个 例子 : 


5.1.5 


分 我 们 提供 任何 新 的 信息 , 它 


项 式 不 成 立 . 例如 , 二 次 的 z2 十 1 没有 根 ， 


于 g(0) <0 且 g(2) > 0, 你 可 以 使 用 先前 的 方法 而 不 用 变形 ! 事 
它 只 是 有 时 候 会 让 生活 变 得 更 简单 些 . 


来 证 明 我 的 断言 呢 ? 


事实 上 , 问题 的 关键 可 以 追溯 到 4.3 节 . 那 旧 


的 多 项 式 , 且 其 首 项 为 onz", 那么 ， 
lim bl?) 


2 一 oo anTY™ 


二 1 


1 
2 一 一 co QnT" 


因此, 当 x 变 得 非常 大 时 , p(z) 和 anz? 会 相对 地 彼此 靠近 (它们 的 比值 


这 意味 着 , 它们 至 少 有 相同 的 符号 ! 不 可 能 


因此 , 我 们 假设 4 
外 , 我 们 将 选取 一 个 非常 大 的 正 数 B 使 得 p 


Se 


(2 


让 我 们 证 明 任意 的 奇数 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 这 就 是 说 , 令 
2 是 一 个 奇数 次 多 项 式 , 我 断言 , 至 少 有 一 个 数 e 使 得 p(c) = 0. 
到 像 和 x 轴 不 相交 . 


(这 对 于 偶数 次 多 
因此 , 我 们 如 何 


,我 们 看 到 了 , 如 果 p (x) 是 任意 


且 wd4n 为 负 . ( 


ME 


直接 近 于 1). 
是 一 个 负 一 个 正 , 也 不 可 能 是 它们 的 比 
值 为 负 , 且 不 接近 于 1. 当 z 是 一 个 非常 大 的 负数 时 情况 也 是 一 样 的 . 
是 一 个 很 大 的 负数 , 致使 pz(4) 和 an4?” 有 相 
(B) 和 anB"” 有 相同 的 符号 
我 们 来 比较 一 下 as4"” 和 anBm 的 符号 . 由 于 nn 是 一 个 奇数 , 它们 的 符号 一 定 相 反 ! 
一 个 为 正 而 男 一 个 为 负 . 例如 , 如 果 an > 0, 那么 anBm 为 正 


同 的 符号 . 此 
. 现在 , 让 


口才 
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当 n 是 奇数 时 才 成 立 : 如 果 n 是 偶数 , 那么 , 这 两 个 量 均 为 正 .) 因此 , 我 们 有 : 
p(A) 相同 An 和 相反 on Bn 符号 相 同 (Bp). 
所 以 , p(4) 和 p(B) 的 符号 相反 . 由 于 p 是 一 个 多 项 式 , 它 是 连续 的 ; 根据 介 值 定 
理 , 在 A 和 B 之 间 有 一 个 数 c, 使 得 p(c) = 0. 这 就 是 说 , p 有 一 个 根 , 尽管 我 们 
真 的 不 知道 它 在 哪儿 , 这 也 是 合乎 情理 的 , 因为 我 们 不 知道 p 是 什么 样子 的 多 项 式 ， 
只 知道 它 是 奇数 次 的 . 
5.1.6 ”连续 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 

让 我 们 来 看 看 知道 一 个 函数 是 连续 的 给 我 们 带 来 的 第 二 个 好 处 吧 . 假设 , 有 一 
个 函数 ,我们 知道 它 在 闭 区 间 [中 上 连续 . (非常 重要 的 是 , 区 间 的 两 个 端点 都 是 
闭 的 .) 这 意味 着 , 我 们 拿 笔 放 在 点 (a, f (a)) 上 , 由 此 出 发 , 笔 不 离 纸 地 画 一 条 曲线 ， 
并 结束 于 点 (b, f(b)). 问题 是 , 我 们 能 画 多 高 ? 换 句 话说 , 这 条 曲线 能 够 达到 的 高 度 
有 限度 吗 ? 回答 是 肯定 的 , 一 定 有 一 个 最 高 点 , 尽管 曲线 可 以 达到 最 高 点 很 多 次 . 

用 符号 表达 , 我 们 说 , 定义 在 区 间 [w 包 上 的 函数 f 在 z = c 处 有 一 个 最 大 值 ， 
如 果 f (c) 是 在 整个 区 间 [a,9] 上 的 最 大 值 . 即 , 对 于 区 间 上 所 有 的 x, f (0) > f(z). 
我 暗示 的 基本 思想 就 是 , [a, 中 上 的 连续 函数 在 区 间 [a,6] 上 有 最 大 值 . 对 于 “我 们 
能 走 多 低 ? ”来 说 , 我 们 有 同样 的 解释 . 我 们 会 说 , f 在 z =c 处 有 一 个 最 小 值 , 如 
果 f (oc) 是 f 在 整个 区 间 [a,6b] 上 的 最 小 值 . 即 , 对 于 所 有 [ww 中 上 的 xz, f (co) < f(z). 
再 次 , 区 间 [如 上 的 任何 连续 函数 在 该 区 间 上 都 有 最 值 . 这 些 事实 构成 一 个 定理 ， 
有 时 被 称 作 最 大 -最 小 定理 , 陈述 如 下 : 


最 大 -最 小 定理 : 如 果 f 在 [a,b] 上 连续 , 那么 f 在 [ci 上 至 少 有 一 个 
最 大 值 和 一 个 最 小 值 . 


这 里 有 一 些 例子 , 是 关于 [中 上 的 连续 函数 和 它们 的 最 大 值 与 最 小 值 的 (当然 , 这 
分 别 是 最 大 值 与 最 小 值 的 复数 形式 ), 如 图 5-6 所 示 . 


图 5-6 


图 5-6 的 第 一 幅 图 中 , 函数 在 x = c 处 取得 最 大 值 并 在 x = d 处 取得 最 小 值 . 在 
二 幅 图 中 , 函数 在 > = c 处 取得 最 大 值 而 在 左 端点 x = a 处 取得 最 小 值 . 在 第 三 
图 中 , 最 大 值 在 x = ”处 , 而 最 小 值 在 z=c 和 z= qd 上 . 这 是 可 以 接受 的 (允许 
多 个 最 小 值 , 只 是 至 少 得 有 一 个 ). 最 后 , 第 四 幅 图 展示 了 一 个 常数 函数 , 它 是 连 
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续 的 ; 事实 上 , 由 于 函数 绝 不 会 越过 或 低 于 常数 C, 所 以 区 间 [a,0] 


是 最 大 值 也 是 最 小 值 . 


样 的 开 区 间 呢 ? 图 5-7 显示 了 一 些 潜在 的 问题 : 


图 5-7 


最 小 值 , 因为 它 在 渐 近 线 的 右 侧 会 无 限 下 降 . 
上 一 页 的 中 间 那 幅 图 涉及 了 一 个 更 微妙 的 情况 函数 只 在 天 


在 第 一 幅 图 中 , 函数 f 在 区 间 [a,9] 的 中 间 有 一 条 渐 近 线 , 它 当然 会 产生 一 个 不 连 
续 点 . 该 函数 没有 最 大 值 , 它 只 是 在 渐 近 线 的 左 侧 会 无 限 上 升 . 类 似 地 , 它 也 没有 


中 的 每 一 个 点 既 


那么 , 为 什么 函数 三 必须 是 连续 的 呢 ? 并且 , 为 什么 它 不 能 是 一 个 像 (a,5) 一 


fF 区间 (a,b) 上 连 


续 . 显然 , 该 函数 在 z = c 处 有 一 个 最 小 值 , 但 是 它 的 最 大 值 是 什么 呢 ? 你 或 许 会 想 
它 出 现在 z =。 处 , 再 想 想 看 啊 . 该 函数 在 > =。 处 没有 定义 ! 因此 , 它 不 可 能 在 那 


里 有 一 个 最 大 值 . 如 果 该 函数 有 一 个 最 大 值 , 那么 它 一 定 在 b 附近 的 某 处 . 事实 上 ， 


你 想 要 它 是 一 个 小 于 b 并 接近 于 的 数 . 很 不 幸 , 没有 这 样 的 数 ! 


无 论 你 想到 多 么 


接近 于 b 的 数 , 你 总 是 可 以 取 该 数 与 5 的 平均 数 得 到 更 接近 于 b 
数 没 有 最 大 值 . 这 说 明 , 为 了 确保 可 以 使 用 最 大 -最 小 定理 , 连续 性 
当然 , 即使 区 间 不 是 闭 的 , 该 定理 的 结论 也 可 能 会 成 立 . 例如 ， 


5.2 可 导 性 


我 们 已 经 花 了 一 些 时 间 来 学 习 连 续 性 了 .， 现在 该 来 看 看 函 


的 数 . 因此 , 该 函 
区 间 必 须 是 闭 的 . 
在 以 上 的 第 三 幅 


图 中 , 函数 只 在 开 区 间 (a,5) 上 连续 , 但 它 仍然 在 z = c 处 有 一 个 最 大 值 并 在 x = d 
处 有 一 个 最 小 值 . 这 只 是 一 个 幸运 情况 . 你 只 能 使 用 定理 来 保证 区 间 [a,b] 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 的 存在 性 , 如 果 你 知道 函数 在 整个 闭 区 间 上 是 连续 的 话 . 


数 的 另 一 个 平滑 


度 可 导 性 了 ， 这 主要 是 指 函 数 有 导数 .因此 , 我 们 会 花 上 一 些 时 间 来 研究 


地 


的 关系 . 因此 , 让 我 们 从 那里 开始 , 之 后 再 回 到 函数 中 去 . 
5.2.1 平均 速率 


导数 . 发 展 微 积分 的 原始 的 灵感 之 一 来 自 试 图 去 理解 运动 物体 的 速度 、 距离 和 时 间 


想象 一 下 , 在 高 速 路 上 给 一 辆 汽车 拍照 . 曝光 时 间 非 常 短 , 因此 并 不 模糊 , 你 其 
不 能 分 辩 那 辆 车 是 不 是 在 动 . 现在 , 我 问 你 : 拍照 时 汽车 的 运动 速度 有 多 快 ? 你 


、 
说 没有 问题 , 使 用 经 典 公 式 


阔 册 


本 
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连续 性 和 可 导 性 


时 效果 ). 


We 


度 和 减速 度 . 你 不 知道 在 那 一 分 钟 的 开始 它 究 


吕 


不 精确 : 
妇 


里 /小 


不 知道 


如 果 入 


时 , 这样 


因为 在 这 么 短 的 时 间 里 , 汽 3 
1 道 在 拍照 后 的 一 秘 钊 


等 号 左边 应 该 是 平均 速率 ， 
了 吧 , 我 遗憾 地 告诉 你 , 在 第 一 个 10 秒 钟 , 汽车 行驶 了 0.25 英里 . 现在 , 你 可 
以 使 用 该 公式 来 计算 , 在 第 一 个 10 秒 钟 内 的 习 
帮助 , 但 是 在 10 秒 钟 后 汽车 仍然 可 外 


有 些 


管 我 的 问题 . 


”时间 ” 
就 可 以 了 . 问题 是 , 照片 不 涉及 距离 ( 那 辆 车 没有 动 ) 或 时 间 (照片 实质 上 是 
因此 , 你 不 能 


和 欣 瞬 


a, 但 如 果 我 告诉 你 , 拍照 之 后 的 一 分 钟 , 汽 3 
使 用 以 上 公式 来 计算 了 , 汽车 一 分 钟 了 
何 知道 汽车 在 那 一 分 钟 里 的 速率 是 一 


F 了 一 英里 
的 呢 ? 各 


E 那 一 分 钟 里 , 可 


F 行 驶 了 一 英里 呢 ? 这 时 你 就 可 以 
, 速率 是 60 英里 /小 时 . 还 有 , 你 如 
能 会 有 多 次 的 加 速 


因为 那 是 我 


竟 ] 


月 羡 
关 上， 上 述 公式 并 


于 得 有 多 快 . 事实 
们 已 经 发 现 的 . 


F 均 速率 是 每 分 钟 1.5 英里 或 90 天 


已 人 
会 


改变 其 速率 , 我 们 真 的 


口 


王八 \ 


先 需 要 看 一 看 速度 的 概念 . 
5.2.2 “位移 和 速度 


想象 一 下 , 汽车 在 
现 0 标志 , 在 其 左 侧 , 标志 始 于 -1 并 有 


| Be 


它 在 那 段 时 间 的 开始 会 有 多 快 . 不 过 速率 也 不 可 能 跟 90 英 
可 能 会 加 速 或 减速 这 么 多 . 

里 汽车 走 了 多 远 的 话 , 那 将 会 更 好 , 但 这 还 是 不 完 
美的 . 甚至 0.000 1 秒 或 许 对 于 汽车 改变 速率 已 经 足够 了 , 但 实际 上 3 
久 . 如 果 你 意识 到 了 , 我 们 正在 引导 极 卫 


的 话 , 你 就 非常 正 胡 


/小 时 差 太 多 ， 


不 需要 那么 
了 . 尽管 如 此 , 我 们 首 


的 高 速 路 


直上 


事实 上 , 整个 情形 看 上 去 就 像 图 5-8. 


假设 , 汽车 始 于 2 英里 处 并 直接 驶 向 5 英里 处 . 那么 , 它 行驶 的 距离 是 3 英 是 


—1 0 


如 果 是 始 了 


EE 
想 要 


x 分 这 两 种 情 


下 
图 5-8 


2 英 旦 


形 , 因此 


到 了 位 置 
负 的 . 事实 J 


距离 和 位 移 之 间 
E 行 驶 过 程 中 


有 


1, 那么 位 移 是 (-1) -2 = -3 英里 . 


F, 如 果 位 移 是 负 的 , 尹 


处 但 向 左 行驶 到 了 一 1 英 昌 
, 我 们 将 使 月 


位 移 是 5 一 
, 


bp 么 汽车 将 终 


上 行驶 . 里程 表 有 
| 变 得 越 来 越 负 . 在 0 标志 的 右 侧 一 切 J 


处 , 它 行驶 的 距离 也 是 3 英 
日 位 移 来 代替 距离 . 位 移 公 式 就 是 : 

位 移 = (终点 位 置 ) - (初始 位 置 ). 
如 果 汽 车 从 位 置 2 驶 到 位 置 5, 那么 


所 奇怪 , 在 某 个 点 上 出 


FE 各 


EE. 但 
EE. 我 们 


Mh 


2 = 3 英里 . 但 如 果 是 从 位 置 2 驶 
因此 , 和 距离 不 一 样 , 位 移 可 以 是 


的 为 外 一 个 量 


要 


9 十 6 二 15 英 量 


日 


一 


往 别 就 是 位 移 仅仅 涉及 终点 和 初始 位 置 , 汽车 
的 情况 是 无 关 紧要 的 . 如 果 它 从 2 走 到 11, 然后 又 返回 到 5, 里 
但 是 总 位 移 仍然 只 是 3 英里 . 但 


上 于 它 起 始 的 左 侧 . 


E 离 是 


E 到 -4 然后 又 返回 


如 果 它 从 2 到 
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到 2, 位 移 实际 
驶 , 没有 后 退 的 话 , 那么 ， 


距 


上 是 0 英里 , 尽管 距离 是 12 英里 . 
E 离 就 是 位 移 的 绝对 值 . 
正如 我 们 在 上 一 节 看 到 的 , 平均 速率 是 行使 


然而 , 如 果 汽 车 只 向 一 个 方向 行 


来 代替 距离 , 你 会 得 到 平均 速度 . 即 ， 


平均 速度 = 
再 次 说 一 下 , 速度 可 以 是 负 的 , 然而 , 速率 必须 
个 负 的 平均 速度 , 那么 它 终止 
均 速 度 是 0, 那么 汽车 终止 于 它 的 起 始 


汽车 有 


个 很 高 的 平均 速率 , 即 
方向 行驶 , 那么 


瞬时 速度 


5.2.3 


E 离 除 以 行驶 时 间 . 如 果 你 上 


位 移 


时 间 


本 


= 


立 置 . 请 


意 , 在 这 种 


现在 , 我 们 用 速度 来 重 3 


量 汽车 的 速度 呢 ? 正如 我 们 在 上 面 看 到 


所 考察 一 下 我 们 的 关键 问题 
的 ,基本 思想 就 是 , 始 于 拍照 


: 在 给 定 的 


小 的 时 间 段 上 , 求 汽车 的 平均 速度 .下 再 
令 t 是 我 们 关心 的 时 刻 . 例如 , 如 
用 0 表示 开始 时 间 . 那 种 情况 下 , 如 


表 ， 


四 
个 


果 提 


就 是 如 何 用 符号 来 表达 这 个 思想 
比赛 始 于 2: 00p.m.， 


中 过 程 了. 


你 可 能 内 


你 想 要 


白 照 时 间 是 2: 03p.m., 那么 ， 


t= 二 180. 不 管 怎样 , 假设 是 t 之 后 的 一 段 


很 短 的 时 间 . 我 们 写 wu 表示 汽车 在 


日 位 移 


是 非 负 的 . 如 果 在 一 定 的 时 间 段 内 ， 
但 如 果 在 一 定 的 时 间 段 内 平 
情况 下 , 汽车 或 许 有 一 
使 其 平均 速度 为 0! 六 的 来 就 像 位 移 , 如 果 汽 车 沿 着 一 个 
, 平均 速率 就 是 平均 速度 的 绝对 值 . 


瞬间 , 你 如 何 测 
时 刻 , 在 越 来 越 


A 定 要 用 秒 
取 


始 于 时 间 t 终止 于 时 间 w 的 时 间 段 上 的 平均 速度 . 现在 , 我 们 让 w 越 来 越 靠 近 t. 


多 近 呢 ? 能 


有 多 近 就 多 近 ! 那 是 极限 出 现 的 地 
在 时 刻 t 上 


方 . 


事实 上 ， 


的 瞬时 速度 = lim 人 


4 在 守之 前 , 我们 可 以 让 以 上 定义 


为 什么 要 忽略 在 时 刻 上 之 前 的 细节 呢 ? 通过 允许 
变 得 更 一 般 一 些 . 然后 , 我 们 可 以 用 双 侧 极限 蔡 换 右 极限 ; 


在 时 刻 t 


现在 , 我 们 需要 更 多 的 公式 . 让 我 
人 0 


f(t)= 


位 置 . 特别 是 , 假设 在 时 刻 t, 汽车 的 位 置 是 4( 


上 的 瞬时 速度 = lim vn. 


门 假设 我 们 知道 在 高 速 路 上 汽车 在 任意 时 刻 的 准 
外. 这 就 是 说 , 令 
汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 


我 们 现 厂 


“在 时 刻 


E 就 可 以 准确 地 计算 平均 速度 vi 了: 
的 位 置 一 在 时 刻 t 的 位 置 _ f(w) 一 


0 


Uteou 一 
请 注意 , 分 母 


来 取 一 tt 时 的 极限 : 


u—t 


t 是 所 用 时 间 的 长 度 (如 果 在 


@ 如 果 久 在 t 之 前 , 那么 分 母 


应 该 是 t 一 wu, 分 子 应 该 是 f(t) 一 


u—t 


大 | 


怎样 都 没 问题 ! 


f (wu), 因此, 无论 


Et 之 后 ”). 不 管 怎么 说 , 我 们 现在 
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在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = lm 区 二 中， 


当然 , 在 以 上 极限 中 , 你 不 能 只 是 用 w = t 作 蔡 换 , 因为 那样 的 话 , 你 会 得 到 0/0 的 
不 定式 . 你 的 确 要 使 用 极限 . 
再 来 看 一 个 小 小 的 变形 . 我 们 定义 h =w 一 t. 那么 , 由 于 非常 靠近 两 时 刻 
的 差 值 h 一 定 非 常 小 . 确实 是 , 当 一 t+ 时 , 我 们 可 以 看 到 h 一 0. 如 果 我 们 在 上 
述 极限 中 作 如 此 替换 的 话 , 由 于 w= t 十 h, 我 们 也 会 有 


在 时 刻 4 的 瞬时 速度 = lim 人 二 区 一 人 9， 


该 公式 和 前 一 个 公式 之 间 没有 实际 的 差别 , 只 是 用 了 不 同 的 方式 而 已 
让 我 们 来 快速 地 看 一 个 例子 吧 , 假设 , 汽车 在 7 英里 标志 时 停 下 来 休息 , 然后 ， 

加 速 到 时 刻 t 二 0 小 时 的 右 侧 .结果 是 , 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 好 像 是 1542 上 7( 这 

里 的 数 15 取决 于 加 速度 ). 在 不 用 担心 为 什么 这 是 正确 的 情况 下 , 让 我 们 设 /0) = 

15b2 上 7 并 看 看 我 们 是 否 可 以 求 出 汽车 在 任意 时 刻 t 的 速度 

使 用 上 述 公式 , 我 们 有 

在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = in 二 区 一 人 0 


LU 


(5 二 和 2 二 7) 一 (15 妇 十 了) 
= lim 
h—0 h 
现在 , 我 们 展开 (t 填 及 ?= 如 十 2th 十 及 ,并 进一步 化 简 , 会 看 到 上 述 表 达 式 变 为 
2 2 2 
lim mn 六 +7—15t 二 lim OE _ lan (30t + 15). 


在 最 后 一 步 ， 我 们 从 分 母 中 消去 了 h, 这 非常 好 , 因为 它 就 是 带 给 我 们 所 有 麻烦 的 家 
伙 . 现在 , 我 们 就 可 以 将 h=0 代入 并 看 到 
在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = lim (30t + 15h) = 30t. 
因此 , 在 时 刻 0, 汽车 的 速度 是 30 x 0 = 0 英里 /小 时 一 一 汽车 在 休息 . 半 小 时 之 
后 , 在 时 刻 t= 1/2, 它 的 速度 是 30 x 1/2 = 15 英里 /小 时 . 一 小 时 之 后 , 速度 是 30. 
事实 上 , 在 时 刻 t 的 速度 是 30t, 这 告诉 我 们 , 汽车 在 每 小 时 30 英里 /小 时 的 常数 速 
率 下 行驶 得 越 来 越 快 . 这 就 是 说 , 汽车 是 以 30 英里 /小 时 每 小 时 加 速 的 , 或 每 平方 
小 时 30 英里 . 
5.2.4 ”速度 的 图 像 解释 

到 了 来 看 看 图 像 的 时 候 了 . 假设 , f(t) 再 次 代表 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 如 果 我 
们 想 要 在 一 个 特定 时 刻 t 的 瞬时 速度 , 需要 选取 一 个 靠近 t 的 时 刻 u. 让 我 们 来 画 
一 下 y= f(t) 的 图 像 , 并 标注 位 置 (t, 了 ()) 和 (w,f(w)) 以 及 过 这 两 点 的 直线 , 如 
图 5-9 所 示 . 
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图 5-9 


该 直线 的 斜率 由 以 下 公式 给 出 


这 正好 就 是 上 一 市 中 平均 速度 ww 的 公式 . 因此 , 我 们 有 了 在 t 到 ww 时间 段 上 平 
均 速 度 的 图 像 解释 : 在 位 置 与 时 间 的 图 像 上 , 它 就 是 连接 点 (t, f(t)) 和 (ww Fw) 的 
直线 的 斜率 . 
让 我 们 来 试 着 给 瞬时 速度 找 一 个 类 似 的 解释 .我 们 需要 取 v 趋 于 t 时 的 极 
限 , 因此 , 让 我 们 来 重复 几 次 上 述 图 像 , 每 一 次 v 会 越 来 越 接 近 固定 值 t, 如 图 5-10 
所 示 . 


y 


? 


于 


t ”时间 t % 时间 四 汉 时 间 
图 5-10 

这 些 直线 看 上 去 好 像 越 来 越 接近 点 (t, f(t)) 处 的 切线 . 由 于 瞬时 速度 是 这 些 直 
线 在 一 t+ 时 的 极限 , 我 们 想 要 说 的 是 , 瞬时 速度 就 等 于 通过 点 (t, 了 ()) 的 切线 的 
斜率 . 这 看 起 来 我 们 需要 对 切线 有 更 好 的 了 解 ……… 
5.2.5 ”切线 

假设 , 我 们 在 某 个 函数 的 定义 域 上 选取 一 点 z， 那 么 , 点 (z, f(z)) 位 于 
y = f(z) 的 图 像 上 ， 我 们 想 要 试 着 面 一 Y 
条 通过 该 点 并 与 该 条 曲线 相 切 的 直线 , 即 
我 们 想 要 找到 一 条 切线 . 直观 上 , 这 意味 
着 , 我 们 要 找 的 直线 刚好 掠 过 该 曲线 的 点 
(z, f(z))， 切线 不 需要 只 和 曲线 仅 相 交 一 
次 ! 例如 , 图 5-11 中 通过 点 (z, f(x)) 的 切 
线 和 曲线 还 有 第 二 次 相交 , 这 不 成 问题 : 
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y=|z| 


也 可 能 会 这 样 , 在 一 个 图 像 上 给 定 的 一 点 没有 切线 . 例 


如 , 我 们 考虑 y = |z| 的 图 像 , 如 图 5-12 所 示 . 


该 图 像 通过 点 (0,0), 但 是 过 那 一 点 没有 切线 . 那么 ， 


切线 究竟 该 是 什么 样 的 呢 ? 不 管 你 画 什 么 , 你 都 不 能 在 
那里 蜘 缩 图 像 , 因为 它 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 在 后 面 的 


图 5-12 5.2.10 节 我 们 将 返回 到 该 例子 . 


即使 通过 (z, f(z)) 的 切线 存在 ,你 到 底 如 何 找到 它 呢 ? 请 记 住 , 为 了 描述 
条 直线 , 你 仅仅 需要 提供 两 条 信息 : 直线 上 的 一 点 和 该 直线 的 斜率 . 然后 , 你 可 以 


(z, f (2)). 
在 上 一 节 中 和 有 瞬 


现在 , 画 一 条 通过 


点 (2, f(z)) 


使 用 点 斜 式 来 求 直 线 方程 . 好 吧 , 我 们 已 经 有 了 一 个 要 素 了 : 我 们 知道 直线 通过 点 
现在 , 我 们 只 需要 求 出 斜率 . 为 了 求解 , 我 们 将 玩 一 个 游戏 , 类 似 于 我 们 
时 速度 玩 的 那个 . 
我 们 由 选取 一 个 靠近 于 z( 在 它 的 左边 或 右边 ) 的 点 z 开始 , 并 在 曲线 上 面 
(z, f (2)). 天 


0 (z, f(z)) 的 直线 , 如 图 5-13 所 示 . 


图 5-13 
于 和 斜率 是 对 边 比 邻 边 , 则 虚线 的 斜率 是 
f(z2)— f(x) 
= 
现在 , 当 点 > 越 来 越 接 近 z, 但 没有 真正 到 达 z 的 情况 下 , 以 上 直线 的 斜率 应 该 变 


得 越 来 越 接近 我 们 要 找 的 切线 的 斜率 . 因此 , 如 果 世 界 上 还 有 真理 存在 的 话 , 那么 ， 


正确 的 应 该 是 


) 的 切线 的 斜率 = lim 六 区 二 了 2 


化 


我 们 设 h = zz 一 z, 那么, 我 们 会 看 到 , 当 z 一 xz 时 , 我们 有 hh 一 0, 因此 我 们 也 有 


5.2.6” 导 函数 


在 图 5-14 中 , 我 在 曲线 上 


通过 (z, (z)) 的 切线 的 斜率 = lim st 
当然 , 这 只 有 当 极 限 确实 存在 


FE 的 时 候 才 有 意义 ! 


画 了 通过 三 个 不 同 的 点 的 切线 : 
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7 在 z= < 点 的 切线 


i 在 z=5 点 的 切线 


在 z= ao 点 的 切线 


二 
2 


图 5-14 


这 些 直线 有 不 同 的 斜率 . 这 就 是 说 , 切线 的 斜率 取决 于 你 开始 用 的 点 z 的 值 . 换 句 


话说 , 通过 (x, f(x)) 的 切线 的 斜率 是 z 的 一 个 函数 . 这 个 函数 被 称 为 f 的 导数 , 并 
写作 了 7. 我 们 说 , 我 们 对 f 关于 变量 > 求 导 得 到 函数 户 . 根据 上 一 节 结 尾部 分 的 
公式 , 如 果 极 限 存在 的 话 , 我 们 得 到 


在 这 种 情况 下 , 我 们 说 /在 z 点 可 导 . 如 果 对 于 某 个 特定 的 z 极限 不 存在 , 那么, 
的 值 就 没有 在 导 函 数 的 定义 域 里 , 因此 , 我 们 说 在 x 点 不 可 导 . 很 多 原因 导 
致 极限 不 存在 . 特别 是 , 可 能 会 有 一 个 尖 角 , 就 像 上 述 例 子 中 的 y = |z| 一 样 . 更 基 
本 地 说 , 如 果 z 没有 在 f 的 定义 域 中 , 那么 , 你 甚至 不 可 能 画 出 点 (z, Fa)), 更 不 
用 说 在 那里 画 一 条 切线 了 ， 

现在 , 让 我 们 来 回忆 一 下 5.2.3 节 中 瞬时 速度 的 定义 吧 : 

在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = lm 7+ 光一 /9， 

其 中 , /(D) 是 汽车 在 时 刻 + 的 位 置 . 等 号 右边 的 表达 式 和 上 述 Pa) 的 定义 一 样 , 除 
了 用 > 代替 之 外 ! 这 就 是 说 , 如 果 wb) 是 在 时 刻 + 的 瞬时 速度 那么 fb = (人 
切 地 说 , 速度 就 是 位 置 关于 时 间 的 导数 

让 我 们 来 看 一 个 关于 求 导 的 例子 . 如 果 f(z) = x2, 那 六 (z) 是 什么 呢 ? 计算 
过 程 和 5.2.3 节 结 尾部 分 很 相似 : 
Fete) Ct) 


9 


于 h—0 h h—0 h 
7242rzh+h—r .2zh+i+ph? 
= lim = lim 
h—0 h h—:0 h 


= lim (2 + h) = 2x. 
h—0 


因此 , f(z) = 22 的 导数 由 f(x) = 2z 给 出 . 这 意味 着 , 抛物 线 y = x? 在 点 (x, x?) 
的 切线 的 斜率 就 是 2z. 让 我 们 画 出 该 曲线 和 一 些 切 线 来 检验 一 下 , 如 图 5-15 所 示 . 
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在 z= 一 1 处 CS 
的 切线 四 


图 5-15 


在 z= 一 1 处 的 切线 的 斜率 看 起 来 的 确 和 -2 一 样 , 这 和 公式 f' (z) = 2z 是 一 致 的 . 
(2 倍 的 -1 是 -2! ) 其 他 切线 也 一 样 , 它们 的 斜率 都 是 相应 的 x 坐标 的 2 倍 . 


5.2.7 ”作为 极限 比 的 导数 


在 我 们 导 函 数 f(x) 的 公式 中 , 我 们 必须 求 出 量 f (x 十 及 的 值 . 这 个 量 是 什么 
呢 ? 好 吧 , 如 果 y = f(z), 你 将 z 变 为 xz 十 h, 那么 , f(z 十 h) 只 是 一 个 新 的 y 值 . 量 
h 代表 你 对 xz 作 了 多 少 改变 , 因此 , 我 们 用 量 Ax 作 替 换 . 这 里 的 符号 人 表示 “在 
i 中 的 变化 , ”因此 , Az 就 是 在 x 中 的 变化 . (不 要 把 Ax 看 作 是 A 和 zx 的 乘 
只, 这 明显 就 是 错 的 ! ) 因此 , 用 Az 蔡 换 h, 我 们 来 重新 写 一 下 fr (x) 的 公式 吧 : 
f(t AD) = (2) 


0 a Azx 
好 了 , 这 就 是 所 发 生 的 情况 . 我 们 由 (z,y) 开始 , 其 中 y = f(z). 现在 , 我 们 选取 一 
个 新 的 x 值 , 我 们 称 之 为 z 妆 . y 的 值 也 会 相应 地 变 成 yy, 这 当然 就 是 (zy). 现 


在 , 任意 量 的 改变 量 正好 是 新 值 减 去 旧 值 , 因此 , 我 们 有 两 个 方程 ， 

Az=2Z 新 -2Z 及 Ay= yy —y. 

第 一 个 方程 说 的 是 zx 新 =Z 十 Az, 因此 第 二 个 方程 现在 可 以 做 如 下 变形 : 
Ay = YY = f(z) — f(z) = f(z + AL) — f(D). 

这 就 是 上 面 fr (z) 定义 中 分 数 的 分 子 ! 这 意味 着 


Ay 
/ = = 
1 = 


该 公式 的 一 个 解释 就 是 , x 中 的 一 个 小 的 变化 产生 了 大 约 f(z) 倍 的 y 中 的 变化 . 
的 确 , 如 果 y = f(x) = 22, 那么 , 我 们 在 上 一 节 已 经 看 到 f(z) = 2x. 例如 , 让 我 
们 将 精力 集中 在 当 x = 6 时 的 情况 . 首先 , 请 注意 , 我 们 的 f(z) 的 公式 告诉 我 们 
(6) = 2 x6 = 12. 因此 , 如 果 你 取 方 程 62 = 36 并 将 6 做 一 点 点 改变 , 36 将 会 变 
大 12 倍 . 例如 , 如 果 我 们 把 0.01 加 到 6 上 , 我 们 应 该 将 0.12 加 到 36 上 . 因此 , 我 
说 的 是 (6.01)” 应 该 差不多 是 36.12. 事实 上 , 正确 答案 是 36.120 1, 因此 我 的 解 的 
确 是 很 接近 正确 答案 了 . 
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现在 , 为 什么 我 没有 得 到 确切 的 答案 呢 ? 原因 是 , f(z) 并 不 真正 地 等 于 Ay 和 
Az 的 比值 , 它 等 于 当 Az 趋 于 0 时 该 比值 的 极限 . 这 意味 着 , 如 果 我 们 没有 离 6 太 
远 的 话 , 我 们 会 做 得 更 好 . 让 我 们 来 试 着 猜 一 下 (6.000 4)” 的 值 吧 . 我 们 将 原始 的 x 
值 6 加 上 了 0.000 4, 因此, y 值 应 该 有 12 倍 的 改变 , 就 是 0.004 8. 因此 我 们 的 猜测 
是 (6.000 4)” 大约 是 36.004 8. 这 还 不 错 , 真正 的 答案 是 36.004 800 16, 因此 , 两 个 
数 已 经 非常 接近 了 ! 对 6 的 改变 越 小 , 我 们 的 方法 计算 出 的 结果 就 会 越 好 . 

当然 , 魔力 数字 12 仅仅 当 你 从 z = 6 开始 的 时 候 才 会 起 作用 . 如 果 你 从 x = 13 
始 的 话 , 魔力 数字 就 是 (13) 了 , 它 就 等 于 2x13 = 26. 因此 , 我 们 知道 132 = 139; 
(13.000 2)” 是 什么 呢 ? 为 了 从 13 得 到 13.000 2, 你 必须 加 上 0.000 2. 由 于 魔力 数 
字 是 26, 我 们 必须 将 26 倍 的 0.000 2 加 到 169 上 来 猜测 我 们 的 答案 . 这 就 是 说 , 我 
们 将 0.005 2 加 到 169 上 并 得 出 猜测 结果 是 169.005 2. 这 太 棒 了 : (13.000 2)? 实际 
上 就 是 169.005 200 04. 
不 管 怎样 , 第 13 章 我 们 讲解 线性 化 时 将 会 返回 到 这 些 基本 思想 上 来 . 现在 , 让 
我 们 再 来 看 看 下 面 的 公式 


/ Ay 
f(z) = Rl Arx. 
等 号 右边 的 表达 式 是 , 当 x 中 的 变化 非常 小 时 , y 中 的 变化 和 x 中 的 变化 的 比值 的 
极限 . 假设 , x 小 得 以 至 于 其 中 的 变化 几乎 注意 不 到 ,我们 不 用 Ax, 它 表示 “z 中 
的 变化 ”, 我 们 现在 想 要 写 dz, 这 应 该 表示 “z 中 的 十 分 微小 的 变化 ", 对 y 有 类 似 
的 表示 方法 . 不 幸 的 是 , dz 和 dy 本 身 没有 任何 意义 ”; 尽管 如 此 , 这 给 了 我 们 灵感 ， 
用 一 种 不 同 的 更 方便 的 方法 来 写 导数 : 
如 果 = f(z), 那么 , 你 可 以 用 来 代替 f(z) 
例如 , 如 果 = 22, 那么 型 = 2z. 事实 上 , 如 果 你 用 z2 代替 你 会 得 到 对 于 一 件 
事情 的 很 多 不 同 的 表达 方式 ; 
,dy dc ad 
/ (2) dz dz dz 
作为 另 一 个 例子 , 在 5.2.3 节 , 我 们 看 到 了 ， 如果 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 是 f(t) = 
1512 二 7, 那么 , 它 的 速度 是 30t. 我 们 记得 速度 就 是 fr (t), 这 意味 着 六 (DO = 30t. 但 
如 果 我 们 决定 把 位 置 称 为 p, 以 至 于 了 = 152 + 7, 我 们 可 以 写 型 = 30t. 关键 是 
不 是 所 有 的 都 用 x 和 来 表达 , 你 必须 能 够 应 对 其 他 的 字母 
总 的 来 说 , 量 错 是 y 关于 x 的 导数 , 如 果 y = 7 Co), 那么 型 和 六 (x) 是 一 
回 事 . 最 后 , 请 记 住 , 量 至 实际 上 根本 不 是 一 个 分 数 , 它 是 当 Az 一 0 时 分 数 人 
的 极限 . 
@ “我 们 有 无 穷 小 的 理论 ", 但 它 超出 了 本 书 的 范围 


(Z2) = 27. 
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5.2.8 ”线性 函数 的 导数 


让 我 们 停 下 来 喘 口 气 , 回顾 一 个 简单 的 例子 : 假设 , f 是 线性 的 . 这 意味 着 , 对 
于 某 个 mm 和 6b, 了 (x) = mz 十 b， 你 认为 f(x) 会 是 什么 ? 请 记 住 , 它 是 测量 曲线 
= f(z) 在 点 (zx, 了 (x)) 处 的 切线 的 斜率 的 . 在 我 们 这 个 例子 下 , y = mz 二。 的 图 
像 就 是 斜率 为 m, y 轴 截 距 为 上 的 一 条 直线 . 如 果 世 界 上 还 有 真理 的 话 , 那么 , 该 条 
直线 上 任意 一 点 的 切线 就 是 这 条 直线 本 身 ! 这 意味 着 , 不 管 > 取 何 值 , f' (x) 的 值 
就 应 该 是 m: 曲线 y = mz 十 5 有 固定 的 斜率 m. 让 我 们 用 公式 检验 一 下 : 


.f(z+h)— f(r) ， (mm(z 十 内 十 由 一 (mmZ 十 中 
2 0 : 


. mh _.. 
=lim— = limm=m. 
h 一 0 几 h—0 


因此 , 世界 有 真理 存在 : 不 管 x 取 何 值 , ff (x) = m. 这 就 是 说 , 线性 函数 的 导数 是 
常数 . 正如 你 会 期 待 的, 只 有 线性 函数 有 固定 的 斜率 (这 是 所 谓 的 中 值 定 理 的 结果 ; 
见 11.3.1 节 ). 顺便 说 的 是 , 如 果 了 就 是 常数 函数 , 以 至 于 f(z) = 5, 那么 , 斜率 总 
是 0. 特别 是 , 对 于 所 有 的 z, f(x) = 0. 因此 , 我 们 证 明了 常数 函数 的 导数 恒 为 0. 
5.2.9 ”二 阶 导 数 和 更 高 阶 导数 
于 你 可 以 由 一 个 函数 出 发 , 取 其 导数 得 到 一 个 新 的 函数 1, 事实 上 , 你 可 
以 采用 这 个 新 的 函数 , 再 次 求 导 . 以 导数 的 导数 结束 , 这 被 称 为 二 阶 导 , 并 写作 7”. 
侈 如 , 我 们 已 经 看 到 , 如 果 f(z) = z2, 那么 , 其 导数 为 f(z) = 2z. 现在 , 我 们 
想 要 对 此 结果 求 导 . 让 我 们 设 g(x) = 2z, 并 试 着 求 出 g' (zx). 由 于 9 是 一 个 线性 函 
数 , 其 斜率 为 2, 从 上 一 节 我 们 知道 g' (z) = 2. 因此 , f 导数 的 导数 是 常数 函数 2， 
这 样 我 们 就 证 明了 , 对 于 所 有 的 zx, f” (x) = 2. 
如 果 y = 7 (z), 那么 , 我 们 已 经 看 到 我 们 可 以 用 氏 代替 产 (z). 对 于 二 阶 导 有 
一 种 相似 的 记号 : 


如 果 Y = f(z), 那么 , 你 可 以 用 代替 fr (z). 
在 上 述 例子 中 , 如 果 y= f(z) = z2, 那么 我 们 看 到 了 
d2 d2 2 d2 
(2)= 和 二 可 
这 些 都 是 对 f(x) = xz? 的 二 阶 导 (关于 z) 是 常数 函数 2 的 有 效 的 表达 方式 . 
为 什么 停止 在 求 二 阶 导 上 呢 ? 函数 了 的 三 阶 导 是 f 的 导数 的 导数 的 导数 . 那 
会 是 很 多 导数 ! 现实 一 点 , 你 应 该 把 f 的 三 阶 导 看 成 是 f 二 阶 导 的 导数 , 而 且 你 可 
以 用 以 下 任意 一 种 方式 写 出 : 


Fs 


(x2) = 2. 


d3y _. d3 
drs a 
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记号 f3) (z) 尤其 对 于 求 高 阶 导 数 特别 方便 , 因为 写 那 么 多 的 撤 号 简直 太 傻 了 . 因 
此 , 例如 , 四 阶 导 , 就 是 三 阶 导 的 导数 , 可 以 写作 1 (x) 而 不 是 f(z). 这 就 是 说 ， 
有 时 候 会 用 另外 一 种 方式 表示 会 很 方便 , 如 将 二 阶 导 写成 f(x) 而 不 是 J (zx). 其 
至 也 可 能 将 一 阶 导 写成 f(z) 而 不 是 f(z), 因为 我 们 只 取 了 一 次 导数 , 此 外 , 用 
f0) (z) 代替 f(z) 本 身 (没有 取 导 数 ! ). 用 那 种 方式 , 对 于 某 个 整数 n, 任何 导数 都 
可 以 写成 f(z) 的 形式 . 


5.2.10 “导数 何 时 不 存在 


在 5.2.5 节 , 我 提 到 了 f(x) = |z| 的 图 像 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 这 将 应 该 意味 
着 , 在 x = 0 处 导数 不 存在 . 现在 , 让 我 们 来 看 看 为 什么 会 这 样 . 使 用 导数 公式 , 我 
们 有 


1 2 jm f+) 1 + 
(7) a hh ts h 2。 
我 们 感 兴趣 的 是 , 当 x = 0 时 会 发 生 什 么 , 因此 , 我 们 在 以 上 等 式 链 中 用 0 替换 zx: 
ny 1 f(O+h)— f(0) he Ti 网 
人 h 一 本 h 


我 们 之 前 看 到 过 这 个 极限 ! 事实 上 , 在 4.6 节 i 这 意味 

着 , f' (0) 的 值 无 定义 , 即 0 没有 在 户 4 定义 域 中 ， 然而 , 我 们 也 看 到 了 , 如 果 你 将 

0 个 双 侧 极限 改 为 单 侧 极 限 , 那么 特别 是 , 右 极限 是 1, 左 极限 
是 -1. 这 就 激发 了 右 导 数 和 左 导数 的 思想 , 其 定义 分 别 由 如 下 公式 给 出 

CA eh ee pa 

h—0+ h h—0— h 

它们 看 起 来 和 普通 导数 的 定义 很 相似 , 除了 双 侧 极限 ( 即 , 当 h 一 0) 分 别 由 右 极限 

和 左 极限 所 代替 外 . 正如 在 极限 的 情况 一 样 , 如 果 左 导数 和 右 导数 存在 且 相 等 , 那 

么 , 实际 的 导数 存在 且 有 相同 的 值 . 此 外 ”, 如 果 导 数 存 在 , 那么 , 左右 导数 都 存在 且 

都 等 于 导数 值 . 

不 管 怎样 , 关键 是 , 如 果 f (x) = lz|, 那么 ,在 z= 0 处 其 右 导 数 为 1, 左 导数 为 

一 1. 你 相信 吗 ? 我 们 再 来 看 看 图 5-16 吧 : 

你 从 原点 出 发 沿 着 该 曲线 向 右 移 动 时 , 它 的 斜率 y=|2| 

然 是 1 (事实 上 , 它 保持 斜率 1, 即 , 如 果 x > 0， 

产 (z) = 1)， 类 似 地 ,从 原点 出 发 沿 着 该 曲线 向 左 

移动 时 , 它 的 斜率 当然 是 -1 (事实 上 , 如 果 x < 0， 

包 (z) = 一 1)， 由 于 左 侧 和 斜率 不 等 于 石 侧 斜 率 , 在 

z= 二 0 处 导数 不 可 能 存在 . 图 5-16 


@ 你 可 能 会 说 “反之 ”, 但 只 有 当 你 知道 什么 是 “反之 ”的 时 候 才 可 以 说 ! 


? 
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现在 , 我 们 有 了 在 其 定义 域内 不 是 处 处 可 导 的 连续 函数 . 很 明显 , 除了 一 个 小 
点 外 , 它 仍然 是 可 导 的 . 这 说 明 , 你 可 以 有 一 个 连续 函数 , 它 是 “这 么 的 尖 并 且 颤 拌 
着 ”, 以 至 于 事实 上 它 在 每 一 个 单 点 x 上 都 有 一 个 尖 角 , 因此 , 它 在 任意 点 上 都 不 可 
导 ! 这 种 时 比 的 函数 超出 了 本 书 的 研究 范围 , 但 是 , 我 可 能 也 会 提 到 一 些 这 种 类 型 
的 函数 用 来 模拟 股价 , 如 果 你 曾经 看 到 过 股价 的 图 像 , 你 就 会 知道 我 说 的 “ 尖 的 并 
且 颤 拌 着 ”是 什么 意思 了 . 不 管 怎样 , 我 要 说 的 是 , 存在 不 可 导 的 连续 函数 . 那么 ， 
会 有 不 连续 的 可 导 函 数 吗 ? 回答 是 否定 的 , 我 们 马上 就 会 看 到 为 什么 了 . 


5.2.11 ”可 导 性 和 连续 性 


现在 到 了 将 本 章 的 两 个 重要 概念 联系 在 一 起 的 时 候 了 . 我 要 证 明 的 是 , 每 一 个 
可 导 函 数 也 是 连续 的 . 从 另外 一 个 角度 出 发 , 如 果 你 知道 一 个 函数 是 可 导 的 , 你 会 
自动 得 到 该 函数 的 连续 性 . 更 确切 地 说 , 我 要 证 明 : 
如 果 一 个 函数 f 在 x 上 可 导 , 那么 , 它 在 x 上 连续 . 
例如 , 我 们 将 在 第 7 章 证 明 , sin (x) 作为 x 的 函数 是 可 导 的 . 这 会 自动 暗示 它 在 x 
处 也 是 连续 的 . 同样 的 结论 也 适用 于 其 他 的 三 角 函 数 , 指数 函数 和 对 数 函 数 (除了 
在 它们 的 垂直 渐 近 线 处 ). 
因此 , 我 们 如 何 来 证 明 我 们 提出 的 重要 主张 呢 ? 让 我 们 先 来 看 看 我 们 想 证 明 的 
是 什么 . 要 证 明 的 是 f 在 x 上 连续 , 我 们 将 需要 证 明 

lim f(w) = f(z), 
我 们 记得 , 在 5.1.1 节 中 , 只 有 当 等 号 两 边 同 时 存在 时 , 该 方程 才 成 立 ! 在 我 们 继续 
证 明之 前 , 我 想 用 h = w 一 x 作 蔡 换 , 正如 我 们 之 前 做 过 的 . 在 那 种 情况 下 , w = z+h， 
并 且 , 当 w 一 z 时, 我 们 看 到 一 0. 因此 , 上 述 方程 可 由 下 式 代替 
lim f(z +h) = f(7). 

我 们 需要 证 明 等 号 两 边 都 存在 并 且 相 等 那样 的 话 , 我 们 就 完成 任务 了 . 

既然 我 们 目标 明确 , 让 我 们 从 我 们 真正 知道 的 开始 吧 . 我 们 知道 f 在 x 上 可 
导 ; 这 意味 着 , f(x) 存在 , 因此 , 根据 j 的 定义 , 极限 
1 f(z+ hh) — fo) 

h—0 h 
存在 . 首先 , 我 们 注意 到 , 该 公式 中 包含 了 f(x), 那么 , 它 一 定 存 在 , 否则 , 该 公式 就 
会 受到 重创 . 因此 , 我 们 已 经 到 达 了 某 个 阶段 : 我 们 知道 (x) 存在 . 我 们 仍然 需要 
做 一 些 聪明 的 事情 . 诀 罕 就 是 , 由 另 一 个 极限 开始 : 
jm (ft) vn) 


一 方面 , 将 它 精 确 地 分 成 两 个 因子 , 我 们 可 以 求 出 该 极限 : 
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+ 有 一 1 四 
h—0 h 


= / Pe 
lim x limh= f(z) x0=0. 


因为 所 有 涉及 的 极限 都 存在 , 所 以 这 样 做 还 不 错 . (这 就 是 你 需要 知道 f(x) 存在 的 
地 方 , 否则 那样 做 就 没有 道理 了 .) 男 一 方面 , 我 们 可 以 取 原 始 极 限 并 删除 因子 h 得 


到 
lim (人 x ) = lim (f(z +h)— f(z)). 


je (| & ) 


h—0 h h—0 

我 们 比较 一 下 之 前 的 这 两 个 方程 , 就 会 得 到 
lim (f(z + — f(z) =0. 

当然 , f(z) 的 值 根本 不 依赖 于 极限 , 因此 我 们 可 以 将 它 提出 来 , 会 看 到 
(lim flz+ 月 ) - f(z) = 0 
现在 , 我 们 必须 要 做 的 就 是 将 f(z) 加 到 等 号 两 边 , 得 到 
lim f(z +h) = f(7) 
这 正 是 我 们 想 要 的 ! 特别 是 , 等 号 左边 的 极限 存在 并 且 等 式 成 立 ， 因 此 , 我 们 证 明 
了 一 个 很 好 的 结论 : 可 导 函 数 必 连 续 . 但 是 , 请 记 住 , 连续 函数 并 不 总 是 可 导 的 ! 


第 6 章 如何 求 解 微 分 问题 


现在 , 我 们 要 看 看 如 何 应 用 上 一 章 中 的 一 些 定理 来 求解 微分 问题 . 我 们 可 以 利 
用 公式 求 导 , 但 这 很 策 拙 . 因此 , 我 们 会 看 到 一 些 能 让 生活 变 轻松 的 法 则 . 总 之 , 以 
下 各 项 就 是 我 们 在 本 章 要 讲解 的 内 容 : 

。 使 用 定义 求 导 ; 

。 使 用 乘积 法 则 、 商 法 则 与 链 式 求 导 法 则 ; 

。 求 切 线 方程 ; 

。 速度 与 加 速度 ; 

。 求 导数 伪装 的 极限 ; 

。 如 何 对 分 段 函 数 求 导 ; 

。 使 用 一 个 函数 图 像 来 画 其 导 函 数 的 图 像 . 


6.1 ”使 用 定义 来 导 
我 们 说 , 我 们 想 要 对 f(z) = 1/z 关于 x 求 导 . 从 上 一 章 中 我 们 了 解 导数 的 定 


人 ee 
Plo) = lm 全 二 
因此 , 在 我 们 的 题 中 , 会 有 
1 1 
PO 


在 分 式 中 ， er ee 0 替换 h， 人 一 个 = 1 的 不 定式 因此 , 你 还 
要 多 计算 一 点 . 在 这 种 情况 下 , 基本 思想 就 是 通过 通 分 米 化 简 分 子 你 会 得 到 


2 一 (Z 十 用 
站 x(xz+h) _.. 一 几 
I pe 
现在 我 们 从 分 子 分 母 中 删除 一 个 含有 的 因子 , 然后 , 设 hh = 0 求 极限 值 : 
， 网 | -1 1 
f'(z) = lim 和 = 一 区. 


hi 一 02(Z 十 几 ) 2Z(D) 呈 
即 
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了 - 2 
dz 2 


另 一 方面 , 为 了 求 f(x) = Vz 的 导数 , 你 必须 利用 我 们 在 4.2 节 中 使 用 的 诀 容 


Ny a Vt Vy 


h—0 h h—0 


我 们 再 次 得 出 了 的 不 定式 . ee 除 以 分 子 和 分 母 


_TinVzT+TA-VI Vitht ve _ Ti z+h) oz . 

7 0 h Viih+ ve Rb AVE Fh VT) 

现在 , 我 们 可 以 在 分 子 上 删除 z 这 一 项 , 从 分 子 和 分 母 中 删除 含有 的 因子 , 并 求 
极限 , 会 看 到 


pe) = 1 h 了 1 | 
OVITirVE) nViThiryi VitvVi 2 
总 的 来 说 , 我 们 证 明了 


训 ( 同 -5 
现在 , 使 用 导数 的 定义 , 你 会 如 何 求 f(z) = Vz 二 xz? 的 导数 呢 ? 即使 你 可 以 写 
出 答案 , 我 要 求 的 是 使 用 导数 的 定义 , 因此 , 你 必须 撒 开 一 切 诱惑 并 使 用 公式 : 
% — f(z T+ t t 2 五 十 Z2 
Pi 和 yt a h+ (ze 2 (Vi+r) 
这 看 起 来 很 杂乱 , 但 如 果 我 们 将 它 分 成 含有 平方 根 的 项 和 含有 平方 的 项 , 我 们 会 看 
到 


zr h)2— 
?0- 咎 + 
我 们 知道 如 何 来 求 这 两 个 极限 ; a 到 第 一 个 极限 是 1/2Vz, 我 们 在 5.2.6 
节 中 求 出 了 第 二 个 极限 是 2z， 你 应 该 试 着 不 看 前 面 的 求解 过 程 自 己 做 一 遍 ， 并 和 
保 你 得 到 正确 答案 


0 5 + 27. 


现在 到 了 对 zx”* 关于 x 求 导 的 时 候 了 , 其 中 nn 是 某 个 正 整数 . 设 f (x) = z”; 那 
么 我 们 有 


jp Pt) 1 +" en 
0 


我 们 必须 用 某 种 方法 来 应 对 (z 十 h)”. 有 很 多 方法 能 处 理 该 问题 ; 让 我 们 尝试 最 直 
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接 的 方法 , 就 是 写 


LL 


(z+h)”*=(r+h) (ri+h):..(r+h). 
在 以 上 乘积 中 有 n 个 因子 . 如 果 将 它们 都 乘 开会 很 混乱 , 但 它 表明 , 我 们 不 需要 全 
部 展开 , 我 们 只 需要 开始 部 分 . 如 果 你 从 每 一 个 因子 中 提取 项 x, 将 会 有 n 个 xz, 因 
此 , 在 乘积 中 你 会 得 到 z" 这 一 项 . 那 是 得 到 所 有 x 因子 的 唯一 方法 , 因此 , 我 们 已 
经 有 了 


(z 二 +h”== (Zz 十 h(t 十 及 …(z 十 hh) = 二 x? 十 含有 的 项 
然而 , 我 们 还 需要 再 多 做 一 点 . 要 是 你 从 第 一 个 因子 中 提取 h, 从 其 他 因子 中 提取 
z, 又 会 怎样 呢 ? 那样 , 你 会 有 一 个 h 和 (n 一 1) 个 x, 因此 , 当 你 将 它们 都 乘 起 来 的 
时 候 , 你 会 得 到 hz"-1. 还 有 其 他 的 方法 来 选择 一 个 h 和 其 余 的 x (你 可 以 从 第 二 
个 因子 里 提取 h, 从 其 他 因子 中 提取 zx, 或 者 , 从 第 三 个 因子 里 提取 h, 从 其 他 因子 
中 提取 zx, 依 此 类 推 ). 事实 上 , 有 种 方法 来 选取 一 个 h 和 其 余 的 x, 因此 , 实际 上 
你 有 7 个 hz 相 加 在 一 起 会 得 到 nhz*-!. 在 展开 式 中 , 每 隔 一 项 至 少 有 两 个 
h, 因此 , 每 隔 一 项 束 含 有 一 个 带 岂 2 的 因子 . 总 之 , 我 们 可 以 写成 

(Zz 二 有 "== (z 十 及 )(z 十 及 … (Zz 十 hh) 二 xz? 十 nhz"-1 十 含有 因子 hr? 的 项 

让 我 们 稍 作 整 理 : 我 们 将 用 及 x (垃圾 ) 代表 “含有 因子 及 的 项 ”, 其 中 “垃圾 ”就 
是 含有 z 和 的 多 项 式 . 即 ， 

(zh?=(z 十 h(t 十 及:… (ZZ 十 局 = 二 X77 十 nhr”!l 十 hx (垃圾 ). 
现在 , 我 们 可 以 将 以 上 形式 之 入 导数 的 公式 里 : 

Mi Jim (Zz 十 EE = lim zx? 二 nhzn-1 十 x (垃圾 ) 一 2 
2 这 一 项 被 删除 掉 了 , 然后 , 我 们 可 以 删除 含有 的 因子 : 
h 一 0 时 , 第 二 项 趋 于 0( 由 于 垃圾 是 温和 的 不 会 破裂 ! )， 但 是 第 一 项 仍然 是 
nz 1. 因此 , 我 们 得 出 结论 , 当 ”是 一 个 正 整数 时 ， 


{也 


I 


d ME 入 一 二 
Iz = 
事实 上 , 我 们 将 会 在 9.5.1 节 中 证 明 , 当 a 是 任意 实数 时 ， 
d 
Ire") = axe! 


pS 


用 文字 的 形式 来 表述 就 是 : 你 是 简单 的 提取 次 数 , 将 它 放 在 最 前 面 作 系数 , 然后 再 
将 次 数 减少 1 
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让 我 们 再 来 好 好 看 看 以 上 公式 . 首先 , 当 a = 0 时 , 那么 , z? 是 常数 函数 1. 其 
导数 是 0z-1, 结果 就 是 0. 这 和 我 们 在 5.2.8 节 中 计算 的 一 样 ; 总 的 来 说 ， 


如 果 C 是 常数 , 那么 C(O) -0. 


现在 , 如 果 a = 1, 那么 , z?” 就 是 x. 根据 公式 , 其 导数 为 1z", 就 是 常数 函数 1. 同 
样 , 这 和 我 们 5.2.8 节 中 的 结果 是 一 致 的 ; 我 们 证 明了 


d 


当 a = 2 时 , 我 们 会 看 到 z2 关于 z 的 导数 是 2z1, 就 是 2z. 这 和 我 们 之 前 的 结论 是 
一 致 的 . 类 似 地 , 当 a = -1 时 , 我 们 可 以 使 用 公式 并 看 到 z-! 的 导数 是 -1 x zZ-2. 
事实 上 , 这 就 是 说 1/z 的 导数 是 -1/z2, 我 们 在 本 节 开 始 的 时 候 已 经 知道 这 一 点 了 ! 
这 个 例子 会 经 常 出 现 , 你 应 该 特别 掌握 . 
现在 , 让 我 们 来 尝试 一 些 指数 为 分 数 的 情况 . 当 a = 3 时 , 你 会 看 到 >"” 关于 
z 求 导 是 5z-172 根据 指数 法 则 (关于 这 些 的 回顾 请 参见 9.1.1 节 ! ), 你 可 以 重 写 
并 看 到 Vz 的 导数 是 1/2Vz, 这 正 是 我 们 以 上 所 求 得 的 结果 . 再 次 强调 的 是 , 它 会 
经 常 出 现 , 要 特别 掌握 , 这 样 , 你 就 不 会 将 指数 5 和 5 搞 错 了 . 最 后 , 让 我 们 尝试 


二 5 的 情况 . 公式 告诉 我 们 
(zu 在 SDH 和 Bw 2s 
使 用 指数 法 则 (你 也 可 以 在 9.1.1 节 中 找到 它 ) 我 们 将 其 重 写 成 
二 这 


这 个 有 一 点 儿 令 人 费解 , 我们 不 会 为 学 习 它 而 烦恼 . 只 要 确保 你 可 以 使 用 上 述 框 中 
的 z* 关于 z 的 求 导 公式 来 推导 出 它 就 可 以 了 . 


6.2 ” 求 导 (好 方法 ) 


所 有 的 这 些 为 了 求 导 而 出 现 的 杂乱 的 极限 不 免 有 些 乏 味 . 幸运 的 是 , 一 旦 你 做 
了 , 你 就 可 以 根据 一 些 简单 的 法 则 由 你 已 经 求 得 的 导数 来 构造 其 他 的 导数 了 . 让 我 
们 定义 一 个 函数 f, 如 下 所 示 : 

3z7 十 Z4V2z5 十 15z4/3 一 237 十 9 
jz) = B72 A . 
对 一 个 类 似 的 函数 求 导 的 关键 是 理解 它 是 如 何 由 简单 函数 合成 的 . 在 6.2.6 节 , 我 
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们 将 会 看 到 如 何 使 用 简单 的 运算 (函数 的 常数 倍 、 函 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 
以 及 复合 函数 ) 用 形 如 ze 的 原子 来 构造 f, 我 们 已 经 知道 如 何 对 其 求 导 了 . 首先 ， 
我 们 需要 看 看 求 导 将 如 何 受 到 这 些 运算 的 影响 ; 然后 , 我 们 回来 再 求 以 上 令 人 厌恶 
的 函数 了 的 产 (zx). (以 下 法 则 参见 附录 A 中 的 A.6 节 , 尽管 在 6.2.7 节 中 会 有 直观 
的 解释 .) 
6.2.1 ”函数 的 常数 倍 

应 对 一 个 函数 的 常数 倍 很 容易 : 你 只 要 在 求 导 后 , 用 常数 乘 以 该 函数 的 导数 就 
可 以 了 . 例如 , 我 们 知道 z2 的 导数 是 2z, 因此 , 7z2 的 导数 就 是 7 倍 的 2z, 或 14x. 
一 x? 的 导数 是 -2z, 因为 你 可 以 认为 前 面 的 负 号 是 用 -1 做 乘法 的 结果 . 事实 上 , 有 
一 个 简单 的 方法 来 求 za 的 常数 倍 的 导数 . 简单 地 将 指数 拖 下 来 , 用 它 和 常数 相 乘 ， 
然后 , 将 指数 降低 一 次 . 因此 , 对 于 7z2 的 导数 , 我 们 将 2 拖 下 来 , 用 它 和 7 相 乘 得 
到 系数 14, 然后 , 将 z 指数 降低 一 次 得 到 14z1, 也 就 是 14z. 类 似 地 , 为 了 求 13x1 
的 导数 , 我 们 用 4 乘 以 13, 得 到 一 个 系数 为 52, 然后 , 将 x 指数 降低 一 次 得 到 52z3. 
6.2.2 ”函数 和 与 函数 差 

对 函数 和 与 函数 差 求 导 会 更 容易 , 就 是 对 每 一 部 分 求 导 , 然后 再 相 加 或 相 减 就 
可 以 了 . 例如 , 下 式 关 于 z 的 导数 是 什么 呢 ? 

95 一 2 二 -后 十 2 
首先 , 我 们 将 1/Vz 写成 -122, 这 意味 着 , 我 们 真 的 必须 要 对 3z5 一 2z2 十 7z-L2 十 2 
求 导 了 . 使 用 我 们 刚刚 看 到 的 常数 倍数 的 求 导 方 法 , 3z5 的 导数 是 15z4.， 类 似 地 ， 
2z2 的 导数 是 -4z, 以 及 7z-22 的 导数 是 -Zs 3/2. 最 后 , 2 的 导数 是 0, 因为 2 
是 一 个 常数 . 这 就 是 说 , 只 要 是 求 导 , 在 结尾 的 +2 就 是 无 关 紧要 的 . 因此 , 我 们 将 
这 些 值 组 合 在 一 起 会 看 到 
2 3z5 — 2722 + 十 2 | = (975 一 2z2 二 7z-12 十 2) 一 15z4 一 47 一 了 z-3/2 

dz Vz dz 加 2 
顺便 说 的 是 , 意识 到 你 可 以 将 za/2 写成 zVz 是 很 有 用 处 的 , 这 样 你 也 可 以 将 以 上 
导数 写作 


ry 
152 47 5 
类 似 地 , z5/2 就 是 22Vz, z7/2 就 是 z3VZ, 等 等 . 
6.2.3 ”通过 乘积 法 则 求 积 函数 的 导数 
处 理 函 数 乘积 的 时 候 要 更 有 技巧 的 , 你 不 能 只 是 } 
不 做 展开 (那样 将 会 太 费时 间 了 ), 我 们 想 要 求 


两 个 导数 乘 在 一 起 ， 例 如 ， 


ENY 
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h(xz) = (25 + 27x — 1)(3x3 — 277 — x — 37) 

的 导数 . 我 们 设 f(x) = 十 2z 一 1 及 g(z) = 3z3 一 277 一 Zz4 一 3x. 蜀 数 有 是 了 
和 g 的 乘积 . 我 们 可 以 很 容易 地 写 出 f 和 g 的 导数 , 它们 是 f(x) = 5z4 十 2 及 
g (7) = 2477 一 1476 一 423 一 3. 正如 我 说 的 , 乘积 h 的 导数 是 这 两 个 导数 的 乘积 , 这 
是 不 正确 的 . 即 扩 (z) 关 (5z4 十 2) (24z7 - 14z6 - 473 一 3). 说 1 (z) 不 是 什么 是 没 
有 用 的 , 我 们 需要 说 它 是 什么 ! 
这 表明 你 需要 混合 匹配 . 这 就 是 说 , 你 取 f 的 导数 并 用 它 和 g 相 乘 (不 是 9 的 
导数 ). 然后 , 你 也 需要 取 9 的 导数 并 用 它 和 f 相 乘 . 最 后 , 将 它们 加 在 一 起 . 这 就 
是 法 则 : 


乘积 法 则 (版 本 1) 如 条 h(x) = f(z)g(z), 那么 W(x) = (x)g(z) + f(z)g (7 


因此 , 对 于 我 们 例子 中 的 h(x) = (x5 十 22 一 1) (3zs 一 227 一 x4 一 32), 我 们 将 
h 写成 上 和 9 的 乘积 并 求 它 们 的 导数 , 就 像 我 们 上 面 做 的 一 样 . 将 我 们 的 发 现 总 结 
一 下 , 取 每 一 列 分 别 对 应 上 和 9: 

f(x)=7x5+27—1 g(7)=373 一 227 一 24 一 37 

j(zZ) 一 5z4 十 2 9 (7)=2477 -14z6 — 473 一 3. 
现在 , 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 并 做 一 些 交 叉 相 乘 . 你 看 , 我 们 需要 用 左下 方 的 f' (2) 
和 右上 方 的 g (x) 相 乘 , 然后 用 左上 方 的 f(x) 和 右 下 方 的 9% (z) 相 乘 , 并 将 它们 相 
加 在 一 起 . 这 样 我 们 得 到 

Wz) = f(x)9(7) + f(z) (Z) 
一 (5z4 十 2)(3z8 一 277 — x4 — 32) 

二 (z5 十 27 一 1)(24z7 — 14z6 — 4z3 — 3). 
你 可 以 将 这 个 结果 乘 开 , 但 这 会 比 将 原始 的 函数 h 乘 开 然后 求 导 还 要 糟 . 就 让 它 这 
样 吧 . 

还 有 另外 一 种 方式 来 写 乘 积 法 则 . 事实 上 , 有 时 候 , 你 必须 处 理 y = 用 x 表示 
的 项 , 而 不 是 f(x) 的 形式 . 例如 , 假设 y = (2z3 十 27) (3z 十 Vz 十 1), dy/dz 是 什 
么 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 令 v = (za3+2z) 及 v= (37 十 Vz 十 1) 会 更 容易 一 些 . 然 
后 , 我 们 可 以 使 用 以 上 形式 的 乘积 法 则 并 作 一 些 替 换 : 首先 , w 替换 f(z), 这 样 就 
使 du/dz 替换 f(z); 对 于 和 g(z) 我 们 做 同样 的 操作 , 会 得 
乘积 法 则 (版 本 2) ”如 果 y = wv, 则 

dy du dv 
dz dr “dr 


i 


一 


因此 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 有 
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u= 23 二 27 uv 一 37Z 十 VZ 十 1 
du 2 dv _ 。 1 
dy du dv 号 1 
= = (321 Fl)(3z2 十 2) 十 (2 十 2 
人 (3z 十 VZ 十 1H)(3z ) 十 (z 2Z) ( 5 


要 是 你 有 一 个 三 项 的 乘积 又 会 怎样 呢 ? 例如 , 假设 
=(z2 十 1)(z2 十 3z)(z5 十 274 十 7 了) 
你 想 要 求 dy/dz. 你 可 以 将 它 乘 开 在 求 导 ， 或 者 你 可 以 使 用 适用 于 三 项 的 乘积 
法 则 : 


乘积 法 则 (三 个 变量 ) 如 果 y = wuvw, 那么 
dy du dv dw 
一 WU 十 从 DU 


d dz 


在 我 们 完成 本 例 之 前 , 来 看 一 个 记 住 以 上 公式 的 小 容 门 吧 : 就 是 把 uvw 加 三 次 , 但 
对 于 每 一 项 , 要 将 d/dz 放 在 不 同 的 变量 之 前 . (同样 的 诀 穿 适用 于 四 个 或 多 个 变 
量 一 一 每 一 个 变量 都 要 进行 一 次 微分 运算 ! ) 不 管 怎样 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 要 
令 v=z2+luo=z2+3z 及 wu=z 十 2z4 十 7, 这样 , y 就 是 乘积 wuw， 我 们 有 
du/dz =2z, du/dz=2z+3 及 do/dz =5z4+8z3. 根据 以 上 公式 , 我 们 有 
dy du dv dw 
dz uw | Wa | 
一 (2z)(z2 十 3z)(z5 十 224 十 7) 十 (z2 十 1)(2z 十 3)(z5 十 224 十 了) 
十 (z2 十 1)(z2 十 3z)(5z4 十 8z3). 
于 我 们 没有 将 以 上 y 的 原始 表达 式 展开 并 化 简 , 我 当然 不 准备 化 简 这 个 导数 ! 然 
而 , 我 确实 想 说 的 是 , 你 不 能 总 是 将 所 有 的 一 切 都 展开 .有 时 候 你 只 需要 使 用 乘积 
法 则 就 行 了 . 例如 , 当 你 在 下 一 章 学 了 如 何 对 三 角 函 数 求 导 之 后 , 你 就 会 想 要 能 够 
使 用 乘积 法 则 来 求 像 zsin (z) 这 样 的 导数 了 . 你 真 的 不 能 将 这 个 表达 式 展开 一 一 
它 已 经 是 展开 的 形式 了 . 因此 , 如 果 你 想 要 对 它 关 于 x 求 导 , 没有 什么 简便 的 方法 
能 够 避免 使 用 乘积 法 则 . 


6.2.4 通过 商法 则 求 商 函 数 的 导数 


我 们 处 理 商 的 方式 和 处 理 乘 积 的 方式 类 似 ， 上 只 是 法 则 稍 有 不 同 . 让 我 们 说 你 
想 对 


2z3 一 3z 十 1 
2Z5 一 8z3 十 2 


关于 z 求 导 . 你 可 以 令 f(x) = 2x3 一 37 十 1 及 g (7) = x 一 8z3 十 2, 然后 , 你 可 以 


h(xz) = 
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将 hh 写成 f 和 9g 的 商 ,或 h(xz)= f(z) /g(x). 以 下 就 是 商法 则 : 


商法 则 (版 本 1) 如 果 h(z) = 1 那么 
jy _ f(g) ~ fa)y (0) 
0 


注意 到 , 除了 正 号 变 成 了 负 号 外 , 等 号 右边 分 式 的 分 子 和 乘积 法 则 中 的 分 子 是 一 样 
的 . 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 需要 对 f 和 g 求 导 并 将 结果 总 结 如 下 : 
f(z)=273 — 3z+1 9g(zZ)=Z5 一 8z3 十 2 
f'(x)=67x2—3 9 (x)=5z4 一 2472. 
根据 商法 则 , 由 于 h(z) = f(z) /g (2z), 我 们 有 
jos 一 To 
(9 六 
(6z2 一 3)(z5 一 8z3+2) 一 (223 一 3z 十 1)(5z4 一 2472) 
人 5 
这 里 还 有 另外 一 种 版 本 , 就 像 是 乘积 法 则 一 样 . 如 果 你 面 对 
322 十 1 
2275 二 7， 
并 想 求 出 dy/dz, 那么 , 就 从 设 v = 3z?2 十 1 及 w= 2zx3 一 7 开始 , 这 样 y==w/v. 现 
在 我 们 使 用 ， 


商法 则 (版 本 2) 如 果 y= 8 那么 
du de 
dy 时 "dr “dz 
dz v2 
我 们 的 总 结 表 如 下 : 
4 一 3Z2 十 1 uv 一 228 一 了 
0 0 
dz rz 
根据 商法 则 ， 
du dv 
dy Vaz “dz (2x3—7)(6x)— (3z2 十 1)(16z7) 
dx | v2 | (2z5 — 7)2 : 


正如 你 看 到 的 一 样 , 商 并 不 比 乘积 难 多 少 (就 是 有 点 乱 ). 
6.2.5 ”通过 链 式 求 导 法 则 求 复合 函数 的 导数 
假设 (2) = (z2 十 1)”, 你 想 要 求 v (z). 将 它 展开 来 求 乘积 是 很 可 笑 的 (这 样 
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的 话 , 你 就 必须 用 xz? +1 和 它 本 身 相 乘 99 次 , 那 将 是 很 耗 时 的 ) 使 用 乘积 法 则 也 
会 很 范 唐 , 因为 你 需要 使 用 很 多 很 多 次 . 
取而代之 的 是 , 我 们 将 h 看 作 是 两 个 函数 f 和 9g 的 复合 , 其 中 , g (z) = z2 十 1， 
f(z) = z89. 事实 上 , 如 果 你 取 一 个 x, 将 它 放 入 9 中 , 你 会 得 到 xz? 十 1. 现在, 如果 
你 把 它 放 入 f, 你 会 得 到 (z? 十 上 ”, 即 (xz). 这 样 , 我 们 就 把 h(x) 写成 了 (9 (z))， 
(更 多 有 关 复 合 函 数 的 内 容 请 查阅 1.3 节 .) 现在 , 我 们 可 以 应 用 链 式 求 导 法 则 了 : 
链 式 求 导 法 则 (版 本 1) 如 果 h(x) = f(g(x)), 那么 (x) = f'(g(x))g'(zx). 
该 公式 看 起 来 有 点 棘手 . 让 我 们 分 解 一 下 . 第 二 个 因子 很 简单 , 它 正 好 是 9 的 导数 . 
了 妇 第 一 个 因子 昵 ? 好 吧 , 你 必须 对 求 导 , 然后 求 其 在 g(z) 处 的 结果 , 而 不 是 z. 
在 我 们 的 例子 中 , 我 们 有 f(x) = z99, 这 样 (x) = 99z98.， 我 们 也 有 g (zx) 
z2 十 1 故 g(z) = 2z. 我 们 的 第 二 个 因子 就 是 2z， 那么 第 一 个 因子 呢 ? 好 , 我 们 
取 fr (zx), 而 不 是 x, 我 们 将 x? 十 1 (因为 这 就 是 g(z)) 放 入 其 中 . 即 , 旋 (9(z)) = 
户 (z2 上 +D1D) = 99 (zx? 十 1)”. 现在 , 我 们 将 这 两 个 因子 乘 起 来 就 会 得 到 
h(x) = f'(g(x))g (zx) = 99(z2 十 1)8(27) = 198z(z2 十 1)93. 
毫 不 夸张 地 说 , 这 看 起 来 有 些 折磨 人 . 还 有 另 一 种 方法 来 求解 同样 的 问题 . 
我 们 由 y = (zx? 十 1)” 开 始 , 我 们 想 要 求 dy/dz，(z? 十 1) 这 一 项 让 问题 变 得 
杂 , 因此 我 们 就 称 它 为 u. 这 意味 着 y = wu39, 其 中 心 = 十 1. 现在 , 我 们 可 以 借 
助 链 式 求 导 法 则 的 另 一 个 版 本 了 : 


测 


链 式 求 导 法 则 (版 本 2) 如 果 y 是 的 函数 , 并 且 w 是 x 的 函数 , 那么 
dy dydu 
dz dudz' 
因此 , 在 我 们 的 例题 中 , 有 
4 一 289 一 2Z2 十 1 
dy _ 00,98 dv _ 
i = 99u a 三 2 
使 用 以 上 框 中 的 链 式 求 导 法 则 , 我 们 看 到 
a 98 
dh dp 99u”™ x 27 = 1987zu™. 


现在 ,你 就 只 需要 通过 用 zx? + 1 替换 v 来 进行 整理 并 看 到 , 我 们 有 dy/dz = 
198 (z2 十 中 器 , 正如 我 们 以 上 求 出 的 . 
这 儿 还 有 一 个 简单 的 例子 . 如 果 y= Vz? 一 7x, 那么 dy/dz 是 什么 呢 ? 我 们 设 
w= 二 一 77x, 这 样 y= Vu. 我 们 的 表 如 下 : 
y= Vu 4 一 23 一 7z 
dy 1 du 
du 2Vu dz 
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因此 , 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 


1 2 一 
dy dydu we 7 


dr dudr 2Vu 2Vu 
现在 , 我 们 必须 要 在 分 母 中 除 掉 wu. 由 于 w= x3 一 7z, 我 们 看 到 
dy 3z2—7 
dr 2Vx3— 7 


当 你 掌握 此 类 解 题 技 巧 后 , 题目 就 会 容易 解答 了 . 
链 式 求 导 法 则 的 两 个 小 贴 士 . 首先 , 为 什么 称 它 为 链 式 求 导 法 则 呢 ? 你 以 x 开 
始 , 你 会 得 到 ww; 然后 , 你 取 ww 会 得 到 y. 这 样 , 通过 附加 的 变量 w 从 zx 到 y 形成 了 
一 种 链 ， 其 次 , 或 许 你 认为 链 式 求 导 法则 是 显而易见 的 . 在 前 面 的 加 框 公 式 中 , 你 
究竟 能 不 能 删除 因子 dw 呢 ? 回答 是 否定 的 . 请 记 住 , 如 同 dy/du 和 du/dzx 这 样 的 
表达 式 其 实 不 是 分 数 , 它们 是 分 数 的 极限 (更 多 详情 参见 5.2.7 节 ). 好 的 一 面 是 它 
们 经 常 表现 得 就 好 像 是 分 数 一 样 (在 本 例 中 它们 确实 表现 得 像 分 数 ). 
事实 上 , 我 们 一 次 可 以 使 用 多 次 的 链 式 求 导 法 则 . 例如 , 令 
y= ((z3 一 10z)2 十 22)3. 

那么 dy/dz 是 什么 呢 ? 我 们 就 令 w= x3 一 10z 及 w= 十 22, 这 样 y = vs. 然后 ， 
我 们 使 用 一 个 比较 长 的 链 式 求 导 法 则 : 

dy dydvdu 

dz dvdudzx 
如 果 你 思考 的 话 , 就 会 得 出 以 上 的 正确 结果 : y 是 v 的 函数 ,v 是 w 的 函数 ,4 是 x 
的 函数 . 因此 , 公式 看 起 来 只 可 能 有 一 种 方式 ! 不 管 怎样 , 我 们 有 


y= v= 二 U3 十 22 4 一 23 一 10z 
dy du _ 2 
8v a 一 9 五 二 37 10. 
我 们 将 所 有 的 一 切 代 入 , 得 到 
dy dy dd 
re (8v')(9u° )(37° — 10). 
就 快 完成 解 题 了 , 但 是 我 们 需要 除 掉 v 项 和 w 项 . 首先 , 用 v89 + 22 蔡 换 v: 
YY = (8u7)(9u8)(3z2 — 10) = (8(u? + 22)7)(9uw8)(3z2 — 10). 
现在 , 我 们 用 x3 - 10z 蔡 换 w 并 合并 因子 8 和 9, 得 到 真正 的 答案 : 
d 


也 = (8(u? 十 22)7)(9usj(3z2 — 10) = 72((z3 — 10z)9 十 22)7(z3 — 10z)8(3z2 — 10). 


d 
以 上 我 们 主要 使 用 了 链 式 求 导 法 则 的 第 三 种 形式 , 但 有 时 应 用 链 式 求 导 法 则 的 
第 一 种 形式 也 会 事半功倍 . 例如 , 对 于 茶 个 函数 g 和 h, 如 果 你 知道 h(x) = Vg (zx)， 
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且 g(5)==4 以 及 g (5)=7, 那么 ,你 仍然 可 以 求 出 jr (5). 我 们 就 设 f(x) = Vz, 这 


我 们 有 f' (x) = 1/2Vz; 因此 


(7) = f(g(7))g (7) = 


现在 , 我 们 将 z = 5 代入 , 得 到 


样 h(xz) = f(g (x)), 然后 使 用 上 述 公 式 h(x 


) = f(g9(2)) 9 由 于 f(z) = Va, 


1 


和 resth ) 


1 

‘(5) = (5). 

ge 0) 

于 g(5)==4 及 g'(5)=7, 我 们 有 
必 (5) = Si Se 


再 来 看 一 个 例子 : 假设 j (zx) = we 


其 中 9 的 定义 如 上 .7 (25) 会 是 什么 


呢 ? 现在 , 我 们 有 j(z) = g (f(z)), 其 中 f(z) = V5. 这 一 次 的 结果 是 
Ne) = 9 (FE) (0) = 9 (DTA 
因此 , 如 果 z = 25, 由 于 g'(5) =7, 我 们 有 
.) Re 加 1 7 
7 25) = f (Vv) 后 - 7 
通过 比较 一 下 这 两 个 例子 可 知 : 复合 的 顺序 非常 重要 
6.2.6 ”一 个 令 人 讨厌 的 例子 
让 我 们 回 到 上 述 定义 的 函数 : 
3z7 十 Z4V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 
人 6z2 一 4 


为 了 求 出 f(z), 我 们 必须 使 用 上 一 节 中 的 法 则 将 f 分 解 为 较 简 单 的 函数 的 合成 . 


使 用 函数 记号 (上 述 所 有 法 则 的 第 一 种 形式 ) 
一 下 吧 ! 
同时 , 我 将 使 用 所 有 法 则 的 第 三 种 形式 . 
首先 要 注意 到 的 是 y 是 两 部 分 的 商 : wv = 3z7 
6z2 一 4. 我 们 将 使 用 商法 则 来 处 理 这 个 分 式 ， 


是 一 个 不 错 的 注意 . 现在 就 请 试 着 做 


我 们 设 y = f(x), 并 试 着 求 出 dy/dx. 
二 x4V2z5 十 15z43 一 237 十 9 及 v= 
因此 我 们 将 需要 du/dx 和 dv/dzx. 第 


二 个 非常 好 计算 , 它 就 是 12z. 第 一 个 有 点 难 


度 . 让 我 们 把 目前 已 知 的 做 一 小 结 


4 一 3z7 十 z4V2z5 十 127z4/3 一 23z 十 9 u 一 6z2 一 4 
a = 127. 
化 
i i 我 们 就 可 以 使 用 商法 则 来 完成 运算 . 因此 , 我 们 要 求 出 du/dzx. 


首先 , 注意 w 是 g = 3z7 和 一 个 令 人 讨厌 的 量 > 的 和 , 其 中 ” 的 定义 为 + = 


Z4V2z5 十 15z43 一 23z 十 9， 我 们 需要 这 两 部 分 的 导数 .gqg 的 导数 很 简单 , 它 就 是 
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21zx6. 现在 ,> 是 w= xt 和 zz 二 V2x5 十 15x4/3 一 23x 十 9 的 乘积 ， 
使 用 乘积 法 则 来 求 dr/dz. 需要 注意 的 是 : 


w= xz4 2 一 V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 
dw dz 
de 
dr dz 


在 , 我 们 可 以 真正 地 求 导 了 ! 证 我 们 建立 最 后 一 张 表 : 


t=27x5 十 15z43 一 23z 十 9 z= vt 
dt dz 1 
— =10x4+ 207x!/3— 23 ee 
dz ee dt 2vt 


根据 链 式 求 导 法 则 (将 变量 改 成 我 们 需要 的 字母 )， 
dz dz dt 1 
adr dar 2vi 
用 + 的 定义 2x5 二 15x4/3 一 23z 十 9 替换 二 我 们 看 到 
dz 10z4 + 207¢1/3 — 23 
dz DV IDL oro 


(10z4 + 20z1/3 — 23). 


因此 , 我 们 必须 


真 要 命 , 我 们 不 知道 dz/dz 是 什么 , 所 以 需要 求 出 它 . 这 里 , 我 们 取 一 个 大 的 表达 
式 的 平方 根 , 并 称 之 为 寺 特别 是 , 如 果 上 = 2z5 十 15z43 一 23z 十 9, 那么 z= vt. 现 


太 棒 了 一 一 我们 终于 得 到 了 dz/dz. 现在 我 们 可 以 将 上 表 中 的 问号 补充 完整 了 : 


w= 74 2 一 V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 
dw 3 dz 10z4 十 20zL3 一 23 
dz dz 2V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 
现在 , 回 过 头 来 看 看 : 我 们 试图 求 出 dr/dz, 其 中 > = wz. 让 我 们 使 用 乘积 法 则 : 
dr dw | dz 
dz “dz : gr 


果 你 从 上 表 中 替换 的 话 , 就 会 得 到 
dr 


4 次 注意 到 , 对 于 变量 你 必须 非常 灵活 地 处 理 , 它们 不 会 总 是 ， 和 w! 不 管 怎 样 , 如 


10z4 十 20zl/3 — 23 


ar _ (Vazs 十 15z4/3 一 23z 十 9) (423) + (24) 


dz 
通 分 并 化 简 上 式 , 我 们 得 到 (检验 一 下 ! ) 


dr 26zx3 十 140z13/3 — 207z4 十 7273 
dz 2V275 十 15z435 一 237+9 


2V27z5 十 15z4/3 一 237 十 9 


现在 我 们 返回 到 w， 我 们 已 经 看 到 w = g + r， 其 中 我 位 有 9 = 3z7 以 及 = 
z4V2z5 十 15z43 一 23zx 十 9. 我 们 知道 dg/dz = 21z6, 并 且 已 经 解 出 了 杂乱 的 dr/dz 


的 公式 , 因此 , 只 要 把 它们 加 在 一 起 , 就 会 得 到 
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du _ 52176 ，26z ”十 140z13/3 一 207z4 十 7273 
1g 
dz 2V275 十 15z43 一 23z 十 9 


最 后 , 我 们 可 以 返回 到 于 和 人 的 计算 , 并 填充 dw/dz: 


U=37x" + XiV2r5 + 15r4/3— 23z+9 u 一 6z2 一 4 
du 6 ，26z8 + 140z18/3 一 20724 十 7273 dv 
一 一 21z6 :| = 12x. 
dz 2V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 dz 
于 y== w/v, 我 们 正好 使 用 标准 的 商法 则 
du dv 
dy "dz “dr 
dz v2 


26z8 + 140z13/3 — 2077z4 十 7273 


21z6 + 
dy _ 2V2xz5 十 15z43 一 237z 十 9 
dz 6z2 一 4 
(2 +z4V325 十 15775 二 237 十 9) (12z) 


(6z2 — 4)? 
终于 完成 解答 了 ! 这 个 解答 确实 不 美观 , 但 它 无 疑 是 有 效 的 . 


6.2.7 ”乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 的 理由 


在 附录 A 中 的 A.6.3 节 和 A.6.5 节 你 可 以 找到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 的 正 


式 的 证 明 , 但 是 , 先 感受 一 个 关于 这 些 法 则 会 起 作用 的 原因 直观 的 想法 , 也 是 一 个 


不 错 的 主意 . 因此 , 让 我 们 来 快速 地 看 一 下 吧 . 


就 乘积 法 则 来 说 , 我 们 将 使 用 6.2.3 节 中 的 该 法 则 的 形式 2. 我 们 以 两 个 量 


和 w 开始 , 它们 都 依赖 于 某 个 变量 z. 我 们 想 知 道 , 如 果 z 有 一 个 小 的 变化 量 Az， 
乘积 wv 将 如 何 变化 . 好 吧 , w 会 变 成 4 十 Auw, v 会 变 成 v 十 Av, 因此 乘积 变 成 了 
(4 十 Aw) (v 十 人 Av). 我 们 可 以 通过 想象 一 个 边 长 为 ww 和 vw 个 单位 长 度 的 矩形 来 理 
解 . 该 矩形 的 形状 发 生 了 一 点 变化 , 其 新 的 维度 是 ww 二 Au 和 w 十 Av 个 单位 长 度 ， 


如 图 6-1 所 示 . 


2 > (ut+Au) (vt+AY) vy Av 


Ut+Au 
图 6-1 


乘积 wv 和 (ww 十 Av) (v 十 Av) 正好 分 别 是 两 个 矩形 的 面积 , 单位 是 平方 单 


位 . 那么 ， 
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面积 有 多 大 改变 呢 ? 让 我 们 将 这 两 个 矩形 重 县 起 来 看 一 下 图 6-2: 


图 6-2 


面积 的 差 恰好 是 阴影 部 分 二 - 型 区 域 的 面积 . 该 区 域 由 两 个 狭长 的 矩形 (面积 大 
vAu 和 wAv 平方 单位 ) 以 及 一 个 小 矩形 (面积 为 AuAv 平方 单位 ) 组 成 .由 于 面 
积 的 改变 是 A (wv) 平方 单位 , 我 们 就 证 明了 

A(uv) = vAu T+ uAv + (Au) (Av). 
当量 Av 和 Aw 非常 小 时 , 那个 小 区 域 的 面积 事实 上 会 非常 非常 小 , 因此 , 基本 上 
可 以 忽略 不 计 . 这 就 是 我 们 要 说 的 : 

A(uv) SS vA uAv. 

如 果 你 将 上 式 除 以 Az, 然后 取 极 限 , 近似 符号 就 会 变 成 直 等 号 , 我 们 就 会 得 到 乘积 
法 则 


| 


事实 上 , 这 非常 接近 真正 的 证 明 ! 
在 我 们 开始 讲解 链 式 求 导 法 则 之 前 , 先 来 证 明 一 下 三 个 函数 的 乘积 法 则 , 它 ( 正 
如 我 们 之 前 看 到 的 ) 由 下 式 给 出 


i 
a WUVW) 三 dz ET ed 全 WU 本 
这 里 的 小 窍门 是 令 z = vw, 这 样 , wvw 正好 是 wz. 首先 , 对 于 > = vw 我 们 可 以 使 


用 乘积 法 则 : 


dw 


dz dv dw 
二 本 忆 


dr dz dz 
现在 , 我 们 对 wz 使 用 乘积 法 则 , 得 到 


Cw) =) = 


剩 下 要 做 的 就 是 用 vw 蔡 换 > 以 及 用 上 式 奉 换 dz/dz, 我 们 得 到 
d du dz du dv dw 
Iz Cw) = 十 4 = Vw 十 风 (* 旦 +" 于 ) 
如 果 你 将 上 式 展开 , 就 可 以 得 到 想 要 的 公式 了 . 
最 后 , 让 我 们 再 来 考虑 一 下 链 式 求 导 法 则 . 假设 y= jw) 及 w= 9(z). 这 意味 
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着 ,v 是 x 的 函数 , y 是 vu 的 函数 . 如 果 我 们 将 x 稍 作 改变 , 结果 是 v 也 会 有 相应 
的 变化 . 由 于 那个 原因 , y 也 会 改变 . y 将 有 多 大 的 改变 呢 ? 

好 吧 , 让 我 们 从 关注 函数 v 开始 , 并 且 观 察 对 于 z 的 一 个 小 的 变化 它 是 如 何 反 
应 的 . 请 记 住 v= g (x); 因此 , 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 讨论 的 一 样 , v 的 变化 可 以 近 
似 看 成 g(x) 乘 以 > 的 变化 . 你 可 以 将 g' (z) 看 作 是 一 种 拉 伸 因子 . (例如 , 如果 你 
站 在 那些 游乐 园 中 可 以 让 你 变 高 变 瘦 二 倍 的 哈哈 镜 的 前 面 , 然后 , 踏 着 脚尖 , 你 的 
镜像 将 升 高 为 你 做 到 的 二 倍 .) 以 下 就 是 一 个 来 描述 它 的 方程 ; 

Au g(r)Az. 
现在 我 们 可 以 对 用 w 表达 的 y 来 重复 以 上 练习 . 由 于 y = f(w), 的 一 个 变化 会 产 
生 y 中 的 近似 fr (w) 倍 的 这 样 一 个 变化 : 

Ay Sf'(u) Aw. 
我 们 将 这 两 个 方程 写 在 一 起 会 得 到 

Ay Sf'(u)g (zr)Ax. 

因此 , x 的 变化 首先 被 因子 g' (z) 拉 伸 了 , 然后 又 被 因子 了 (w) 拉 伸 了 . 总 体 的 效果 
就 是 被 两 个 拉 伸 因子 户 (w 和 9% (z) 的 乘积 拉 伸 了 . (毕竟 , 如 果 你 将 一 片 口香糖 拉 
申 二 倍 , 然后 将 被 拉 伸 过 的 口香糖 再 拉 伸 三 倍 , 这 和 将 原始 的 那 片 口香糖 拉 伸 六 们 
是 一 样 的 .) 最 后 一 个 方程 暗示 了 
YY im 人 一 f'(u)g 2) 
从 这 里 , 没有 太 多 困难 , 你 就 可 以 得 到 链 式 求 导 法 则 的 两 种 形式 中 的 任意 一 个 . 为 
了 得 到 形式 1, 请 记 住 w=g(z) 及 y= 了 (wv), 得 到 y = 六 go(z)); 然后 , 令 y=h(z) 
并 将 以 上 方程 重 写 为 


wm 


h(x)= f (ug (x) = f (g(x))9 (7). 
为 了 得 到 形式 2, 我 们 就 将 户 () 解释 为 dy/du, 将 g' (z) 解释 为 du/dz, 结果 以 上 
关于 dy/dz 的 方程 就 转化 为 


dy dydu 
dr dudz- 
虽然 上 述 解释 不 是 正式 的 证 明 , 但 它 已 经 相当 接近 了 . 


6.3 ” 求 切 线 方程 


不 管 怎样 , 求 导 有 什么 用 处 呢 ? 一 个 好 处 就 是 你 可 以 使 用 导数 来 求 所 给 曲线 的 
切线 方程 . 假设 , 你 有 一 条 曲线 y = f(z) 和 曲线 上 的 一 个 特定 的 点 (z, f(z)). 那 
么 , 过 该 点 的 切线 的 斜率 是 fr (x) 并 且 此 切线 通过 点 (z, f(x)). 现在 , 你 可 以 使 用 
点 斜 式 来 求 切线 方程 了 . 所 有 的 细节 如 下 : 


a 
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(1) 求 斜率 , 通过 求 导 并 插入 给 定 的 z 值 : 

(2) 求 直 线 上 的 一 点 , 通过 给 定 的 x 值 在 函数 中 替换 x 得 到 y 坐标 . 将 坐标 写 
在 一 起 并 称 之 为 点 (zo,yo). 最 后 ， 

(3) 使 用 点 斜 式 y 一 yo = m (x 一 x0) 来 求 方程 . 

这 里 有 个 例子 . 令 y = (za ”该 函数 图 像 在 x = 2 处 的 切线 方程 是 什么 
呢 ? 首先 我 们 需要 导数 . 我 们 必须 要 使 用 链 式 求 导 法 则 , 正如 : 令 w= zx3 一 7, 因此 
y 二 W530. 然后 我 们 有 dy/du = 50u9 及 du/dz = 3z2. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

和 = = 50u® x 3z2 = 150x?2 (x3 一 了) 和 ， 

(请 记 住 , 为 了 得 到 用 z 表达 的 一 切 , 我 们 必须 用 za - 7 蔡 换 w) 现在 我 们 需要 插 
入 z=2, 对 于 z 的 这 个 值 , 我 们 有 


和 = 150(2)2(23 -7)49 = 150 x 4 x 149 = 600. 


太 棒 了 ! 我 们 已 经 找到 了 我 们 要 找 的 切线 的 斜率 . 现在 , 我 们 需要 求 它 通过 的 那 一 
点 , 就 是 把 x = 2 代入 并 看 看 y 是 什么 . 事实 上 , y = (23 -7)”= 150 = 1. 因此 ， 
切线 通过 点 (2,1). 使 用 点 斜 式 , 我 们 看 到 切线 方程 是 (y 一 1) = 600 (x 一 2), 如 果 你 
喜欢 , 你 也 可 以 将 它 重 写 为 y = 600x 一 1199. 这 就 是 求 切 线 所 需 的 一 切 ! 


[ 吗 
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求 导 的 男 一 个 应 用 是 计算 运动 物体 的 速度 和 加 速度 . 在 5.2.2 贡 中 , 我 们 想象 
了 一 个 物体 沿 着 实 轴 运动 . 发 现 如 果 在 某 时 刻 上 它 的 位 置 是 x, 那么 , 在 时 刻 t 的 速 


现在 , 速度 是 瞬时 比率 , 位 置 随 之 而 变化 , 而 物体 的 加 速度 是 瞬时 比率 , 速度 随 之 而 
变化 . 这 就 是 说 , 加 速度 是 速度 关于 时 间 t 的 导数 . 由 于 速度 是 位 置 的 导数 , 我 们 发 
现 , 加 速度 实际 上 是 位 置 的 二 阶 导 数 . 因此 我 们 有 

_dv dz 


例如 , 我 们 说 知道 一 个 物体 在 时 刻 t 的 位 置 由 xz = 3 一 6 如 十 4 一 2 给 出 , 其 中 zx 


的 单位 是 英尺 , t 的 单位 是 秒 . 在 时 刻 t= 3 时 该 物体 的 速度 和 加 速度 是 什么 呢 ? 好 
吧 , 我 们 通过 对 位 置 关 于 时 间 求 导 得 到 速度 , 正如 wv = dx/dt = 9 一 12t 十 4. 现在 


@ 从 现在 开始 , 我 们 将 删 去 “瞬时 ”这 个 词 ; 术语 “速度 ”将 总 指 瞬时 速度 , 除非 我 们 明确 说 “平均 速 
度 > 
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我 们 对 这 个 新 的 表达 式 关 于 时 间 求 导 得 到 加 速度 : a = dv/dt = 18t 一 12. 现在 插入 


1= 3 才 会 得 到 w= 9(3)? -12(3) 十 


4=49ft/sec, 及 a= 18(3)— 12= 42ft/sec?. 


为 什么 加 速度 的 单位 是 英尺 每 秒 平方 呢 ? 当 你 问 一 个 物体 的 加 速度 是 什么 的 


时 候 , 你 实际 上 是 在 问 该 物体 的 速率 变化 有 多 快 . 在 一 个 2 秒 的 时 间 周 期 上 , 如 果 


速率 由 15ft/ sec 变 成 25ft/ sec, 那么 , 它 的 (平均 ) 变化 是 5ft/ sec. 因此 , 加 速度 


的 单位 应 该 是 英尺 每 秒 每 秒 , 或 者 就 是 英尺 每 秒 平方 . 一 般 来 说 , 当 你 处 理 加 速度 


的 时 候 总 是 需要 平方 时 间 单 位 . 


常数 负 的 加 速度 


假设 你 将 一 个 球 径直 上 抛 . 它 会 上 升 并 落 回 (除非 它 撞击 到 某 物 或 茶 人 抓 住 了 


它 ! ). 这 是 因为 地 球 的 吸引 力 在 球 上 施加 的 力 将 其 拉 疝 地 球 . 牛顿 ( 微 积分 的 先驱 


之 一 ) 认识 到 该 力 的 效果 就 是 : 该 球 融 有 常数 加 速度 向 下 运动 . (我 们 假设 没有 空气 


阻力 .) 


于 该 球 上 升 并 下 降 , 我 们 最 好 再 调整 一 下 我 们 的 数 轴 以 便 它 可 以 向 上 和 向 下 
萌 点 让 我 们 设 0 点 就 像 是 地 面 , 并 且 向 上 为 正 . 由 于 加 速度 是 向 下 的 , 它 一 定 是 


一 个 负 的 量 , 同时 由 于 它 是 常数 , 我 们 可 以 称 之 为 -9. 在 地 球 上 , 9 大 约 是 9.8 米 
每 秒 平方 , 但 在 月 球 上 会 小 得 多 . 不 管 怎样 , 如 果 我 们 要 理解 这 个 球 是 如 何 运 动 的 ， 
我 们 需要 知道 在 时 刻 t 它 的 位 置 和 速度 . 

让 我 们 以 速度 开始 . 我 们 知道 a = dv/dt. 在 上 一 节 的 例子 中 , 我 们 知道 了 w 是 


什么 , 因此 , 我 们 对 其 求 导 得 到 了 a. 不 境 的 是 , 这 一 次 和 上 次 完全 相反 , 我 们 知道 


a( 它 就 是 常数 -9) 且 需 要 求 出 v. 一 旦 我 们 知道 了 vw, 同样 的 情况 也 会 发 生 在 x 上 . 
在 这 两 种 情况 下 , 我 们 需要 逆转 微分 的 过 程 . 不 幸 的 是 , 对 此 我 们 还 没有 准备 好 ( 那 


是 有 关 积 分 的 部 分 内 容 ). 因此 , 现在 我 只 想 告诉 你 答案 , 然后 通过 微分 来 验证 它 : 


在 时 刻 t= 0 从 初始 高 度 h 被 抛 出 的 带 有 初始 速度 v 的 一 个 物体 满足 以 下 方 


1 
QO 9, vv 二 一 gt 十 d, 和 T= -59 +utth. 


检验 这 些 方程 的 相 容 性 并 不 难 . 我 人 


] 关 于 t 求 导 , 会 看 到 dv /dt = 一 g, 它 就 等 于 a; 


以 及 dz/dt = 一 gt 十 4 它 就 是 v. 因此 , a = dv/dt 且 ~ = dzx/dt. 同时 , 当 t=0 时 ， 


我 们 看 到 w= 及 z= hh. 这 意味 着 , 初始 速度 是 w, 初始 高 度 是 h. 则 一 切 都 得 到 


了 验证 . 
现在 , 让 我 们 来 看 一 个 如 何 使 月 


上 述 公 式 的 例子 吧 . 假设 , 你 从 距离 地 面 高 度 


为 2 米 的 地 方向 上 抛 一 个 球 , 该 球 的 速率 是 3 米 每 秒 . 取 9 为 10 米 每 秒 平方 , 我 


们 想 要 知道 五 点 : 
(1) 需要 多 久 该 球 撞 到 地 面 ? 
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(2) 当 该 球 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 

(3) 该 球 能 上 升 到 多 高 ? 

(4) 
) 


如 果 你 以 相同 的 速率 向 下 抛 球 , 需要 多 久 该 球 撞 到 地 面 ? 

(5) 如 果 是 那样 的 话 , 当 它 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 
在 原始 情形 下 , 我 们 知道 g = 10, 初始 高 度 为 h = 2, 以 及 初始 速度 为 u = 3. 这 意 
味 着 以 上 公式 变 成 

a= 一 10，vw= 一 10t 十 3， 及 z= 10) H 3t 十 2 一 一 52 十 31 十 2. 

对 于 第 一 部 分 , 我 们 需要 求 出 需要 多 久 该 球 撞击 地 面 . 这 当然 只 有 其 高 度 为 0 时 才 
会 发 生 . 因此 , 设 z = 0, 我 们 求 t; 我 们 得 到 0 = 一 5? 十 3t 十 2. 如 果 你 将 它 因 式 分 
解 为 一 ( 畦 十 2) (t 一 1), 你 可 以 发 现 我 们 方程 的 解 是 上 = 1 或 t= 一 2/5. 很 明显 第 二 
个 答案 是 不 切合 实际 的 , 在 你 还 没有 抛 出 之 前 该 球 是 不 可 能 撞击 地 面 的 ! 因此 答案 
一 定 是 上 = 1. 即 我 们 抛 出 1 秒 钟 后 该 球 撞 击 地 面 . 

对 于 第 二 部 分 , 我 们 需要 求 出 该 球 撞击 地 面 时 刻 的 速率 . 没 问题 , 我 们 知道 v 
一 10t 十 3, 并 且 知 道 当 上 = 1 时 该 球 撞击 地 面 . 将 其 插入 , 我 们 会 得 到 v = -10+3 = 
一 7. 因此 , 该 球 撞击 地 面 时 的 速度 是 -7 米 每 秒 . 为 什么 是 负 的 ? 因为 该 球 撞击 地 
面 时 它 是 向 下 运动 的 , 向 下 的 为 负 . 该 球 的 速率 就 是 速度 的 绝对 值 或 7 米 每 秒 . 

为 了 求解 第 三 部 分 , 你 必须 认识 到 , 当 速 度 为 0 时 该 球 达 到 它 路 径 的 最 高 点 . 
在 向 上 的 过 程 中 , 速度 是 正 的 ; 在 向 下 的 过 程 中 , 速度 是 负 的 ; 当 该 球 从 向 上 变 为 向 
下 运动 时 , 其 速度 一 定 是 0. 因此 , 何 时 v 等 于 0 呢 ? 我 们 只 需要 求解 -10t+3 = 0. 
答案 是 上 = 3/10. 这 就 是 说 , 在 我 们 抛 出 该 球 之 后 的 十 分 之 三 秒 它 达 到 其 路 径 的 最 
高 点 . 那么 有 多 高 呢 ? 我 们 只 需要 将 t= 3/10 代入 公式 x = -5 妇 +3t 十 2 就 可 以 


得 到 
3 3 49 


即 , 该 球 地 面 以 上 的 高 度 达 到 49/20 米 . 
对 于 最 后 两 部 分 , 你 是 将 球 向 下 抛 出 . 我 们 仍然 有 9 = 10 及 初始 高 度 h = 2 
晶 初 始 速 度 w 是 什么 呢 ? 不 要 仍然 将 v 错 认为 3! 由 于 你 是 将 球 向 下 抛 出 , 初始 速 
度 是 负 的 . 3 米 每 秒 向 下 的 速率 转换 成 初始 速度 v = -3. 删除 这 个 负 号 是 个 常见 
的 错误 , 因此 一 定 要 警惕 . 不 管 怎样 , 我 们 的 方程 现在 变 成 

a= 10，w= 一 10t-3， 和 z= S010)8 3t+2=—5t2— 3t+2. 

请 注意 , 这 些 方 程 和 我 们 将 球 向 上 抛 出 情景 下 的 方程 很 相似 ， 为 了 求解 该 问题 的 
第 四 部 分 , 我 们 需要 求 出 该 球 撞击 地 面 的 时 刻 . 正如 我 们 在 第 一 部 分 中 所 作 的 , 设 
x 二 0, 然 后 有 0= 一 5 十 3t 十 2== 一 ( 毕 一 2)(t 十 1). 因此 ,t=2/5 或 t= 一 1. 这 一 
次 我 们 舍弃 t = -1 因为 它 是 在 我 们 抛 球 之 前 , 因此 我 们 一 定 有 t= 2/5. 即 , 在 我 


Ss 
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们 抛 出 后 的 2/5 秒 该 球 撞击 地 面 . 它 小 于 我 们 向 上 抛 球 时 撞击 地 面 所 用 的 时 间 ( 那 
是 1 秒 ), 这 是 有 意义 的 , 因为 该 球 不 需要 先 上 升 然 后 再 下 降 . 对 于 最 后 一 部 分 , 我 
们 想 要 知道 该 球 撞击 地 面 时 运动 有 多 快 ; 因此 , 我 们 将 上 = 2/5 代入 速度 的 公式 , 得 
到 w= 一 10(2/5) 一 3 = 一 4 一 3 = 一 7. 该 球 再 次 以 7 米 每 秒 的 速率 撞击 地 面 , 有 趣 
的 是 , 不 管 你 是 将 球 向 上 抛 还 是 向 下 抛 (只 要 它 是 从 同一 高 度 抛 出 并 且 带 有 相同 的 
速率 ), 这 都 不 要 紧 : 它 都 以 相同 的 速率 撞击 地 面 , 只 是 所 用 的 时 间 有 所 不 同 . 


6.5 ”导数 伪装 的 极限 


运动 已 经 足够 多 了 . 现在 让 我 们 考虑 如 何 来 求解 以 下 极限 : 
， /32 二 h—2 
i 
这 看 起 来 一 点 希望 都 没有 .其 至 利用 苍 表达 式 %55 十 万 + 2 做 乘法 也 不 起 作用 ， 
因为 它 是 5 次 方 根 , 不 是 平方 根 (尝试 一 下 你 就 会 看 到 了 ! )， 因 此 , 让 我 们 暂时 将 
它 放 在 一 边 并 考虑 一 个 相关 的 极限 : 


lim 一 -一 一 一 一 
h—0 
注意 到 , 这 里 的 旺 变 量 是 h 而 不 是 x. 现在 ， 这 个 极限 看 起 来 也 很 难 解决 了 , 但 它 或 
许 看 上 去 很 熟悉 . 它 和 以 下 公式 中 的 极限 非常 相似 
f(r+th)— fr) 
LO 
你 所 要 做 的 就 是 设 f(z) = 5z, 并 且 注 意 f(z) = Br (为 了 求 导 , 我 们 将 Vz 
写作 z15.) 导数 方程 变 为 


VT+h—o Sr 室 1 -4/5 
5 


因此 , 等 号 左边 的 极限 就 是 导数 伪装 的 ! 我 们 必须 创造 一 个 函数 并 对 它 求 导 来 求 
此 极限 . | 
现在 , 我们 可 以 返回 到 初始 极限 jim 一 上 来 ， 这 其 实 是 极限 im 


溃 于 和 一 34-45 的 一 个 特例 ,这 是 我 们 刚刚 求解 的 , 如 果 你 设 > = 32 在 此 
极限 中 你 会 得 到 


lim V2 1 x 32-4/5. 
h—;0 h 5 
于 W323 =2 及 32-4/5 = 1/16, 我 们 就 证 明了 
5 一 1 1 1 
lim eh Lads 人 


ps0 h 5 5° 16 80° 
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准确 无 误 地 解 出 本 题 并 不 是 件 容 易 的 事情 . 这 有 一 个 双重 的 伪装 : 我 们 不 仅 要 处 理 
导数 , 事实 上 还 要 估算 导数 在 一 个 特定 点 (在 这 里 是 32) 上 的 值 . 首先 对 情况 作 归 
纳 , 这 会 对 解 题 有 帮助 , 然后 替换 x 的 特殊 值 . 这 里 是 另 一 个 例子 : 

V (A+ Ah) A 有 -6 


lim 
h—0 


我 们 可 以 通过 用 ge 但 它 也 是 一 个 伪装 的 导数 . | 


于 我 们 在 处 理 4+h, 我 们 试 着 用 x 蔡 换 4. 分 子 中 的 第 一 项 变 为 V(z 十 有 3 一 7(z 十 hh). 
这 暗示 着 我 们 或 许可 以 试 着 设 f(x) = Vz? 一 7z. 在 6.2.5 节 中 , 我 们 看 到 了 f(x) = 
(3z2 一 7)/2V7x3 一 7x, 因此 方程 


f(z + h)— f(z) 


0 
四 VT+h)3—7r+h)— Vr 一 77 2 372—7 
六 一 0 h 2V7z3 — 77 


最 后 , 如 果 你 将 z = 4 代入 , 并 化 简 (注意 Vx3 -7z = V64 一 28 = V36 = 6), 你 
得 到 


ji Vt 一 7(4+ 间 -6 _ 3(4)?-7_ 筷 

h—0 h 2(6) I 
如 果 你 求解 一 个 极限 有 困难 , 它 或 许 是 导数 的 伪装 . 迹象 就 是 , 哑 变 量 本 身 在 分 母 
上 , 并 且 分 子 是 两 个 量 的 差 . 即使 不 是 这 样 的 , 你 仍然 可 以 处 理 一 个 伪装 的 导数 ; 
例如 ， 


a (2 十 尹 )6 一 26 
在 分 子 上 有 一 个 哑 变 量 . 这 不 要 紧 , 你 就 把 它 颠 倒 过 来 并 首先 来 求 出 以 下 极限 ; 
ln (T+ 2 
h—0 h 
为 了 求解 , 我 们 设 f(x) = z5, 则 户 (z) = 6z5. 我 们 有 
h)e— ws hh)— 
I, et a lO 


现在 把 它 再 颠倒 一 次 , 我 们 得 至 


i 


1 

2 (Z 十 几 6 一 26 ~ 625 
我 们 将 来 (确切 地 说 是 第 9 章 和 第 17 章 ) 会 看 到 一 些 其 他 的 导数 伪装 的 极限 的 例 
子 . 注意 : 许多 极限 都 是 导数 的 伪装 , 你 的 工作 就 是 揭 开 它们 的 面纱 .” 


@ 事实 上 , 如 果 你 使 用 洛 毕 达 法 则 ( 见 第 14 章 ), 你 通常 其 至 不 需要 识别 出 什么 时 候 极限 是 导数 的 
伪装 


©O 


©O 
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6.6 ”分 段 函数 的 导数 


我 们 考虑 以 下 分 段 函数 f: 
1 如 果 z 入 0， 
i 如 果 z>0. 
这 个 函数 可 导 吗 ? 让 我 们 画 出 其 图 像 来 看 看 (如 图 
6-3). 


这 看 起 来 相当 平滑 一 没有 尖 角 . 事实 上 , 很 
明显 , 除了 可 能 在 > = 0 点 上 不 可 导 , 函数 /处 处 
可 导 . 在 > = 0 的 左 侧 , 函数 /继承 了 常数 函数 1 
的 可 导 性 , 在 > = 0 的 右 侧 , 函数 /继承 了 z2 + 1 


的 可 导 性 . 问题 是 , 在 xz = 0 两 段 的 接口 处 上 发 生 
了 什么 ? 
图 6-3 首先 要 检验 的 是 函数 在 那里 确实 是 连续 的 . 正 


如 我 们 在 5.2.11 节 看 到 的 , 没有 连续 性 就 不 可 能 有 可 导 性 . 为 了 查看 f 在 z=0 上 
连续 , 我 们 需要 证 明 lim f(z) = 1(0). 好 吧 , 从 了 的 定义 我 们 可 以 看 到 f(0) =1. 至 
于 极限 , 让 我 们 将 它 分 成 左 极限 和 右 极限 . 对 于 左 极限 , 当 x 在 0 的 左 侧 时 , 由 于 
f(x) = 1, 我 们 有 


= 区 
至 于 右 极 限 , 当 z 在 0 的 右 侧 时 , 由 于 f(x) = z2 十 1， 
im f(z)= lim (w+1)=0+1=1, 
因此 , 左 极限 等 于 右 极 限 , 这 意味 着 双 侧 极限 存在 并 且 等 于 1. 这 和 f(0) 是 一 致 的 ， 
因此 , 我 们 证 明了 f 在 x = 0 上 连续 . (注意 到 , 对 于 左 极限 和 右 极 限 , 有 效 的 做 法 
是 , 你 只 需要 将 z = 0 代入 到 适当 的 f 的 段 中 来 求 极限 .) 

我 们 仍然 需要 证 明 上 在 z = 0 上 可 导 . 为 了 求证 , 我 们 必须 证 明 在 xz =0 上 的 
左 导数 和 右 导 数 相 等 (回顾 5.2.10 节 来 刷新 你 对 左 导数 和 右 导 数 的 记忆 ). 在 0 的 
左 侧 , 我 们 有 f(x) = 1, 因此 这 时 户 (z) = 0. 事实 表明 , 我 们 可 以 向 上 至 x = 0, 如 
下 所 示 : 


lim f(z)= lim 0=0 
这 表明 f 在 x =0 上 的 左 导数 是 0. (更 多 详情 见 附录 A 中 的 A.6.10 节 .) 在 0 的 
右 侧 , 我 们 有 f(z) = xz 十 1, 因此 r(x) = 2z. 再 次 , 我 们 可 以 向 下 至 x= 0: 


Lm, f(x) = im, 27=2x0=0. 
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因此 , f 在 xz=0 上 的 右 导 数 是 2x0=0. 由 于 在 x=0 上 的 左 导数 和 右 导 数 相 等 ， 
函数 在 z =0 上 可 导 . 

因此 , 检验 一 个 分 段 函数 在 分 段 连接 点 上 是 否 可 导 , 你 需要 检验 分 段 在 连接 点 
上 是 一 致 的 (连续 性 ) 以 及 分 段 的 导数 在 连接 点 是 一 致 的 . 否则, 在 连接 点 上 不 可 
导 ”. 如 果 你 有 两 个 以 上 的 分 段 , 你 必须 在 所 有 的 连接 点 上 检验 连续 性 和 可 导 性 . 
让 我 们 再 来 看 一 个 有 关 求 分 段 函 数 的 导数 的 例子 吧 . 假设 


一 27 十 5 如 果 z > 1. 
g 在 哪里 可 导 呢 ? 你 或 许 会 认为 唯一 的 问题 是 在 连接 点 x = 1 上 , 但 事实 上 绝对 值 
让 生活 变 得 更 复杂 了 . 请 记 住 , 绝对 值 函 数 实际 上 是 一 个 伪装 的 分 段 函数 ! 特别 地 ， 
当 zz0 时 , |z| = z, 但 是 , 当 z < 0 时, lz| = -2z. 接 下 来 有 
本 如 果 z2 一 4>0， 
一 (Z22 一 4) 如果 2z2 一 4<0. 
事实 上 , 不 等 式 z2 -4< 0 可 以 被 重新 写作 x? < 4, 这 意味 着 -2 < x < 2. (注意 包 
括 -2 < z 也 有 更 显然 的 x < 2! ) 因此 , 我 们 稍微 化 简 得 到 
4 Zz? 一 4 ”如果 z>2 或 z < 一 2， 
一 2 十 4 如 果 -2<xz<2. 
现在 , 在 上 述 的 g(x) 的 定义 中 , 项 |z? 一 4 只 有 当 z<1 才 出 现 . 因此 , 我 们 可 以 将 
一 切 拼 起 来 并 永久 地 删除 绝对 值 , 重新 将 g(x) 写成 如 下 形式 : 
X22 一 4 如 果 z 芝 一 2， 
gz) = 一 2 十 4 如 果 -2<z<1. 
一 2 十 5 ”如果 z > 1 
因此 , 事实 上 有 两 个 连接 点 : x = -2 和 xz = 1. 由 于 组 成 9 的 三 个 分 段 都 是 处 处 可 
导 , 我 们 知道 , 除了 可 能 在 连接 点 上 不 可 导 外 , 9 本 身 处 处 可 导 . 让 我 们 检验 一 下 连 
接点 上 的 性 质 , 我 们 由 x = -2 开始 . 首先 是 连续 性 . 从 左 侧 , 我 们 有 


lim £2)= lim x2—4=(-2)?—4=0, 
a ) Z 一 (一 2) 一 4 ) 


而 从 右 侧 , 我 们 有 


lim g(x) = lm 一 z2 十 4= 一 (-2)2 十 4=0. 


Z 一 (一 2 2 一 (一 2) 十 


于 两 个 极限 相等 , 因此 9 在 x = -2 上 连续 . 现在 , 我 们 检验 导数 , 对 于 左 导 数 ， 
我 们 有 


@ 事实 上 , 如 果 导 数 在 连接 点 上 的 左右 极限 都 存在 且 有 限 , 这 才 是 正确 的 . 有 关 的 例子 请 见 7.2.3 节 ， 
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lim ‘(zx 
ey ) 


而 对 于 右 导 数 , 我 们 有 


li / 
(+ 9 (7) 


于 它们 不 相等 , 故 函数 9 在 z = -2 上 不 可 导 . 


在 另外 一 个 连接 点 z 


Z 一 (一 2) 一 


= lim 
Z 一 (一 2) 十 


—27x = 2(—2) 


lim 2x=2(-2)= 


一 人， 


一 4. 


=1 上 如 何 呢 ? 我 们 重复 练习 如 下 , 左 连续 : 


lm g(x) = Lim 一 2 十 4 二 一 (1)2? 十 4 二 3. 
右 连 续 : 
lm, g(x) = lm, 27z 二 +5= 一 2(1) 十 5=3. 
它们 相等 , 因此 g 在 x = 1 上 连续 . 现在 , 左 可 导 性 : 
lim gz) = lim 一 22 = 一 2(1) 三 一 2. 
至 于 右 可 导 性 


lm g(x)= lim —2= —2. 


Zz—1+ ZX—1+ 


于 它们 相等 , 因 


此 函数 g 在 z=1 


上 可 导 . 


我 们 已 经 回答 了 原始 问题 , 但 不 管 怎样 , 让 我 们 画 出 图 像 来 看 看 到 底 发 生 了 什 


么 . 为 了 画 出 y = |z2 一 


4| 的 图 


梨 , 我 们 先 画 y = zx? 一 4 的 图 像 . 


这 是 一 个 抛物 


线 ， Zz 轴 
得 到 绝对 


截 距 在 2 和 -2 (那里 就 是 y = 0 的 地 方 ) 以 及 y 轴 截 
直 , 我 们 将 zx 旨 


距 在 -4. 为 了 


下 方 的 一 切 关 于 z 轴 做 反射 . 我 们 翻转 的 那 部 分 是 曲线 


y 二 一 22 十 4 的 一 部 分 . 最 后 , 直线 y = 2x 十 5 有 y 轴 截 距 5 及 xz 轴 截 距 5/2, 因 
图 中 , 左边 的 图 像 显 示 了 组 成 g(x) 的 所 有 
的 


此 , 我 们 并 不 难 
的 函数 , 右边 的 


画 出 图 像 . 


事实 上 , 它 看 起 来 处 处 连续 且 处 处 可 导 , 除了 在 尖 


接点 x = 1 上 一 切 正 常 ,中 


在 下 面 的 两 幅 


图 像 只 有 我 们 需要 的 并 且 它 就 是 y = g(x) 


\ 
“、 Y= 一 27 十 5 
M3 


\ 


图 6-4 


图 像 , 如 


E 如 我 们 计算 的 一 样 . 


9 (一 2, 0) 外 . 


图 6-4 所 示 . 


特别 地 , 在 连 
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6.7 ”直接 画 出 导 函 数 的 图 像 


假设 你 有 一 个 函数 的 图 像 , 但 不 知道 它 的 方程 , 你 想 要 画 出 其 导 函 数 的 图 像 . 在 
这 里 公式 和 法 则 帮 不 上 你 , 取而代之 的 是 , 你 需要 对 微分 有 一 个 很 好 的 理解 . 

这 里 是 基本 思想 . 将 函数 的 图 像 想象 成 一 座 山 , 并 想象 有 一 个 小 登山 者 在 从 左 
到 右 地 爬 上 疏 下 . 在 攀登 的 每 一 点 上 , 登山 者 会 大 声 地 喊 出 他 或 她 认为 攀登 有 多 么 
困难 . 如 果 地 形 平坦 , 登山 者 会 大 声 喊 出 表示 难度 的 数字 0. 如 果 地 形 呈 现 向 上 的 
斜坡 , 登山 者 会 大 声 喊 出 一 个 正 的 数字 ; 攀登 越 陡峭 , 数字 越 高 . 如 果 地 形 呈 现 向 下 
的 斜坡 , 那么 攀登 实际 上 很 轻松 , 因此 , 难度 是 负 的 . 这 就 是 说 , 登山 者 会 大 声 喊 出 
一 个 负 的 数字 . 向 下 的 斜坡 越 多 越 轻 松 , 因此 , 数字 将 会 越 来 越 负 . (如 果真 的 是 一 
个 陡峭 的 下 坡 , 或 许 很 难 安全 地 向 下 爬行 , 但 它 确实 会 非常 轻松 地 快速 下 降 ! ) 
重要 的 一 点 是 : 山 的 高 度 本 身 不 重要 . 只 有 陡峭 程度 是 关键 . 特别 地 , 你 可 以 将 
整个 图 像 向 上 平移 , 登山 者 还 是 会 大 声 喊 出 相同 的 难度 程度 来 . 其 后 果 是 , 如 果 你 
在 从 一 个 函数 的 图 像 画 一 个 导 函 数 的 图 像 , 该 函数 的 x 轴 截 距 是 不 重要 的 ! 
让 我 们 来 看 一 个 例子 : 画 出 有 点 让 人 恐惧 的 函数 的 导 函 数 的 图 像 , 如 图 6-5 
所 示 . 


y=f(D) | 


图 6-5 
不 要 惊慌 . 在 所 有 不 同 的 点 上 画 一 个 小 登山 者 并 想象 登山 者 在 每 一 点 上 大 声 喊 出 难 


度 程度 . 然后 , 所 有 你 要 做 的 就 是 在 另 一 套 坐 标 上 画 出 这 些 难度 程度 . 特别 感 兴趣 
的 是 , 路 径 是 平坦 的 点 ; 这 可 以 出 现在 一 个 长 的 平坦 的 区 域 中 (如 同上 图 中 的 z=5 
和 z=6 之 间 ), 或 者 在 一 个 波峰 的 顶部 (如 同 在 z = -5 或 zx = 1) 或 在 一 个 低谷 
的 底部 (如 同 在 z = -2 或 z=3). 那里 你 肯定 是 要 画 出 登山 者 的 . 这 里 是 在 一 些 
位 置 上 带 有 登山 者 的 f 的 图 像 , 如 图 6-6 所 示 . 
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现在 , 让 我 们 为 导 函 数 的 图 像 来 画 一 套 坐标 . y 轴 标 记 为 “难度 程度 , ”范围 从 
难 下 降 到 原点 再 下 降 到 容易 . 然后 , 基于 小 登山 者 大 声 喊 出 的 难度 程度 , 你 应 该 能 


够 用 铅笔 描 出 一 些 点 来 . 请 记 住 , 登山 者 并 不 关心 山 有 多 高 , 他 只 关心 山 有 多 陡峭 ! 
基于 此 , 你 得 到 以 下 的 一 些 点 , 如 图 6-7 所 示 . 
| 难 的 


图 6-7 
以 下 是 对 于 我 们 如 何 得 出 结论 的 详细 解释 ; 
e。 在 y=(z) 的 图 像 的 最 左 侧 , 登山 者 开始 只 是 绥 绥 地 上 坡 . 因此 , 我 们 将 画 
出 一 些 高 度 稍 高 于 0 的 一 些 点 . 
。 往 前 走 , 走 到 x = -6, 登山 者 开始 上 坡 , 因此 , 难度 上 升 , 故 这 些 点 变 高 了 


。 然 后 , 开始 变 得 有 点 容易 了 , 直到 当 x = -5 时 , 登山 者 达到 波峰 的 顶部 , 那 

里 是 平坦 的 . 特别 地 , 当 x = -5 时 , 导 函 数 有 一 个 x 轴 截 距 . 

。 在 x 二 一 5 之 后 , 原始 的 曲线 开始 变 成 下 坡 , 首先 是 平缓 地 然后 越 来 越 陡 

肖 . 这 意味 着 , 攀登 将 变 得 越 来 轻松 , 直到 它 变 得 非常 轻松 . 因此 , 导 函 数 在 
Zz 二 一 4 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 

。 在 该 渐 近 线 的 另外 一 侧 , 攀登 也 很 容易 , 因为 登山 者 将 下 坡 , 开始 非常 陡峭 ， 

在 z = -2 处 到 达 低 谷 . 因此 , 在 导 函 数 曲 线 上 , 垂直 渐 近 线 事实 上 始 于 一 oo 

( 真 的 很 容易 ) 并 且 在 z = -2 处 扑 升 至 0. (在 z= -5 和 x= 一 4 之 间 有 zx 

轴 截 距 以 及 在 x = -4 和 x = -3 之 间 也 有 , 这 都 是 无 关 紧 要 的 . 原始 函数 
的 z 轴 截 距 不 重要 .) 

。 在 z= -2 谷底 之 后 , 登山 者 必须 上 坡 一 会 儿 , 因此 攀登 变 困难 了 . 在 z=0 
之 后 变 得 有 点 容易 了 , 尽管 这 样 , 他 或 她 一 直 要 走 到 x = 1 山 的 顶部 . 这 意 
味 着 , 导 函 数 的 曲线 上 升 到 x = 0, 然后 下 降 到 一 个 在 z = 1 上 的 x 轴 截 距 . 

。 在 走向 x = 3 处 的 谷底 的 路 上 , 情况 发 生 了 逆转 : 攀登 变 得 越 来 越 容 易 , 直 

到 x = 2, 然后 转 为 水 平 , 但 仍然 是 下 坡 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 下 降 , 在 z=2 

处 达到 一 个 最 小 值 , 然后 , 上 升 到 一 个 在 z = 3 上 的 z 轴 截 距 . 

从 z=3 处 的 谷底 , 攀登 一 直 都 很 困难 , 直到 x = 4. 然而 ,在 z=4 和 w=5 

之 间 , 攀登 的 难度 是 均匀 的 , 因为 斜率 是 常数 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 从 z =3 
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上 升 , 直到 x = 4, 但 然后 在 z=4 和 z=5 之 间 , 它 保持 在 同一 高 度 (难度 


程度 ). 

。 在 z= 5, 斜率 突然 地 改变 了 . 在 没有 任何 警戒 的 情况 下 , 它 突然 变 平坦 了 ， 
然后 保持 这 种 平坦 直到 x = 6. 因此 , 导 函 数 的 曲线 必须 下 降 至 0 并 且 保 持 
在 那里 直到 x = 6. 导 函 数 在 x = 5 处 有 一 个 不 连续 点 . 

。 在 z=6 之 后 ,登山 者 发 现 , 当 曲 线 下 降 到 x =7 处 的 垂直 渐 近 线 , 攀登 越 
来 越 容易 了 . 导 函 数 的 曲线 在 那里 也 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 

。 在 这 条 和 圣 直 渐 近 线 的 右 侧 , 攀登 极度 困难 , 但 是 , 当 x 走向 9 时 , 攀登 变 得 
容易 些 了 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 始 于 z = 7 的 右 侧 非常 高 的 地 方 , 然后 , 当 攀 


登 越 来 越 容 易 时 , 它 就 变 得 越 来 越 低 . 


现在 , 只 需要 


所 示 . 


巴 这 些 点 连 起 来 ! 下 面 是 y= f(z) 和 y= f(z) 的 图 像 , 如 图 6-8 


容易 的 
图 6-8 
我 们 把 使 用 的 思想 做 一 下 总 结 : 

。 当 原始 图 像 平坦 时 , 导 函 数 的 图 像 有 一 个 x 轴 截 距 . 在 上 例 中 , 它们 出 现在 
Zz 二 一 5, 二 一 2, x 二 1,x= 二 3 及 区 间 15,6] 的 每 一 点 上 . 

。 当 原始 图 像 的 一 部 分 是 一 条 直线 时 , 导 函 数 的 图 像 是 常数 (上 例 中 , 它 出 现 
在 区 间 [4,5] 上 ). 

。 如 果 原 始 图 像 有 一 条 水 平 渐 近 线 , 其 导 函 数 图 像 经 常 也 有 一 条 水 平 渐 近 线 ， 


但 如 果 是 那样 


的 话 , 它 将 在 y = 0 而 不 是 渐 近 线 的 原始 高 度 上 (正如 上 例 中 
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的 左 侧 的 那 边 ). 
。 原始 图 像 中 的 垂直 渐 近 线 经 常 导 致 在 相同 位 置 上 ”的 导 函 数 的 垂直 渐 近 线 ， 
尽管 方向 可 能 会 改变 . 例如 , 上 例 中 , 在 x = 7 处 , 在 渐 近 线 的 两 侧 , 原始 的 
曲线 都 走向 -co, 但 是 , 导 函 数 却 有 相反 的 符号 . 在 xz = 4 处 的 垂直 渐 近 线 
受到 类 似 的 影响 . 
如 果 有 怀疑 的 话 , 就 请 使 用 可 以 信赖 的 登山 者 吧 ! 


@ 如 果 一 个 函数 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 那么 , 它 的 导 函 数 在 相同 的 位 置 上 也 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 总 体 上 
说 , 这 实际 上 是 不 正确 的 . 例如 : y = 1/z 十 sin (1/z) 在 x = 0 处 . 你 能 看 出 为 什么 吗 ? 
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到 目前 为 止 , 我 们 讨论 的 大 多 数 的 极限 和 导数 问题 只 涉及 了 多 项 式 或 多 项 式 型 
的 函数 . 现在 让 我 们 拓宽 视野 , 来 看 看 三 角 函 数 的 极限 和 导数 吧 . 特别 地 , 我 们 将 
关注 以 下 几 个 方面 ; 
。 三角 函 数 在 小 的 、 大 的 以 及 其 他 变量 值 上 的 行为 ; 
。 三 角子 数 的 导数 ; 


。 人 简谱 运动 . 


7.1 ”涉及 三 角 函 数 的 极限 


我 们 考虑 以 下 两 个 极限 ， 
lim 壳 im 


它们 看 上 去 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 就 是 第 一 个 极限 是 在 z 一 0 时 取 的 , 而 第 二 
个 则 是 在 x 一 ce 时 取 的 . 尽管 如 此 , 它们 却 很 不 相同 ! 正如 我 们 即将 看 到 的 , 这 两 
个 极限 的 答案 和 求解 技巧 几乎 没有 共同 点 . 因此 真正 重要 的 是 , 要 注意 你 是 在 非常 
小 的 数 (如 上 述 第 一 个 极限 ) 上 还 是 在 非常 大 的 数 (如 上 述 第 二 个 极限 ) 上 取 正 弦 
或 余弦 或 正切 的 极限 . 我 们 将 分 别 观 察 这 两 种 情况 , 然后 再 看 看 当 这 两 种 情况 都 不 
适用 时 会 发 生 什么 . 
在 我 们 开始 之 前 , 重要 的 是 要 注意 , 只 看 z 一 0 或 x 一 co 还 不 能 说 明 我 们 处 
理 的 是 哪 种 情况 . 你 需要 知道 三 角 函 数 的 值 是 在 哪里 被 评估 的 . 例如 , 我 们 考虑 以 


下 两 个 极限 : 
lim x sin (2) 及 lim zsin (2) 和 
Z 一 0 wh 2 一 Oo a 


在 第 一 个 极限 中 , 你 要 取 的 是 5/z 的 正弦 , 当 x 接近 于 0 时 , 它 实际 上 是 一 个 巨大 
的 数 ( 正 的 或 负 的 取决 于 x 的 符号 ). 因此 , 第 一 个 极限 根本 就 不 是 小 数 的 情况 , 它 
属于 大 数 的 情况 ! 类 似 地 , 在 第 二 个 极限 中 , 当 z 非常 大 时 , 量 5/z 会 非常 小 , 因此 
这 才 是 真正 的 小 数 的 情况 . 在 接 下 来 的 几 节 中 , 我 们 会 解答 上 述 的 所 有 四 种 极限 . 
7.1.1 “小 数 情况 


我 们 知道 sn (0) = 0. 那 好 , 当 z 接近 于 0 时 , sin (x) 看 起 来 会 怎样 呢 ? 当然 ， 
如 果 那 样 的 话 , sin (z) 也 会 接近 于 0, 但 它 距 离 0 有 多 近 呢 ? 事实 表明 , sin (x) 和 x 
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本 身 近似 相等 ! 
例如 , 如 果 你 用 计算 器 , 将 它 设置 为 弧度 模式 , 并 求 sn (0.1), 你 得 到 结果 大 约 
是 0.099 8, 它 非常 接近 于 0.1. 尝试 一 个 更 接近 于 0 的 数 , 你 就 会 发 现 你 选取 的 数 
的 正弦 值 和 你 选取 的 原始 的 数值 非常 接近 . 
看 看 此 情况 图 像 总 是 很 好 的 . 以 下 是 y = sin (x) 和 = z 在 同一 坐标 系 下 的 
图 像 , 我 们 只 关心 x 在 -1 和 1 之 间 (近似 的 ) 的 值 , 如 图 7-1 所 示 . 
“Y=7 


y=sin(7z) 


图 7-1 


这 两 个 图 像 非常 相似 , 尤其 是 当 z 接近 于 0 的 时 候 . (当然 , 如 果 我 们 再 多 画 一 点 
= sin (x) 的 图 像 , 就 会 看 到 熟悉 的 波形 ; 只 有 当 我 们 将 它 放大 成 这 样 的 时 候 , 才 会 
看 到 sin (x) 多 么 接近 于 z.) 因此 , 我 们 有 正当 理由 说 , 当 x 非常 小 的 时 候 , sin (z) 
接近 于 z. 如 果 sin (x) 就 等 于 z 的 话 , 那么 下 式 


sin(Z) 


二 1 

成 立 . 事实 上 , 以 上 等 式 永远 都 不 会 成 立 , 但 在 x 一 0 时 的 极限 中 它 是 成 立 的 : 
和 
这 个 公式 非常 重要 . 基本 上 , 这 是 解决 涉及 三 角 函 数 的 微 积分 问题 的 关键 所 在 . 我 
们 将 在 7.2 节 使 用 它 来 求 三 角 函 数 的 导数 , 并 且 会 在 7.1.5 节 对 它 进 行 证 明 . cos (z) 
会 怎样 呢 ? cos (0) = 1, 因此 在 这 种 情况 下 问题 变 得 非常 不 同 了 . 我 们 暂时 说 一 个 小 
数 的 余弦 非常 接近 于 1. 我 们 写作 


lim cos(7)=1 


特别 要 注意 的 是 , 不 像 之 前 的 那个 涉及 sin (z) 的 公式 , 这 里 的 分 母 中 没有 x 的 因 
. 要 是 你 将 x 的 因子 放 在 分 母 中 又 会 怎样 呢 ? 我 们 很 快 就 会 看 到 , 但 首先 我 想来 
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看 看 tan (x). 

问题 的 关键 是 将 tan (z) 写成 sn (x) /cos (x). 分 子 是 sin (xz), 当 z 非常 小 时 ， 
它 非常 接近 于 zx. 另 一 方面 , 分 母 是 接近 于 1 的 . 如 果 世 上 还 有 真理 存在 的 话 , 那么 
它们 的 比 应 该 就 好 像 z/1, 它 正 是 z. 事实 上 , 这 是 正确 的 , 正如 我 们 以 下 会 看 到 的 ， 
将 cos (z) 从 分 母 中 分 离 出 来 , 得 到 : 


， tan(Z) ,. cos(z) _,. Sin(Z) 1 加 TIN 
| z a ba er ( 四 ) (二 = (i) 二 
这 样 我 们 就 证 明了 


证 和 本 二 ,二 二 
2 一 0 人 
这 意味 着 , 当 x 非常 小 时 , sn (z) 和 tan (x) 的 行为 很 相似 , 但 cos (z) 却 有 点 怪异 . 
让 我 们 来 看 看 , 当 x 一 0 时 cos (x) /zx 会 发 生 什么 . 因此 我 们 就 是 想 理解 
es cos(Z) 


Z 一 0 < 
如 果 你 只 是 将 zx = 0 代入 上 式 的 话 ， 那么 你 会 得 到 1/0. 这 意味 着 , y = 
cos (2) /z 的 图 像 在 zx = 0 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 对 于 很 小 的 x 来 说 , 它 看 起 来 
很 像 1/z; 特别 地 , 你 应 该 试 着 让 自己 相信 


ji 人 所 以 i 
Z 一 0 十 T Z 一 0 一 和 Z 一 0 rT 
(请 记 住 ,“DNE” 表示 “不 存在 .”) 这 确实 和 正 弱 或 正切 的 情况 有 所 不 同 . 


7.1.2 ”问题 的 求解 小 数 的 情况 
这 是 一 个 简单 的 例子 : 求 


.sin(z?) 
lim 一 一 > 一 . 
2Z 一 0 T 
首先 要 注意 , 当 z 接近 于 0 时 , x? 也 接近 于 0, 因此 , 我 们 实际 上 是 在 取 一 个 小 数 
的 正弦 . 现在 , 我 们 知道 以 下 极限 成 立 : 


ri 


xz—0 3 

如 果 你 用 x? ( 它 是 x 的 连续 函数 ) 替换 x, 那么 , 你 会 得 到 下 面 的 有 效 极限 : 
lim | 二 1 
rz2—0 TX 


这 几乎 是 我 们 想 要 的 极限 了 . 事实 上 , 我 们 需要 注意 的 唯 点 就 是 , 当 z 一 0 时 ， 
xz? 一 0, 因此 , 我 们 最 后 可 以 评估 该 极限 为 : 
lim a ds 


Z 一 0 y 


©O 
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当然 , z2 没什么 特别 的 ; 当 x = 0 时 , 任意 其 他 的 x 的 连续 函数 都 是 0. 特别 地 , 我 
们 知道 所 有 下 列 极限 将 自动 变 成 : 
lim sin(57) = 人 三 二: 蓉 到 1 sin(sin(x)) 


z 一 0 5% z 一 0 3% z—0 sin(x) 
用 “tan (z)” 蔡 换 “sin (x)”, 以 上 等 式 依然 成 立 , 但 干 万 别 用 “cos (z)”! 不 管 怎样 ， 
我 们 可 以 对 总 体 情况 进行 总 结 , 记 作 : 
sin( 小 的 ， tan( 小 的 
be 
必 不 可 少 的 是 , 分 母 和 分 子 中 的 正弦 或 正切 的 变量 相 匹 配 , 并 且 , 当 x 很 小 的 时 候 ， 
这 个 量 也 很 小 . 当然 , 对 于 余弦 , 最 好 我 们 可 以 这 样 表示 
lim cos( 小 的 ) =1. 


这 种 情况 下 , 我 们 不 需要 担心 匹配 与 否 的 问题 ! 
现在 , 让 我 们 回头 看 一 下 本 章 开 始 的 一 个 例子 : 
sin(57) 
Z 一 0 5 


问题 是 , 我 们 取 的 是 5z 的 正弦 , 但 在 分 母 上 只 有 z. 这 两 个 量 不 匹配 . 这 不 要 紧 ， 
我 们 用 sin (5z) 除 以 5z, 这 样 就 匹配 了 , 然后 , 再 乘 以 该 量 , 使 得 结果 不 变 . 即 , 我 们 
将 sin (5z) 重新 写作 


Sin(57) 
pp (5z). 


这 个 技巧 和 我 们 在 4.3 市 中 对 求解 有 理 函 数 的 极限 使 用 的 拉 巧 几乎 是 一 样 的 ! 让 
我 们 来 看 看 , 在 这 种 情况 下 , 它 是 如 何 发 挥 作 用 的 吧 : 
sin(5x) 


lim ; 0s = lim 5 省 
在 = 太一 学 SC 
现在 , 我 们 保留 sn (5z) /5z， 但 从 其 他 两 个 因子 中 删除 x, 得 到 
i 0 et sin(5x) Bb. 
rz—0 2 一 0 5z 
正如 我 们 以 上 看 到 的 ， 于 我 们 匹配 了 项 5z (一 次 是 在 分 母 上 , 一 次 是 在 正弦 的 变 
量 中 ) 我 们 知道 该 分 式 的 极限 为 1, 因此 , 总 的 极限 是 5. 总 的 来 说 , 问题 的 解 如 下 : 
| sin(5x) 顽 站 区 | 
lim DD - = lim — 532 二 
Z 一 0 Z 一 0 2 一 0 57 


现在 ， 让 我 们 来 人 更 难 的 例子 吧 . 极限 
sin (2z) cos(5z2) ， 
230 rtan(5z?) 


是 什么 呢 ? 我 们 分别 来 看 一 下 该 表达 式 中 的 四 个 因子 . 首先 , 我 们 考虑 sin? (2z). 这 
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其 实 就 是 (sin (2z))” 的 另外 一 种 写法 . 为 了 处 理 sin (27x), 我 们 用 2z 做 除法 和 乘法 ; 
这 和 处 理 它 的 立方 一 样 , 不 同 的 是 , 我 们 用 (2z)? 做 除法 和 乘法 . 即 , 我 们 用 
in(2z))3 
(s Sy 二 条 


替换 (sin (2z))?， 那么 , cos (5zl9) 又 如 何 呢 ? 好 吧 , 当 z 很 小 的 时 候 , 5z19 也 很 小 
因此 , 我 们 就 是 在 取 一 个 小 数 的 正弦 , 极限 的 结果 应 该 是 1, 因此 , 我 们 不 用 对 第 二 
个 因子 进行 操作 

在 分 母 上 , 我 们 有 一 个 因子 z, 我 们 不 能 对 它 做 任何 操作 (我 们 也 不 想 , 它 实际 
上 已 经 很 容易 处 理 了 ! ) 还 有 一 个 因子 tan (5z?). 我 们 对 5z2 做 除法 和 乘法 , 以 便 
我 们 用 


蔡 换 tan (5z2). 我 们 将 所 有 这 些 放 在 一 起 , 会 得 到 


(sin(2z))3 1 
二 


z 一 0 xXtan(57x?2) 2Z 一 0 | 
| 


Bo2 x Go 
现在 , 我 们 将 所 有 和 三 角 函 数 不 匹 配 的 z 的 暴 次 都 提出 来 : 分 子 中 的 项 (2z)” 和 分 


母 中 的 项 zx 和 5z2. 然后 , 我 们 重新 将 (sin (2z))”/ (2z)” 写作 (sin (2z) /2z)” 并 化 
简 , 可 以 看 到 极限 变 为 
sin(27))3 sin(22) \” 
i 人 ee . cos(5719) _ (22)3 | ( Be ) cos(5z19) 8z3 
zx—0 tan(5z2) 2(522) zx 一 0 tan(5z2) 523 
572 522 


最 后 , 我 们 可 以 在 分 子 分 母 中 删除 z3, 并 取 极 限 . 由 于 正弦 和 余 切 有 相 匹 配 的 分 子 
和 分 母 , 还 有 cos (小 的 ) -1 极限 就 是 
Ga 8_8 
1 5 5 

下 面 是 本 章 开始 部 分 的 另外 一 个 例子 : 极限 
en ( 
lim zsin | 一 |? 
7 一 co T 
是 什么 ? 正如 我 们 看 到 的 , 这 个 例子 的 确 属于 本 节 内 容 , 因为 当 xz 很 大 时 , 量 5 


/x 
会 非常 的 小 . 因此 , 我 们 使 用 相同 的 方法 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 用 sin (5/z) 除 以 并 
乘 以 5/z, 我 们 写 : 


加 
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现在 , 我 们 可 以 删除 因子 x 并 化 简 得 到 


如 果 把 “小 的 ”看 成 5/z, 我 们 可 以 立即 看 到 , 当 x 一 ce 时 , 这 个 大 分 式 的 极限 是 
1, 因此 , 最 终 的 结果 就 是 5. 

我 们 也 可 能 会 有 涉及 正 割 、 余 割 或 余 切 的 三 角 函 数 的 极限 . 例如 , 极限 

lim sin(3zx) cot(5%) sec(7Z)7 


是 什么 ? 为 了 求解 该 极限 , 最 好 就 是 用 余弦 、 正 弦 或 正切 来 表示 它 , 如 下 : 


和 1 1 

sal) (ms) (二 
现在 , 我 们 可 以 对 正弦 和 余 切 项 使 用 我 们 的 乘法 和 除法 的 标准 技巧 , 但 要 忽略 余弦 
项 , 看 到 该 极限 等 于 


加 (当时 x69) [二 可- 一 ) (mrs) 
57 


现在 , (3z) 和 (5z) 这 两 项 可 以 删除 公 因子 x, 得 到 3/5, 所 有 其 他 分 式 的 极限 趋 于 
1, 因此 , 你 可 以 看 到 整个 极限 就 是 3/5. 

有 一 点 你 必须 非常 小 心 : 当 你 说 , 当 z 非常 小 时 , sin (zx) 的 行为 就 像 z, 只 有 在 
乘积 或 商 的 情况 下 才能 使 用 该 事实 . 例如 ， 


2 一 Sin(Z) 


lim 
2Z 一 0 03 


该 极限 就 不 能 用 本 章 介绍 的 方法 进行 求解 . 说 sin (z) 的 行为 像 z, 故 xz 一 sin(z) 的 
行为 像 0, 这 是 错误 的 . (事实 上 , 除了 常数 函数 0 本 身 , 没有 函数 的 行为 和 0 一 样 ! ) 
为 了 求解 以 上 极限 , 你 需要 洛 必 达 法 则 ( 见 第 14 章 ) 或 麦克 劳 琳 级 数 ( 见 第 24 章 ). 
尽管 如 此 , 有 一 个 现在 我 们 可 以 求解 的 相同 难度 的 极限 : 


1 — cos?(x) 


lim 
Z 一 0 2 
同样 , 你 不 能 就 这 么 说 , 当 z 非常 小 时 , cos (z) 的 行为 就 像 1, 故 1 一 cos? (z) 的 行为 
就 像 1 一 1? = 0. 因此 , 我 们 使 用 cos? (x) 十 sin? (z) = 1 来 重新 将 分 子 写作 sin? (x): 


Ds 2 Ei 
本 (Z) _ Ti 各 


Z 一 0 T 2Z 一 0 名 
于 sin? (x) 是 (sin (z)) 的 另 一 种 写法 , 我 们 可 以 将 极限 重 写 为 
lim CE = lim 全 
和 2 一 0 


化 


Z 一 0 


该 极限 仅仅 就 是 12 = 1. 因此 
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2 
1 1 一 cos (2) 二 


多 一直 
事实 上 , 我 们 要 说 , 当 zx 非常 小 时 , 1 a 2 (x) 的 行为 就 像 x?, 根本 不 像 0. 不 管 怎 
样 , 让 我 们 使 用 同样 的 思想 来 求解 其 他 的 极限 吧 : 
0 ) 和 Jim ) 


0 72 2 一 0 


我 们 将 使 用 同样 灵巧 的 技巧 来 求解 这 两 个 极限 . 村 本 四 \ 想 就 是 , 用 1 + cos (z) 和 分 
子 分 母 分 别 相 乘 , 以 便 分 子 变 成 1 一 cos? (zx), 我 们 可 以 将 它 写成 sin? (zx). 在 第 一 种 
青 况 下 , 我 们 有 


店 


和 1 一 cos(2) i 1 一 cos(Z) 1+cos(z) 
7 一 0 72 7 一 0 202 1 十 cos(Z) 
,1— cos?(zx) 1 sin2 (7) 1 
一 Im x 一 mn x 
z—0 v2 1 十 cos(Z) xz 一 0 222 1 十 cos(Z) 


= lim (9) ， 二 人 
z 一 ON 2 1 十 cos(Z) 1l+1 2 
这 里 我 们 使 用 的 事实 就 是 cos (0) = 1. 第 二 个 例子 很 相似 : 


1 一 cos(2) i 1 — cos(x) 1 十 cos(Z) 


lim li 
Zz—0 z 7 一 0 7 1 十 cos(2z) 
1 — cos? 1 in? 1 
= lim A) x = lim 加 x 6 
z—0 7 1 十 cos(Z) zo—0 2 1 十 cos(Z) 


在 这 一 点 上 , 我 们 可 以 用 z2 和 项 sin? (z) 做 除法 和 乘法 , 但 这 里 有 一 个 较为 简便 的 
求 极限 的 方法 ; 将 sin? (x) 写成 sn (z) x sin (z), 并 将 其 中 的 一 个 sin (z) 因子 和 分 
母 中 的 因子 z 放 在 一 起 . 由 于 up ) = 0, 极限 变 为 


sin(z 1 1 
im (snG x 二 a i 
最 后 这 个 极限 将 在 7.2 节 中 很 有 用 , 因此 , 我 们 将 它 总 结 一 下 并 烂熟 于 胸 吧 : 


i 
es cos(z) _ 
2 一 0 T 


关于 小 数 的 情况 我 们 已 经 讨论 了 足够 多 的 例子 了 , 让 我 们 来 看 看 如 何 处 理 三 角 
在 大 数 上 的 极限 吧 . 


7.1.3 ”大 数 的 情况 
我 们 考虑 极限 


区 
六 


lim St 、 
ZX 一 oo 六 


正如 我 们 刚刚 看 到 的 , 如 果 z 一 0 而 不 是 co, 那么 , 极限 为 1. 这 是 因为 当 z 非常 
小 时 , sin (z) 的 行为 就 像 z. 当 x 变 得 越 来 越 大 的 时 候 , sin (z) 的 行为 又 如 何 呢 ? 它 
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会 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 . 因此 , 当 x 变 大 时 它 的 “行为 ”什么 都 不 像 . 我 们 经 常 
会 被 迫 返 回 到 sin (z)( 还 有 cos (z)) 的 最 简单 的 性 质 之 

一 1 过 sin(z) 1| 及 | 一 1< cos(7x) 1| 对 于 任意 的 x. 

应 用 三 明治 定理 就 相当 方便 ( 见 3.6 节 ) 了 . 事实 上 , 我 们 在 3.6 节 看 到 了 


sin(7z) 


lim 一 0. 
z 一 co 2 
现在 请 马上 回去 看 一 下 证 明 来 刷新 你 的 记忆 吧 . 
还 记得 当 xz 变 小 时 , cos (z) 为 什么 是 怪异 的 吗 ? 不 像 sn(z) 和 tan(z), 它 的 行 
为 根本 就 不 像 x 本 身 . 另 一 方面 , 当 x 变 大 时 , tan (z) 是 怪异 的 . 对 于 tan (z) 来 
说 , 没有 类 似 于 上 面 框 中 的 关于 sin (z) 和 cos (z) 的 不 等 式 . 这 是 因为 , 当 x 变 大 
时 , tan (z) 总 是 有 垂直 渐 近 线 并 且 永 远 不 会 停 下 来 ( 见 2.3 节 tan (z) 的 图 像 ). 
这 儿 有 一 个 使 用 三 明治 定理 的 更 难 的 例子 : 求 


1 
zsin(11x") 一 3 


i 224 

我 们 的 直觉 是 , sin (11z7) 这 一 项 没什么 大 用 处 , 因此 , 分 子 其 实 就 是 有 关 z 的 容量 
分 母 中 的 x4 应 该 会 覆盖 分 子 , 因此 , 当 x 一 co 时 , 整个 表达 式 应 该 是 趋 于 0 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 来 看 看 分 子 . 我 们 知道 任何 数 的 正弦 都 介 于 -1 和 1 之 
间 , 因此 , 下 式 


—1 <sin(llz") <1. 
成 立 ， 尽管 如 此 , 分 子 不 只 是 sin (11z7), 我 们 需要 用 x 和 它 相 乘 然 后 再 减 去 1/2. 
事实 上 , 对 于 任意 的 x > 0, 我 们 可 以 对 以 上 不 等 式 的 所 有 三 “ 边 ” 中 作 相同 的 操作 ， 
得 到 


1 l 1 1 
-2—3 < rsin(l17")— 3 ZX— 可 
(如 果 z < 0, 这 就 是 说 , 当 z 一 -co 时 , 那么 我 们 用 负 的 x 做 乘法 , 这 意味 着 , 你 必 
须 将 所 有 的 小 于 或 等 于 号 反 转 变 成 大 于 或 等 于 号 . 否则 我 们 会 得 到 同一 个 解 .) 不 管 
怎样 , 要 当心 分 子 . 我 们 仍然 需要 除 以 分 母 . 由 于 2z4 > 0, 我 们 可 以 将 以 上 不 等 式 
除 以 2z4, 得 到 


ZSsin(11Z77) 一 

Qe 
这 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 . 我 把 它 留 给 你 , 请 使 用 
时 , 外 层 项 的 极限 均 为 0, 即 ， 


et 


1 
2 2 


= 


3 节 中 的 方法 证 明 , 当 z 一 co 


二 二 二 
; 2 ; > 
lim 5 二 0 及 lim Su 


了 一 Oo rt 


( 别 犯 懒 ! 这 些 都 是 相当 简单 的 极限 , 但 你 现在 应 该 试 着 验证 它们 .) 现在 , 我 们 应 | 


LU 
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三 明治 定理 . 由 于 我 们 的 原始 函数 被 夹 在 两 个 x 一 co 时 都 趋 于 0 的 函数 之 间 , 那 
么 , 它 也 趋 于 0. 即 ， 


zsin(11x") 一 
eu 2974 
不 等 式 -1 < sn (zx) < 1(cos (x) 有 类 似 的 不 等 式 ) 的 另 一 个 结果 是 , 你 可 以 像 
对 待 z 的 低 于 任意 正 次 宕 的 次 数 那样 来 对 待 sin (无 论 什么 ) 或 cos (无 论 什么 ), 只 
要 你 只 做 加 法 或 减法 的 运算 . 更 确切 地 说 , 如 果 你 要 求解 形 如 
, PCz) 
2 qtr) 
的 问题 , 其 中 p 和 4 是 多 项 式 或 多 项 式 型 函数 , 但 带 有 一 些 附加 的 正弦 和 余弦 , 那 
么 , 分 子 和 分 母 的 次 数 是 相等 的 , 正如 没有 那些 附加 的 正弦 或 余弦 一 样 . 唯一 的 例 
外 就 是 , 当 p 或 gq 是 0 次 时 . 那么 , 三 角 函 数 的 部 分 将 成 为 重要 部 分 . 
以 下 是 一 个 例子 , 来 看 看 附加 的 正弦 和 余 弱 为 什么 不 会 造成 很 大 的 变化 : 极限 
Ts 3z2 十 2 十 5 十 sin(3 000z9) 
2 一 co 2z2 一 1 一 cos(227) 
是 什么 ? 在 分 子 中 , 3z2 仍 占据 主导 地 位 , 由 于 sin (3 000x9) 这 一 项 只 是 介 于 -1 和 
1 之 间 , 相 比 之 下 , 它 是 无 关 紧 要 的 . 我 们 将 其 和 上 一 个 例子 进行 对 比 , 其 中 我 们 用 
sin (11z7) 和 xz 的 最 高 次 数 项 相 乘 ; 那里 的 正弦 因子 非常 重要 . 而 在 我 们 当前 的 例 
子 中 , 正弦 项 是 被 加 上 的 . 
分 母 会 怎么 样 呢 ? 余弦 项 比 主导 项 2z? 小 很 多 . 总 之 , 我 们 用 3x? 和 分 子 相 乘 
并 相 除 , 用 2z? 和 分 母 相 乘 并 相 除 , 得 到 : 


9 


32z2 十 2 十 5 十 sin(3 000z9) 


2 
3z2+27z+5 上 +sin(3000z9) 5 x (37 ) 
lim = lim 32 
z 一 co 222 一 1 一 cos(227) zz 一 co 222 一 1 一 cos(227) 
7 x (222) 
证 2 5 ，sin(3 000z®) 
i 37 3z2 322 37 
us ” 1 cos(22x) ” 372. 
222 272 


现在 来 看 看 会 发 生 什么 ? 我 们 的 确 知 道 , 2/3z、5/3z2 及 1/2z2 的 极限 都 趋 于 0, 但 
3 000z9) 和 cos (22z) /2z2 这 两 项 会 怎样 呢 ? 如 果 你 想 给 出 一 个 完整 的 解 , 你 需 
要 使 用 三 明治 定理 (对 每 一 项 使 用 一 次 ) 来 证 明 它 们 都 趋 于 0. 我 建议 你 现在 试 着 
练习 一 下 . 特别 地 , 大 多 数 的 数学 家 们 会 自动 地 写 出 结果 是 0. 我 们 已 经 建立 了 一 
般 原理 , 对 于 任意 的 正 指数 a, 有 : 

re sin( 无 论 什么 ) 


人 一 co 六 


sin 


Je 
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如 果 用 余弦 蔡 换 正弦 , 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 在 任何 情况 下 , 以 上 极限 就 是 
1 二 0 二 0 十 0 3 


1 二 020 ”7 一 了 
最 后 , 我 们 回 到 本 章 开 始 部 分 提 及 的 例子 


( 
im zsin Ek 
正如 我 们 看 到 的 , 这 个 极限 确实 属于 大 数 的 情况 , 尽管 极限 是 在 x 一 0 时 取 的 , 因 
为 , 当 z 接近 于 0 时 , 5/z 是 一 个 非常 大 的 数 ( 正 的 或 负 的 ). 因此 , 最 好 我 们 能 做 的 
就 是 使 用 三 明治 定理 与 任何 数 的 正弦 都 介 于 -1 和 1 之 间 的 事实 相 结 合 . 特别 是 ， 
对 于 任意 的 zx, 我 们 有 
，/5 
一 < Sin (2) < 


现在 , 我 们 想 要 用 x 和 以 上 不 等 式 相 乘 : 


5 
一 上 < 0 Sin (2) < 


不 六 的 是 , 这 上 只 有 当 x > 0 时 成 立 . 例如 , 如 果 z = -2, 那么 不 等 式 的 最 左边 会 变 
成 2, 最 右边 会 变 成 -2, 这 简直 是 疯 了 . 因此 , 我 们 先 来 考虑 一 下 右 极限 : 


2 . (2) 
lim wsin|—|. 
Zz—0+ 化 
现在 , 我 们 可 以 使 用 以 上 不 等 式 并 注意 到 , 当 z 一 0+ 时 , -x 和 x 都 趋 于 0, 因此 ， 
三 明治 定理 适用 , 以 上 极限 是 0. 至 于 左 极限 ( 当 x 一 0- 时 ), 我 们 以 相同 的 不 等 式 


出 发 , 并 将 sin (2) 乘 以 z. 但 这 一 次 , 由 于 z 是 负 的 , 我 们 必须 反 转 不 等 号 . 特别 
是 , 当 x <0 时 , 我 们 有 
一 过 0 Sin ( > 


尽管 如 此 , 这 也 不 要 紧 . 当 z 一 0- 时 , 外 部 的 量 仍然 趋 于 0, 因此 , 中 间 的 量 也 趋 
于 0. 由 于 左 极限 和 右 极限 都 是 0, 故 双 侧 极限 也 是 0; 则 我 们 证 明了 


lim x sin (2) 二 0. 
Z 一 0 从 


7.1.4 “其 他 的 ”情况 


我 们 考虑 极限 


这 次 的 三 角 函 数 是 余弦 , 且 要 在 r/2 的 附近 被 评估 . 这 既 不 是 小 数 的 情况 也 不 是 大 
数 的 情况 , 因此 , 很 明显 , 之 前 的 情况 都 不 适用 . 如 果 你 就 只 是 将 z = xz/2 代入 上 式 
的 话 , 你 会 得 到 0/0 的 不 定式 , 这 真 要 命 . 尽管 如 此 , 如 果 你 了 解 三 角 函 数 的 性 质 的 
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话 , 这 就 不 是 什么 问题 . 下 面 就 是 原因 . 
处 理 当 x 一 a, 对 于 某 个 a 寺 0 的 极限 ， 有 一 个 很 好 的 一 般 原则 , 就 是 用 
t 二 xz 一 a 作 蔡 换 , 将 问题 平移 至 0. 因此 , 在 以 上 极限 中 , 我 们 设 t = x 一 7/2. 


当 z 一 /2 时 , 你 可 以 看 到 t 一 0. 由 于 z=t 十 zx/2, 我 们 有 
T 
cos(z) COS (t+ 之) 
11 元 一 mm 2 
Z 一 T/2 rz > t 一 0 t 
注意 到 , 我 们 仍然 需要 知道 余弦 在 x/2 附近 的 行为 (正如 你 可 以 看 到 的 , 通过 设 + 


接近 于 0, 并 观察 你 要 取 的 余弦 是 什么 ! ); 替换 并 没有 改变 事实 ， 下面 就 是 你 需要 
了 解 的 2.4 节 中 的 三 角 恒等式 : 


cos (5— 7) = sin(7). 


在 极限 中 , 我 们 有 cos (十), 因此 , 我 们 需要 应 用 之 前 用 --t 替换 zx 后 的 三 
角 恒等式 . 我 们 得 到 


COS (3 十 t) = sin(—t). 
我 们 还 需要 记得 , 正弦 函数 是 一 个 奇 函 数 . 因此 , 事实 上 
COS (3 十 t) = sin(—t) = — sin(t). 
现在 , 我 们 可 以 将 它 代入 极限 并 完成 问题 的 求解 . 总 的 来 说 


TT 
COS (t 丰 2) sin(t 
i 
Z 一 T/2 一 t 一 0 t t—0 t 
2 


虽然 本 例 不 是 那么 简单 ， 但 是 了 解 三 角 恒 等 式 必定 会 对 求解 类 似 的 情况 有 所 帮 
助 的 . 
7.1.5 ”一 个 重要 极限 的 证 明 


在 本 章 中 我 们 已 经 反复 使 用 了 以 下 极限 , 现在 该 是 证 明 它 的 时 候 了 : 
i 
rz—0 < A 


我 们 必须 借助 直角 三 角形 的 几何 学 来 证 明 , 因 
为 那 是 正弦 函数 诞生 的 地 方 . 让 我 们 以 右 极限 


(z 一 0+) 来 开始 吧 . 一 旦 我 们 得 到 它 , 我 们 会 
发 现 双 侧 极限 相当 简单 ， 因 此 , 我 们 先 假设 x 


接近 于 0 但 为 正 ， 让 我 们 来 画 一 个 以 O 为 中 0 

心 、 夹 角 为 x、 半 径 为 1 的 扇形 04B, 如 图 7-2 

所 示 . 
我 们 将 对 这 幅 图 进行 一 些 操 作 , 但 首先 有 图 7-2 


一 个 问题 是 : 这 个 扇形 的 面积 是 什么 呢 ? 想象 一 下 , 这 个 肩 形 是 一 大 块 比萨 中 的 一 
片 . 这 块 比萨 的 半径 为 1 个 单位 , 因此 它 的 面积 是 xr? = x 平方 单位 . 现在 , 我 们 
这 一 片 中 有 多 少 比萨 呢 ? 整个 比萨 有 2x 弧度 的 角 , 而 这 一 片 的 夹 角 是 x, 因此 这 一 


片 占 比萨 的 z/2r. 故 其 面积 关 


(zx/27) x zw 或 简 代 为 z/2 平方 单位 . 即 ， 
扇形 04B 的 面积 = 3 平方 单位 


(这 是 一 般 公 式 的 特例 : 夹 角 为 z 弧度 、 半 径 为 7 个 单位 的 扇形 的 面积 就 是 zr2/2 


平方 单位 .) 


现在 , 让 我 们 在 这 


再 图 上 进行 一 些 操作 . 首先 , 我 们 连接 4B 画 一 条 直线 . 然后 ， 


我 们 从 4 出 发 画 一 条 垂 线 到 直线 0B, 称 C 为 基点 . 我 们 还 要 将 直线 O4 向 外 延 
长 一 些 , 最 后 画 出 圆 在 点 B 的 切线 . 这 条 切线 和 延长 的 直线 O4 相交 于 点 D. 在 完 


成 了 上 述 操作 之 后 , 我 们 得 到 图 7-3. 


图 7-3 


我 在 上 图 中 标记 了 4C 和 DB 的 长 度 . 要 看 


上 我 是 如 何 算出 它们 的 , 就 要 注意 sin (z) = 
(请 记 住 , |4C| 表示 “线段 4C 的 长 
度 ”). 由 于 |04| = 1, 我 们 有 |4C| = sin (zx). 
羊 , 我 们 有 tan (zx) 
因此 |DB| = tan (x). 

我 想 将 精力 集中 在 三 个 对 象 上 . 一 是 原 
始 的 扇形 ; 我 们 已 经 求 出 它 的 面积 是 z/2 平 
方 单位 ， 我们 再 来 看 看 三 角形 AOAB 和 


加 IDB| 
OB 


| I0B|=1, 


AOBD. AO4B 的 底 是 OB, 其 长 度 为 1 个 单位 , 高 是 4C, 其 长 度 是 sin (z) 个 


单位 . 因此 , AO4 的 


职 是 底 乘 高 的 一 3 


,或 sin (z) /2 平方 单位 . 至 于 AOBD， 


它 的 底 是 0B, 其 长 度 是 1 个 单位 , 它 的 高 是 DB, 其 长 度 是 tan (x) 个 单位 , 因此 ， 


AOBD 的 面积 是 tan (z) /2 平方 单位 . 至 关 且 
AOAB 包含 在 扇形 OAB 中 , 扇形 
这 意味 着 , AO4 的 面积 小 于 扇形 04B 的 


的 面积 , 即 : 


要 的 观察 就 是 : 


OAB 又 包含 在 AOBD 中 . 


面积 , 扇形 04B 的 面积 又 小 于 和 OBD 


AO4 的 面积 < 扇形 04B 的 面积 < AOBD 的 面积 . 


我 们 知道 , 如 果 所 有 这 三 个 量 用 变量 > 表示 的 话 , 将 其 代入 , 我 们 有 


tan(z) 


我 们 用 2 和 以 上 不 等 式 相 乘 , 会 得 到 一 个 非常 好 的 值得 记忆 的 不 等 式 
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sin(Zz) <Z<tan(zZ) 对 于 0<z< 机 


我 们 现在 可 以 求 极 限 了 . 让 我 们 首先 来 取 这 个 不 等 式 的 倒数 . 0 这 个 操作 将 
使 我 们 把 小 于 号 变 为 大 于 号 . 我 们 写 出 tan (x) = sin (x) / cos (z), 不 等 式 的 倒数 就 


是 : 


1 1 cos(z) 
sin(Z) ”2 sin(x) 


最 后 , 我 们 用 正 的 量 sin (z) 和 上 式 相 乘 , 会 看 到 


sin(Z) 
1> a > cos(z ). 
如 果 你 悄悄 地 将 它 倒 着 写 出 来 , 它 总 是 可 以 被 重新 写作 
cos(Z) < 62) <1 
> . 
(请 记 住 , 这 对 于 任意 的 介 于 0 和 罗汉 都 成 立 .) 现在 , 我 们 使 用 三 明治 定 
理 : 由 于 cos (0) = 1 且 wy = cos (x) 是 连续 的 , 我 们 知道 Lim, cos (7) = 1. 同样 ， 
im, (1) = 1. 因此 , 量 sin (x) /zx 、 0 ) 和 1 之 间 ， 当 0 时 , 这 两 个 函 


数 都 趋 于 1. 根据 三 明治 定理 ， 


li 二 1 
Z 一 0 十 人 
这 样 我 们 就 求 出 了 右 极限 . 
我 们 仍然 需要 处 理 左 极限 并 且 证 明 
ji | 
六 0 一 


如 果 我 们 可 以 的 话 , 那么 我 们 就 证 明了 左 极 眼 与 右 极限 均 为 1, 因此 , 双 侧 极限 也 是 
1, 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 

为 了 证 明 左 极限 是 1, 我 们 设 上 = -2z. 那么 , 当 xz 是 一 个 很 小 的 负数 时 , t 是 一 
个 很 小 的 正 数 . 用 数学 符号 表达 , 我 们 可 以 说 , 当 z 一 07 时 , 我 们 有 + 一 0f+. 因此 ， 
以 上 极限 可 以 被 写作 


lim a 

t 一 0 十 一 上 

现在 , 我 们 知道 sn (-) = 一 sin (t) ( 因 为 正弦 函数 是 奇 函数 
上 极限 简化 为 


, 因此 , 我 们 可 以 将 以 


— 


. —sin(t) ,. sin(t) 
lim = lim 
t 一 0 十 t t—»0+ + 


我 们 已 经 看 到 该 极限 是 1( 用 x 蔡 换 t, 这 会 怎样 呢 ? ), 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 

在 我 们 继续 讨论 三 角 函 数 求 导 之 前 , 我 想 先 考虑 一 下 f(z) = sin (zx) /z 的 图 像 . 
左 极限 的 论证 过 程 中 证 明了 了 是 一 个 偶 函 数 (你 知道 为 什么 吗 ?). 这 意味 着 , y 名 
就 像 是 y = f(x) 的 图 像 的 一 面 镜 子 ， 如果 回顾 一 下 3.5 节 的 内 容 , 你 可 以 看 到 我 
们 画 出 了 当 x > 3 时 的 y = 了 (zx) 的 图 像 . 我 们 没有 画 x < 3 的 图 像 是 因为 我 们 不 
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知道 那里 会 发 生 什 么 . 现在 我 们 知道 : 当 z 一 0 时 , 量 f (x) = sin(z)y/z 一 1. 事 
实 上 , 我 们 已 经 证 明了 sin (z) /z 位 于 cos (z) 和 1 之 间 . 这 使 得 我 们 可 以 将 图 像 扩 
展 到 x > 0. 最 后 , 我 们 使 用 f 的 偶 函 数 性 来 画 出 y = sin (x) /z 的 完整 的 图 像 ( 注 
意 : x 轴 和 vy 轴 的 度量 不 同 ), 如 图 7-4 所 示 . 


图 7-4 


信封 函数 y= 1/z 和 y= 一 1/z 的 图 像 用 虚线 表示 . 此 外 , x 轴 截 距 是 所 有 的 除 0 之 
外 的 zx 的 倍数 . 最 后 , 正如 你 看 到 的 , 该 函数 在 xz = 0 上 不 连续 , 因为 它 在 那里 无 定 
义 . 然而 , 如 果 我 们 定义 函数 g, 其 定义 为 , 如 果 x 取 0,g (2z) = sin (x)/z 及 g(0)=1, 
这 样 我 们 就 有 效 地 填充 了 上 图 中 在 (0,1) 处 的 空心 圆 , 并 且 函 数 9 是 连续 的 . 


7.2 涉及 三 角 函 数 的 导数 
现在 到 了 对 某 些 函数 求 导 的 时 候 了 . 让 我 们 先 对 sin (z) 关于 x 求 导 . 为 了 这 


样 做 , 我 们 将 要 使 用 7.1.2 节 中 的 两 个 极限 形式 ; 
jim sm sin(h) = 1 — cos(h) -0 
h—0 h—0 h . 


(好 吧 , 我 将 x 变 为 h, 但 这 没关系 . 不 管 怎样 , h 是 一 个 哑 变 量 , 并 且 它 可 以 被 任意 
字母 所 替换 .) 不 管 怎么 说 , 令 f(z) = sin (z), 让 我 们 对 其 求 导 : 
[7 Jim f(z+ f(z) = lim, Sin(2 十 一 Sin(2) | 

现在 怎么 办 呢 ? 好 的 ， 你 应 该 记 住 以 下 人 Ni 
sin(A+ B)= sin(A)cos(B)+ cos(A)sin(B); 
如 果 没 有 记 住 , 你 最 好 再 看 一 下 第 2 草 . 不 管 怎样 , 我 们 想 要 用 x 蔡 换 4, 用 hh 符 
换 B, 因此 我 们 有 
sin(z+h)= sin(z)cos(h) + cos(z)sin(h). 
我 们 将 上 式 插入 以 上 极限 , 会 得 到 
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.Sin(z) cos( 尹 ) + cos(x)sin(h) 一 Sin(Z) 
人 h | 
最 后 剩 下 的 工作 就 是 将 这 些 项 进行 不 同 地 分 组 并 进行 因 式 分 解 , 我 们 得 到 
, .Sin(x)(cos(h) — 1)+ceos(z)sin(h) 
Ph h 


三 lm (ma (2 ) 十 cos(Z) (32)) : 
注意 到 , 我 们 将 含有 z 的 部 分 与 含有 的 部 分 尽 可 能 地 分 离开 . 现在 , 我 们 实际 上 
必须 求 当 一 0( 不 是 xz 一 0! ) 时 的 极限 . 我 们 使 用 本 节 开 始 部 分 的 两 个 极限 , 会 
得 到 


f'(7) = sin(x) x 0 十 cos(Z) x 1 = cos(7). 
即 , f (x) = sin (x) 的 导数 是 f' (x) = cos (x), 或 者 换 句 话说 ， 


元 sin(Z) 一 cos(Z). 


现在 , 你 应 该 试 着 用 f (x) = cos (x) 重复 一 下 以 上 论证 . 你 只 需要 第 2 章 的 以 下 恒 


A 
等 


cos(A+B)= cos(A)cos(B)— sin(A)sin(B) 
这 确实 是 个 很 好 的 练习 , 因此 , 现在 就 请 尝试 一 下 吧 . 如 果 你 求解 正确 , 你 应 该 会 
看 到 


cos(Z) = — sin(x). 


不 管 怎样 , 现在 去 求 其 他 三 角 函 数 的 导数 就 是 小 菜 一 人 碟 了 . 你 不 需要 使 用 任何 
极限 . 你 可 以 只 使 用 商法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 让 我 们 以 y = tan (zx) 的 导数 开始 . 我 
们 可 以 将 tan(z) 写成 sn (zx) /cos (x), 因此, 如 果 我 们 设 w = sin(z) 及 v = cos (z)， 
那么 , y = w/v. 我们 刚刚 求 出 du/dz = cos (z) 及 du/dz = 一 sin (x). 使 用 商法 则 ， 
我 们 得 到 


du dv 
dy “dz “dz cos(z)(cos(z)) 一 sin(z)( 一 sin(z)) 
dr | v2 和 cos2 (7) 
最 后 一 个 分 式 的 分 子 就 是 cos? (z) + sin2 (zx), 它 总 是 等 于 1. 因此 , 导数 就 是 
dy 1 


一 sec2(z)， 


dx cos2(7Z) 


这 样 , 我 们 就 已 经 证 明了 


tan(x) = sec?(x). 


现在 , 让 我 们 来 计算 y = sec (z) 的 导数 . 这 里 我 们 可 以 写 y = 1/ cos (z), 你 或 
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许 认为 商法 则 最 合适 . 事实 上 , 你 可 以 使 用 商法 则 , 但 链 式 求 导 法 则 更 好 一 些 . 如 
果 w= cos (7z), 那么 y = 1/u. 我 们 可 以 对 dy/du = 一 1/w? 及 du/dz = 一 sin (zx) 求 
导 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 


dy dydu _ 1 sin(zx) 
dz dudzx ( 总 ) 人 cos2(z) ， 
在 最 后 一 步 , 我 们 必须 用 cos (z) 替换 wu. 事实 上 , 结果 如 下 : 


sin(x) 1 sin(z) 


cos2(Z) cos(x)cos(x) 


这 样 我 们 就 证 明了 


5 sec(7X) = sec(x) tan(x). 


至 于 y= csc (7z), 它 应 该 被 写成 1/ sin (zx). 我 们 最 好 是 再 次 使 用 链 式 求 导 法 则 ， 
令 v=sin(z) 及 y= 1/u. 但 我 知道 你 想 要 使 用 商法 则 , 因为 它 是 一 个 商 的 形式 , 尽 
管 这 是 下 策 . 你 就 是 不 相信 我 . 那 好 吧 , 我 们 来 看 一 下 . 要 对 y = 1/ sin (z) 使 用 商 
法 则 , 事实 上 , 我 们 要 令 w=1 及 w= sin(z). 那么 , du/dz =0 及 du/dz = cos (7). 
根据 商法 则 ， 


dy _ Yaz “dz _ sin(z)(0) ~ 1(cos(®)) _ _ cos(z) 
0 a sinz(7) sna(z) 
好 , 这 也 不 错 , 但 使 用 链 式 求 导 法 则 仍然 会 更 好 些 . 不 管 怎样, 正如 我 们 刚刚 对 y = 
sec(z) 所 做 的 , 我 们 分 解 以 上 结果 并 化 简 会 , 得 到 
2 csc(Z) = 一 csSc(Z) cot(Z). 
dz 
最 后 , 我 们 考虑 y = cot (+), 这 当然 可 以 被 写成 y = cos(z)/sin(z) 或 y = 
1/tan (x). 你 可 以 在 y = cos (zx) /sin (z) 上 使 用 商法 则 , 或 者 , 既然 我 们 知道 tan (zx) 
的 导数 , 你 可 以 在 y = 1/tan (z) 上 使 用 链 式 求 导 法 则 (或 是 商法 则 ). 你 甚至 可 以 
将 cot (z) 写成 cos (zj csc (z) 的 形式 , 并 使 用 乘积 法 则 . 不 管 你 用 哪 种 方式 , 你 应 该 
会 得 到 


cot(Z) = 一 csc2(Z). 


你 应 该 用 心 记 住 所 有 的 这 六 个 加 框 公式 . 请 注意 , 在 三 个 余 函 数 (余弦 、 余 割 、 余 
切 ) 之 前 都 有 一 个 负 号 , 并 且 导 数 是 一 般 导 数 的 余 - 形 式 ， 例 如 , sec(z) 的 导数 是 
sec (Z) tan (z), 因此 , 将 一 个 “ 余 ” 写 在 前 面 再 加 一 个 负 号 , 我 们 得 到 csc (z) 的 导数 
是 -csc(z) cot (x). 这 对 于 余弦 和 余 切 也 成 立 , 请 记 住 (如 果 是 余弦 ), 正弦 的 余 的 余 
正好 是 原始 的 正弦 函数 . 

顺便 要 说 的 是 , f(x) = sin (x) 的 二 阶 导 是 什么 ? 我 们 知道 fr (x) = cos (z), 这 


样 , f” (z) 就 是 cos (z) 的 导数 , 这 正 是 我 们 所 看 到 的 一 sin (x). 即 ， 

d2 
(in(z)) = 一 sin(o 
该 函数 的 二 阶 导 正 好 是 负 的 原始 函数 . 这 对 于 g(x) = cos (x) 也 成 立 . 这 根本 不 会 
发 生 在 ( 非 零 的 ) 多 项 式 上 , 因为 一 个 多 项 式 的 导数 是 一 个 次 数 比 原 始 多 项 式 的 次 
数 低 一 次 的 新 的 多 项 式 . 


7.2.1 求 三 角 函 数 导 数 的 例子 


既然 我 们 要 对 更 多 的 函数 求 导 , 你 最 好 确保 你 还 记得 如 何 使 用 乘积 法 则 、 商 法 
则 以 及 链 式 求 导 法 则 . 例如 , 你 如 何 求 下 列 导数 呢 : 
d d 也 d 
元 (zzsin(z)， 雹 (和 )) 及 地 (cot(z3))? 
让 我 们 一 个 一 个 地 求解 吧 . 如果 y = z2sin (zx), 那么 , 我 们 可 以 写 y = wv, 其 中 ， 
4 二 2? 及 w= sin (zx). 现在 , 我 们 只 需要 建立 我 们 的 那 张 表 了 : 


也 一 22 v=sin(7z) 
du dv 
一 一 一 2 一 一 一 . 
本 二 2 2 cos(Z) 


使 用 乘积 法 则 ( 见 6.2.3 节 ), 我 们 得 到 

dy du dv  ， | 国 

a sin(Z). (2x) 十 Z“ cos(7). 
这 通常 是 写成 2zsin (z) + z2 cos (z)， 不 管 怎样 ,让 我 们 来 做 第 二 个 例子 吧 ， 如 果 
y 二 sec(zZ) /725, 这 一 次 我 们 设 w = sec(z) 及 vv = z5, 这 样 y = w/v. 得 到 : 


u= sec(z) v= 
=sec(7z) tan(z) 一 524 
我 们 使 用 商法 则 会 得 到 
du dv 
dy “dz “dz xz5sec(z)tan(z) 一 sec(z):5z4 sec(z)(ztan(z) 一 5) 
dz | v2 和 (Z5)2 28 


请 注意 ,我 们 在 最 后 删除 了 因子 zt， 现在 ， 我 们 来 看 看 第 三 个 例子 吧 , 设 9 
cot (za)， 这 里 我 们 正在 处 理 两 个 函数 的 复合 , 因此 最 好 使 用 链 式 求 导 法 则 . 首 9 
在 > 上 进行 的 操作 是 立方 , 因此 , 令 w= za, 那么 y = cot (W). 得 到 : 


S| 


y=cot(u) 以 一 23 
dy du ,2» 
了 二 一 c8C (u) 37 


> 六 
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根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 

dy _ dydu 

dz dudz 
我 们 不 能 把 项 v 放 在 那里 , 我 们 需要 用 x3 蔡 换 它 . 综合 起 来 , 我 们 要 求 的 导数 就 
是 -3z2 csc2 (7x3). 
在 我 们 继续 求解 之 前 , 我 想 告诉 你 一 个 简单 的 小 诀 罕 . 假设 你 有 y = sin (8z)， 
想 要 求 dy/dz. 你 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 w= 8z, 这 样 y = sin (w). 这 是 一 
简单 的 (尝试 一 下 ! ) 来 证 明 dy/dz = 8cos (8z) 的 练习 . 当然 , 数字 8 没什么 特 
的 ; 它 也 可 能 是 任何 数 . 因此 , 一 般 法 则 是 : 对 于 任意 的 常数 a， 


csc2(u) . 372. 


i 
别 


a = acos(ax). 
dz 
基本 上 , 如 果 用 az 替换 z， 那 么 当 你 求 导 的 时 候 ， 在 最 前 面 有 一 个 额外 的 因子 
a， 这 对 于 其 他 三 角 函 数 也 适用 ， 例 如 , tan (z) 关于 z 求 导 数 是 sec? (z)， 因 此 ， 
tan (22) 的 导数 是 2sec? (2z)， 以 相同 的 方式 ，csc(z) 的 导数 就 是 - csc (x) cot (7x)， 
因此 , csc (19z) 的 导数 是 19csc (19x) cot (19x). 这 将 把 你 从 使 用 链 式 求 导 法 则 中 
解放 出 来 , 进入 到 一 个 简单 的 形式 中 . 
7.2.2 ” 简 谐 运动 

经 常 出 现 三 角 函 数 的 一 个 地 方 自然 是 描述 弹 得 振子 的 运动 . 事实 表明 , 如 果 zx 
是 弹簧 振子 在 时 刻 t 的 位 置 , 我 们 取向 上 的 方向 作为 正方 向 , 那么 , 描述 x 的 方程 
可 能 就 像 是 z = 3sin (4 多. 数字 3 和 4 或 许 会 改变 , 还 有 “正弦 ”可 能 变 成 “余弦 ”， 
但 那 是 我 们 的 基本 思想 . 该 方程 是 合理 的 . 毕竟 , 余弦 函数 总 是 反复 地 弹 来 弹 去 , 因 
此 振子 也 是 . 这 种 类 型 的 运动 被 称 为 简 谐 运动 . 
因此 , 如 果 x = 3sin (4t) 是 振子 从 始点 出 发 的 位 移 , 那么 在 时 刻 t 振子 的 速度 
和 加 速度 是 多 大 呢 ? 我 们 要 做 的 所 有 事情 就 是 求 导 . 我 们 知道 v = dz/dt, 因此 我 们 
只 需要 对 3sin (46 关于 t 求 导 . 我 们 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 , 但 使 用 上 一 节 结 尾部 
分 的 那个 观察 会 更 简单 . 事实 上 , 为 了 对 sin (4t) 关于 t 求 导 , 我 们 观察 到 sin ( 的 
导数 是 cos (), 因此 , sin (4t) 的 导数 就 是 4cos (4t). (不 要 忘记 在 最 前 面 有 一 个 4! ) 
总 而 言 之 , 我 们 有 


v 一 $0 sin(4t)) = 3 x 4cos(4t) = 12 cos(4t). 
现在 我 们 可 以 对 加 速度 重复 这 个 练习 , 它 由 dv/dt 给 出 , 我 们 使 用 相同 的 技巧 : 
dv 


d : . 
二 二 TL cos(4t)) = —12 x 4sin(4t) = —48sin(4t). 


注意 到 , 加 速度 ( 它 当 然 就 是 位 移 的 二 阶 导 ) 基本 上 和 位 移 本 身 是 一 样 的 , 除了 最 前 
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面 有 一 个 负 号 以 及 系数 是 不 同 的 之 外 (48 取代 了 3). 这 个 负 号 表示 加 速度 和 位 移 


的 方向 是 相反 的 . 事实 


于 48 二 3 x 16, 我 们 就 证 明了 


” 


a=—16z%, 


现在 , 让 我 们 通过 对 振子 的 运动 的 更 深入 的 研究 来 解释 


一 下 这 个 方程 . 


位 置 zx 由 x = 3sin (4t) 给 出 , 当 振 子 在 平衡 位 置 时 有 x = 0. 现在 , 如果 
我 们 用 3 和 不 等 式 -1 < 
一 3 < 3sin (4t) < 3. 这 就 是 说 , -3 < z < 3. 因此 , 我 们 可 以 看 到 xz 在 -3 和 3 之 间 


sin (4#) < 1 相 乘 (这 对 所 有 的 t 


都 成 立 )， 我 们 得 到 


振荡 . 当 z 为 正 时 , 振子 在 平衡 位 置 的 上 方 , 那么 a 这 很 好 : 加 速度 是 向 下 
的 , 理 当 如 此 . 当 x 变 得 越 来 越 大 时 , 弹簧 压缩 得 更 厉害 , 致使 振子 经 受 一 个 更 大 
的 力 和 向 下 的 加 速度 . 最 终 , 振子 开始 向 下 运动 , 不 一 会 儿 2 变 为 负 的 . 然后 , 振子 


在 它 平衡 位 置 的 下 方 , 因此 , 弹簧 被 伸展 并 且 要 将 振子 拉 回 来 . 
时 , a 为 正 , 因此 力 是 向 上 的 . 图 7-5 显示 了 整个 过 程 ; 


T/2 的 奇数 倍 时 , 都 有 上 式 发 生 , 即 , 对 于 某 个 整数 n, t = (2n 1 
做 了 足够 多 的 简 谐 运动 了 , 在 进入 下 一 章 的 隐 函 数 求 导 之 前 , 计 


角子 数 求 导 的 例子 吧 . 


7.2.3 ”一 个 好 奇 的 函 


它 的 导数 是 什么 呢 ? 我 们 最 好 不 要 担心 x = 0， 
其 他 的 值 都 没有 问题 . 设 y = f(x); 那么 ， 


数 


我 们 考虑 函数 f, 其 定义 为 


Pe Pe (2) . 


wu 关于 z 求 导 很 简 身 


| 


1 
v= sin(w) We 
ee ) do_ 工 
dw Sd dr x? 


事实 上 , 当 z 为 负 


当 振 子 在 它 运动 的 最 上 方 时 , 其 速度 为 0， 由 于 我 们 有 v = -12cos (4t), 当 生 是 


FJ) /8. 现在 , 我 们 
上 我们 再 来 看 一 个 三 


因为 f 在 那里 无 定义 , 而 对 于 z 的 
是 v=z2 和 vv=sin(l/z) 的 乘积 . 对 
结果 就 是 2z), 但 v 有 志 兴 最 好 的 方法 
果 w= sin (w). 然后 , 我 们 可 以 建立 那 张 标准 表 : 


还 是 设 w= 1/z, 结 
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现在 , 我 们 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 : 
dv dvdw 1\y cos(1/z) 
本 一 i 一 cos(w) 22 也 


既然 已 经 有 du/dz 和 duy/dz, 最 后 , 我 们 可 以 在 y = wv 上 使 用 乘积 法 则 : 


dy du dv . /1 2/ cos(1/z)\ . /1 1 
时 = ) 0) + (- 富 = 22 sin 了 一 “os 二) 


这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 

事实 表明 , 函数 f 相当 地 好 奇 . 我 们 来 看 看 为 什么 . (如果 你 感觉 不 喜欢 , 我 狂 
你 可 以 先 跳 到 下 一 章 , 之 后 再 回来 看 看 .) 不 管 怎样 , 为 了 进一步 研究 , 我 们 需要 以 
下 三 个 极限 : 


1 
lim 2 sin (2) = 0, main (3 ) 二 0 及 ,lim ee 人 ) 不 存在 . 


你 可 以 使 用 三 明治 定理 以 及 任何 数 (甚至 是 1/z) 的 正弦 或 余弦 都 介 于 -1 和 1 之 
间 的 事实 来 求解 这 三 个 极限 中 的 前 两 个 . 第 三 个 极限 稍微 复杂 些 , 但 是 我 们 在 3.3 
节 中 对 于 sin (1/z) 已 经 求解 过 了 , 并 且 将 正弦 改 为 余弦 没有 什么 区 别 . 问题 (你 可 
能 还 记得 ) 是 , 当 x 一 0+ 时 , cos (1/7x) 在 -1 和 1 之 间 的 振荡 变 得 越 来 越 强烈 , 因 
此 极限 不 存在 . 
不 管 怎样, 第 一 个 极限 是 说 lm f(z) = 0, 尽管 如 此 , f (0) 是 无 定义 的 . 这 意味 
着 , 通过 填充 点 f (0) = 0， 我 们 可 以 将 f 扩展 为 连续 函数 . 因此 , 我 们 抛弃 了 旧 的 
f 并 由 以 下 公式 定义 了 一 个 新 的 广 


i | a (2) 如 果 xz 关 0， 
0 


如 果 x = 0. 
我 们 刚刚 证 明了 这 个 新 的 函数 , 改善 后 的 f 是 处 处 连续 的 . 我 们 已 经 求 出 当 x 关 0 


时 它 的 导数 是 : 
f'(7) = 2xsin (5) — COS (5) 
也 也 


那么 , 在 xz = 0 处 f 的 导数 又 是 什么 呢 ? 在 这 里 没有 一 个 法 则 能 够 帮 得 上 忙 , 我 们 
必须 使 用 导数 的 定义 公式 ; 


jo 1 jO+ 站 -70) ,hsin(l/h)—0 . /1 
PO = hm tt pm de jim hein (F). 


h—0 hh h—0 


最 后 这 个 极限 就 是 以 上 极限 (用 h 替换 x) 的 中 间 那 个 , 这 个 极限 存在 且 值 为 0. 这 
意味 着 f 事实 上 在 z = 0 处 可 导 , 实际 上 了 (0) = 0. 从 y = f(z) 的 图 像 上 你 能 
看 出 这 点 吗 ? 图 7-6 就 是 -0.1 < x < 0.1 的 图 像 的 样子 , 伴 有 信封 函数 y = z2 和 


2 ， 


y= 一 2 
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图 7-6 
在 xz = 0 上 它 看 起 来 很 摇摆 , 因此 , 目前 还 不 清楚 在 那里 导数 是 否 存在 , 但 是 我 们 


刚刚 证 明了 它 存在 ! 这 就 引出 以 下 问题 : 
lim f'(z) 


Z 一 0 十 


是 什么 呢 ? 因为 我 们 知道 fr (0) = 0, 你 或 许 会 认为 以 上 极限 就 是 0. 根据 以 上 f(x) 
在 zx 关 0 时 的 公式 , 让 我 们 来 检验 一 下 吧 : 


1 1 
li ‘(zx)= 1 27zsin | 一 | 一 = 
(em 人 (二 -人 


这 里 我 们 有 两 项 需要 处 理 . 第 一 项 (2zsin (1/z)) 的 极限 趋 于 0, 因为 它 就 是 上 述 那 
三 个 极限 中 间 的 那个 的 两 倍 . 另 一 方面 , 第 二 项 (cos (1/z)) 当 z 一 0 时 没有 极限 
这 就 是 上 述 第 三 个 极限 所 表达 的 意思 . 结论 是 ， lim, 六 (z) 不 存在 . 根据 对 称 性 ( 检 
验 了 是 一 个 奇 函数 )，lim f'(z) 也 不 存在 . 

现在 我 们 来 总 结 一 下 我 们 所 发 现 的 事实 . 我 们 的 函数 /处 处 连续 日 处 处 可 导 ， 
甚至 在 xz = 0 处 也 不 例外 . 事实 上 , 在 z = 0 处 , 导数 户 (0) 等 于 0, 但 在 0 的 附近 ， 
导数 f(z) 振荡 得 很 强烈 , 则 lim 7 (z) 不 存在 , 尽管 1 (0) 存在 . 尤其 是 , 我 们 证 
明了 导 函 数 记 本 身 不 是 连续 函数 . 因此, 存在 可 导 的 函数 , 而 它们 的 导数 不 连续 
这 就 是 十 足 的 好 奇 ! 
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在 此 之 前 , 我 们 试图 解决 如 何 对 所 看 到 的 一 切 进行 求 导 , 现在 来 休息 一 下 . 该 
是 看 看 隐 函 数 求 导 的 时 候 了 , 它 是 一 个 很 好 的 普通 求 导 的 一 般 化 形式 . 之 后 , 我 们 
会 看 到 如 何 使 用 这 种 技巧 来 求解 涉及 变化 的 量 的 应 用 问题 . 如 果 知道 一 个 量 的 变化 
有 多 快 , 我 们 就 能 求 出 一 个 不 同 的 但 与 之 相关 的 量 的 变化 会 有 多 快 . 总 之 , 本 章 的 
主要 内 容 正如 标题 一 样 : 

。 隐 函 数 求 时 ; 


。 相 关 变化 率 . 
8.1 隐 范 数 求 导 
我 们 考虑 以 下 两 个 导数 : 


d d 
Be) 及 Br 
正如 我 们 已 经 看 到 的 , 第 一 个 就 是 2z. 那么 , 第 二 个 是 2y 吗 ? 如 果 是 关于 y 求 导 ， 
那么 结果 就 是 它 , 但 这 不 是 关于 y 求 导 , 在 分 母 上 的 dz 告诉 我 们 这 是 在 关于 z 求 
导 . 我 们 如 何 阐释 它 呢 ? 
最 好 的 方法 是 告诉 自己 以 上 的 第 一 个 导数 问 的 是 : 当 我 们 对 x 稍 作 改 变 时 , ; 
22 会 有 多 大 变化 . 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 看 到 的 , 如 果 我 们 对 x 稍 作 改变 , 那么 z2 
就 会 有 近似 2z 倍 的 那么 多 的 变化 . 
男 一 方面 , 如 果 你 对 z 稍 作 改 变 , y? 会 怎么 样 ? 这 就 是 我 们 为 了 求 出 以 上 第 二 
个 导数 d (%2) /dz 所 需要 知道 的 . 我 们 这 样 思考 : 如 果 你 改变 x, 那么 y 会 有 点 变 
化 ; y 的 这 个 变化 会 引起 刀 的 变化 . (这 一 切 只 有 当 y 依赖 于 xz 时 才 正 确 , 当然 , 如 
果 不 是 这 样 的 话 , 那么 当 你 改变 x 时 , y 根本 不 会 有 任何 变化 . ) 
如 果 你 认为 这 听 起 来 好 像 是 我 在 暗示 链 式 求 导 法 则 , 那么 你 就 非常 正确 了 . 以 
下 就 是 它 如 何 真正 地 发 挥 作用 了 . 令 忌 =? 妈 , 则 duw/dy = 2y. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dd x du du dy dy 
Be Vax 
因此 , 如 果 你 对 x 稍 作 改变 , 那么 妇 会 有 2y (dy/dz) 倍 的 变化 . 现在 或 许 你 会 抱怨 
结果 中 包含 dy/dz, 但 你 到 底 期 待 什么 呢 ? 如 果 你 想 要 知道 当 你 对 x 稍 作 改 变 时 ， 
量 妇 会 如 何 变化 , 那么 首先 你 需要 知道 y 是 如 何 变化 的 !( 此 外 , 如 果 y 不 依赖 于 


好 


Im 
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Zz, 那么 对 于 所 有 的 x, dy/dz 都 等 于 0, 故 对 于 所 有 的 z, d (22) /dz 也 是 0. 即 , 多 
也 不 依赖 于 zx.) 


8.1.1 ”技巧 和 例子 


现在 该 来 实际 应 用 一 下 了 . 我 们 考虑 下 列 方程 ; 
22 十 人 5 三 革 

量 y 不 是 > 的 函数 . 事实 上 , 当 -2 < x < 2, 有 两 个 y 值 满足 这 个 方程 . 另 一 方面 
上 述 关 系 的 图 像 就 是 半径 为 2 圆心 位 于 原点 的 单位 圆 . 该 圆 处 处 有 很 好 的 切线 , 不 
用 写 出 y = 十 VE 二 丈 并 求 导 , 我 们 就 应 该 能 够 求 出 它们 的 斜率 . 事实 上 , 我 们 所 要 
做 的 就 是 在 等 号 两 边 添加 一 个 dj/dzx: 
C(t) = 
正如 我 们 所 知 , 等 号 左边 可 以 被 分 成 两 部 分 , 这 没有 任何 问题 . 事实 上 , 我 们 通常 是 
始 时 自动 地 先 写 出 


由 


(9) + ) = (4). 
为 了 化 简 上 式 , 注意 到 在 上 二 节 我 们 已 经 识别 了 在 左边 的 两 个 


为 4 是 常数 . 当心 不 要 写成 4 一 这 是 个 非常 常见 的 错误 ! 不 管 怎么 座 
dy 
2z 十 2 天 一 0. 
我 们 将 上 式 除 以 2 并 整理 得 到 


dy __7 


dz yy 

这 个 公式 说 的 是 , 在 圆 上 的 点 (z,y) 处 , 切线 的 斜率 是 ~z/y 如 果 该 点 不 在 圆 上 , 屠 
么 此 公式 没有 任何 意义 (至 少 就 我 们 所 关心 的 而 言 ). 现在 , 我 们 使 用 公式 来 求 圆 上 
的 点 (1, V3) 处 的 切线 方程 . 该 点 的 确 位 于 圆 上 , 原因 是 zz 二 内 = 12+(V3 =4. 
根据 上 述 公式 , 斜率 由 dy/dz = -1/V3 给 出 . 因此 , 切线 的 斜率 是 -1/V3 并 且 通 
过 (1,V 引 . 使 用 点 斜 式 公式 , 我 们 看 到 直线 的 方程 是 

y— V3= a 1). 
如 果 你 喜欢 , 这 可 以 稍 加 简化 为 y = (4 一 2z) /v3. 

这 里 还 有 一 个 例子 : 如 果 
5sin(x) + 3sec(y) = 一 Z2 十 3， 


在 原点 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 和 先前 的 例子 不 同 , 这 一 次 我 们 不 可 能 通过 解 方程 
求 得 y( 或 站). 因此 , 我 们 必须 使 用 隐 函 数 求 导 . 让 我 们 首先 检验 原点 确实 位 于 曲线 
上 . 我 们 将 xz =0 和 w=0 插入 上 式 得 出 左边 为 5sin (0) 十 3sec (0), 这 正好 是 3 (请 
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记 住 , sec (0) = 1/cos (0) = 1). 右边 也 是 3, 因此 原点 在 曲线 上 . 现在 , 我 们 对 以 上 
方程 求 导 , 我 们 将 它 拆 分 开 : 

守 (5sin(z) + 字 (3sec()) = 时 一 证 (2+ 证 (3) 
在 这 些 量 中 仅 有 的 难于 简化 的 一 个 就 是 左边 的 第 二 个 分 式 . 尽管 如 此 , 这 并 不 太 粮 


令 二 3sec( 胃 ), 那么 du/dy = 3sec(y)tan (四 , 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 


d du du dy dy 
元 G sec(y)) = 3 a 也 = 3sec(y) tan(y) 3 


因此 我 们 可 以 回 到 先前 的 方程 中 并 对 两 边 求 导 , 得 到 
5cos(z)+3sec(y ) tan(y) Yu 宇 2 一 27. 


注意 到 , 当 你 对 常数 3 求 导 时 , 会 得 到 0. 无 论 如 何 , 这 里 我 们 可 以 求解 dy/dz, 就 
将 所 有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 的 一 边 , 而 其 他 的 各 项 移 到 等 号 的 另 一 边 : 


dy 
二 3sec(y) tan(y) I 27 十 5cos(Z). 
现在 进行 因 式 分 解 , 得 到 


TY (1 ~ 3sec(y) tan(y)) = 27z 十 5cos(z) 


a 


然后 做 除法 , 得 到 


dy 2x+5cos(z) 
dz 1—3sec(y) tan(y) 
最 后 , 我 们 将 x = 0 和 y=0 插入 上 式 , 得 到 
dy 2(0)+5cos(0) 2(0) 十 5(1) 
dr 1—3sec(0) tan(0) 1 一 2(1)(0) 
于 切线 的 斜率 是 5, 并 且 通 过 原点 , 其 方程 就 是 y = 5z, 这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 
但 是 , 你 能 看 出 怎么 做 我 们 或 许可 以 省 点 儿 力 气 吗 ? 我 们 回 到 上 述 方程 中 
5cos(Z) + 3sec(y) tan( 轨 9 = 加 一 27 
我 们 对 此 作 操 作 并 求解 出 dy/dz 的 一 般 表 达 式 , 但 事实 上 , 我 们 只 关心 在 原点 处 会 
发 生 什么 . 因此 , 通过 将 z = 0 和 = 0 代入 以 上 方程 , 我 们 可 以 节省 点 儿 时 间 . 我 
们 会 得 到 


d 
5cos(0) + 3sec(0) tan(0) YL 扯 a 2(0). 


这 很 容易 简化 为 dy/dz = 5. 因此 , 根据 经 验 , 如 果 你 只 需要 一 个 特定 点 上 的 导数 ， 
那么 就 请 在 重新 整理 之 前 做 替换 . 这 经 常 能 节省 时 间 . 

到 目前 为 止 , 我 们 只 使 用 了 链 式 求 导 法 则 . 有 时 候 , 你 或 许 需 要 使 用 乘积 法 则 
或 商法 则 . 例如 , 如 果 
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ycot(x) = 3csc(y) 十 Z7， 
么 你 会 需要 用 到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 来 求 dy/dz， 事实 上 , 如 果 我 们 求 导 ， 


4 


TS (yeot(s)) = CS (3csc(W)) + (27), 
左边 是 和 cot (z) 的 乘积 . 我 们 应 该 给 它 一 个 名 字 , 我 称 它 为 s, 这 样 = ycot (2) 
如 果 我 们 也 令 v = cot (zx), 那么 s = Wu, 并 且 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 来 对 s 关于 x 


二 oy | 一 cot(z) YY 十 %( 一 csc2(zZ)). 

(请 记 住 : cot (z) 关于 x 的 导数 是 - csc2 (zx).) 现在 , 我 们 来 关心 一 下 上 述 原始 方 
程 的 右边 ， 对 于 第 一 项 3csc (y), 我 们 要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 称 该 项 为 u, 故 
u 二 3csc (四 ). 我 们 可 以 看 到 du/dy = -3csc(y) cot (y), 因此 根据 链 式 求 导 法 则 , 我 


们 有 


du _ dudy dy 
a 3csc(y) cot(y) 3 


最 终 , 最 后 一 项 z7” 关于 z 的 导数 就 是 7z6. 综合 来 看 , 当 我 们 对 原始 方程 
ycot(x) = 3csc(y) + x7 
的 两 边 同 时 关于 xz 求 导 时 , 会 得 到 
cot(z) 旱 一 ycsc2(z) = —3csc() cot() 漠 十 7z5. 
我 们 将 所 有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 左边 , 而 其 他 的 移 到 等 号 右边 


i + 3csc(y jt = ycsc2(Z) 十 726. 


dz dz 
现在 对 等 号 左边 的 表达 式 进行 因 式 分 解 并 做 除法 来 求解 dy/dz: 
dy Wcsc2(Z) 十 776 


dx cot(z) 二 3csc(y) cot(y)’ 
这 样 , 我 们 就 完成 了 求解 . 
最 后 , 我 们 考虑 方程 


Z veos (各 ) = 上 工 . 
第 


| 线 上 点 (1, zo) 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 我 将 它 留 给 你 来 奉 换 x = 1 和 y= x, 并 
保 等 号 两 边 相 等 , 这 样 该 点 确实 在 曲线 上 . 现在 , 我 们 必须 求 导 . 我 们 得 到 


诗 四 -让 (vee (各 )) = 六 r+ 
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第 一 项 很 容易 : 它 就 是 1. 此 外 , 由 于 :+ 
留 下 了 一 个 相当 杂乱 的 中 间 部 分 . 


1 是 常数 , 故 等 号 右边 为 0. 这 就 给 我 们 
段 设 我 们 设 
y 
5 一 VCOS (去 ). 
那么 , s 是 y 和 w 的 乘积 , 其 


Pv = cos (y/z). 根据 乘积 法 则 , 我 们 有 
ds dy dv 
dz < 

真 


十 :了 二 
dz dz 
是 无 处 可 和 逃 : 我 们 必须 要 对 v 求 导 了 . 假设 , 我 们 设 t= y/z4. 那么 , v = cos (2)， 


故 dv/dt = -sin 妇 , 且 链 式 求 导 法 则 告诉 我 们 
dv dv dt dt 
a 

尽管 如 此 , 我 们 还 没 及 


区 y AN dt 
dm ( 吉 ) dz 
E 出 丛林 一 一 我 们 需要 求 H 
U =y 及 V = x4. (我 已 经 使 
则 告诉 我 们 


dt/dx. 由 于 t= y/z4, 我 们 设 
有 了 小 写 的 w 因此 在 这 里 我 将 使 用 大 写字 母 .) 商法 
dU dV d d d d 
dt Vas VU 区 yt) ry vy 
dz V2 本 (Z4)2 加 2 3 
现在 我 们 只 需要 做 展开 . 从 后 面 展开 , 我 们 可 以 完成 dv/dz 的 计算 : 
dv y AN dt 2/ zo —y 
We 到 z 
sin (去 ) 旺 sn ( 可 汪 
这 反 过 来 能 让 我 们 求解 ds/dz: 
了 4y 
ds dy 国 y\dy  ，  ， (7 dz 
dz "dz Ydz ~ (去 ) 并 A ( 吉 ) 人 55 
最 后 , 我 们 可 以 回 到 上 述 原 始 的 求 导 后 的 方程 中 
d d 2 _d 
元 (2) 3 (veo (总 )) 二 全 二 1) 
并 简化 为 
地 4y 
(Yd Y dB 
1 一 cos ( 妆 ) 时 +- ysin (二 ) x 全 = 0. 
不 要 为 求解 dy/dz 而 烦 扰 ! 我 们 上 只 需要 知道 当 z =1 和 y = T. 
注意 cos (7) = 


一 1 及 sin (7) = 0, 你 应 该 检验 一 下 , 整个 这 


内 此 将 它们 代入 . 
个 旺 谷 


三 女人 用 


的 表达 式 简化 为 
1- (-0 屯 十 zx 0 x 不 相关 的 垃圾 =0， 


或 只 是 dy/dz = -1. 因此 , 我 们 的 切线 方程 的 斜率 是 -1, 并 且 通 过 点 (1, x), 故 其 
方程 为 y 一 z= 一 (x 一 1); 如 果 你 喜欢 , 你 可 以 将 它 重 新 写成 y= 一 x 十 7 十 1. 
我 们 仍 需要 来 看 看 如 何 使 用 隐 范 数 求 导 来 求 二 阶 导 的 问题 . 在 我 们 进行 之 前 ， 
来 看 一 下 对 以 上 方法 的 一 个 简单 小 结 吧 : 
。 在 你 的 原始 方程 中 , 对 一 切 求 导 # 
进行 化 简 . 
。 如果 你 想 要 求 dy/dz, 请 重新 整理 并 作 除 法 来 求解 dy/dz. 但 是 
。 如 果 你 想 要 求 的 是 斜率 或 求 曲 线 一 个 特定 点 上 的 切线 方程 , 首先 用 已 知 量 替 
换 x 和 y, 接着 , 重新 整理 并 求 dy/dz. 然后 , 如 果 需 要 的 话 , 使 用 点 斜 式 来 
8.1.2 ” 隐 范 数 求 二 阶 导 


求 导 两 次 可 以 得 到 二 阶 导 . 例如 , 如 果 


昌 链 式 求 导 法 则 、 乘积 法 则 以 及 商法 则 


嫩 
六 


2 

2y + sin(y) = 一 十 1， 

那么 , 曲线 上 点 (x, x/2) 处 的 d2y/dz2 的 值 是 什么 呢 ? 你 应 该 再 次 通过 搬入 x 和 

y 的 值 并 查看 方程 是 否 成 立 来 检验 该 点 是 否 位 于 曲线 上 . 现在 , 如 果 你 想 要 求 导 两 

次 , 你 必须 先 从 求 导 一 次 开始 ! 使 用 链 式 求 导 法 则 来 处 理 sin (y) 这 一 项 , 你 会 得 到 
dy 27x 


dy 
2 二 过 ec A 
dz os) dz x 


现在 , 我 们 需要 再 求 导 一 次 . 请 先 不 要 做 替换 ! 为 了 求 导 , 我 们 需要 查看 当 z 和 vy 
变化 时 会 有 什么 情况 发 生 . 如 果 我 们 固定 它们 的 值 (如 x 和 x/2), 就 不 可 能 看 到 变 
化 情况 了 . 取而代之 的 是 , 对 上 述 方程 关于 x 求 导 : 


d /dy d dy d /27 
二 人 2 一 二 一 -| 二 一 [一 |] 
| 于 + 二 (oa 型) 二 ( 衬 ) 


号 右边 正好 是 2/r, 左 侧 第 一 项 正好 是 2 (d2y/dz2). 国手 的 是 左边 第 二 项 . 我 们 
需要 使 用 乘积 法 则 : 设 s = cos(y) (dy/dz), 以 及 = cos(y) 和 vv = dy/dz, 这 样 


s= uv. 根据 乘积 法 则 ， 
ds dl dv dy du d/dy\y dy du d2y 
dr dr dr dr dz cg) 站 (时 】 dz dz CoB 2 
我 们 仍 需 要 求 出 du/dz, 其 中 v = cos (四 这 其 实 就 是 链 式 求 导 法 则 的 再 次 运用 ; 
du du | dy i a 
dz dy dx Yq 


综合 起 来 , 我 们 看 到 


ds dy du 5 ja dy gt i a a 
= . l 3 E ， ET | 3 
dr dz dz yar ad VW ay Yd 
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由 


vi -2 
六 万 : 


dy \” d2y 

(里) 和 
是 完全 不 同 的 ! 左边 的 量 是 一 阶 导 的 平方 , 而 右边 的 量 是 二 阶 导 . 不 管 怎样 , 我 们 
综合 起 来 看 . 先 从 


台 ， 我 们 现在 可 以 将 它 写 成 


= 元. 
哎呀 ! 这 也 太 麻 烦 了 . 尽管 如 此 , 我 们 还 没有 完成 计算 , 我 们 仍 需要 求 出 当 z = 站 和 
y = /2 时 的 d2y/dz2. 因此 , 将 它们 插入 上 述 方 程 : 你 会 得 到 


d2y rN /dy\ TANVd2y 2 
2 1 二 
dz7 (3) (里 ) (了 dz2 x 


ody dy _2 
dzx2 dr/ x 
问题 是 , 我 们 仍 需要 dy/dzl! 这 不 成 问题 : 在 我 们 的 方程 9 
dy dy ”27 
2 | Cos(Y) 3 守 
代入 z=z 和 w= x/2 (我 之 前 没有 让 你 这 么 做 !), 你 会 得 到 
dy dy 2 


该 式 简化 为 


UD 


2 一 +0 一 一 2， 
dz dz 
因此 , dy/dz = 1. 将 其 代入 二 阶 导 方程 , 我 们 得 到 
d2y 六 .2 
2 人 一 
这 意味 着 , 当 z =x 且 y = /2 时 ， 
d2y 
a 


因此 , 我 们 终于 完成 了 求解 ! 


8.2 ”相关 变化 率 


我 们 考虑 两 个 相关 的 量 (它们 可 以 测量 你 想 要 的 一 切 ), 如 果 你 知道 其 中 之 一 ， 
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你 可 以 求 出 另外 一 个 . 例如 , 如 果 你 一 直 盯 着 一 架 飞 机 , 它 飞 过 你 的 头顶 , 那么 , 你 


的 视线 和 地 面 的 夹 角 依赖 于 飞机 的 位 置 . 在 这 利 


我 刚刚 描述 的 那个 夹 角 . 


当然 , 当 这 两 个 量 中 的 一 个 发 生变 化 时 , 另 一 个 也 会 发 4 


情况 下 , 这 两 个 量 是 飞机 的 位 置 及 


E 相 应 的 变化 . 假设 , 我 


们 知道 其 中 一 个 量变 化 有 多 快 , 那么 另 一 个 量 的 变化 有 多 快 呢 ? 这 就 是 术语 相关 变 


化 率 的 意思 . 你 看 , 变化 率 是 一 个 量 随 时 间 改 变 的 速率 . 我 们 有 两 个 相 


关 的 量 , 我 们 


想 要 知道 它们 的 变化 率 是 如 何 相互 关联 的 . (顺便 说 的 是 , 有 时 候 , 我 们 会 将 “变化 


率 ? 简称 为 “ 率 . ) 


以 上 变化 率 的 定义 有 点 粗略 . 如 果 你 想 要 知道 某 物 随时 间 的 变化 有 多 快 , 你 所 


需 的 就 是 简单 地 对 其 关于 时 间 求 导 . 因此 ， 
率 是 Q 关于 时 间 的 导数 . 即 


这 里 有 


如 果 @ 是 某 个 量 , 那么 @ 的 变化 率 是 名 


I 


你 看 到 “ 率 ” 这 个 字 时 , 你 应 该 自然 而 然 地 想到 “qd/dt.” 
因此 , 如 何 从 一 个 涉及 两 个 相关 量 的 方程 求 出 涉及 这 两 个 量 的 相关 变化 率 的 方 


个 真正 的 定义 : 量 Q 的 变化 


程 呢 ?当然 是 求 导 了 ! 如 果 你 对 等 号 两 边关 于 t 作 隐 函数 求 导 的 话 , 你 会 发 现 相 关 


变化 率 会 正好 弹出 , 给 你 一 个 新 的 方程 . 如 


果 你 处 理 三 个 或 更 多 的 相关 量 时 (例如 ， 


一 个 矩形 的 长 度 、 宽 度 和 面积 ), 会 有 同样 的 结果 . 就 是 对 其 关于 t 作 隐 范 数 求 导 ， 


你 会 将 相关 变化 率 关 联 在 一 起 


让 我 们 来 看 看 对 如 何 求解 相关 变化 率 的 问题 的 一 般 概述 吧 . 然后 , 我 们 会 使 用 


它 来 求解 一 大 堆 的 例子 . 


(1) 读 题 . 识别 出 所 有 的 量 并 注意 哪 
果 需 要 的 话 , 请 画图 


个 量 是 你 需 


需要 对 其 求 相关 变化 率 的 . 如 


个 星 契 信 


(2) 写 出 一 个 关联 所 有 量 的 方程 (有 时 候 你 会 需要 不 止 一 个 方程 ). 为 了 做 这 一 
步 , 你 可 能 需要 做 一 些 涉 及 相似 三 角形 的 几何 . 如 果 你 有 不 止 一 个 方程 , 那么 请 试 


着 同时 求解 它们 来 消去 不 必要 的 变量 . 


(3) 对 剩余 的 方程 关于 时 间 + 做 隐 函 数 求 导 ， 即 , 每 一 个 方程 两 边 各 添加 一 个 
二. 你 会 以 一 个 或 多 个 关联 相关 变化 率 的 方程 而 结束 . 

(4) 最 后 , 将 你 所 知道 的 值 代 入 所 有 的 方程 中 作 替 换 . 同时 , 求解 方程 会 得 到 你 
需要 的 变化 率 . 
这 类 问题 和 你 已 经 看 到 的 文字 问题 的 唯一 区 别 就 是 第 3 步 不 见 了 . 在 这 里 , 它 变 得 
完全 不 同 , 我 们 来 看 例子 之 前 还 有 一 件 事情 : 极其 重要 的 是 , 求 导 之 后 , 最 后 一 步 
做 什 的 替换 ! 这 就 是 说 , 不 要 调换 第 3 步 和 第 4 步 . 如 果 你 先 做 蔡 换 , 这 就 否认 了 量 


的 可 变性 , 那样 的 话 , 变化 率 将 全 部 为 0. 习 


将 是 你 冻结 一 切 得 到 的 ……… 
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8.2.1 一 个 简单 的 例子 

这 里 有 一 个 说 明 上 述 方法 的 相对 简单 的 例子 . 假设 , 用 打气 简 给 一 个 完美 的 球 
面 气球 充气 .空气 以 常数 变化 率 每 秒 12x 立方 英寸 进入 气球 ， 当 气球 的 半径 达到 
2 英寸 时 , 气球 的 半径 的 变化 率 是 多 少 ? 此 外 , 当 气 球 的 体积 达到 36r 立方 英寸 时 ， 
气球 的 半径 的 变化 率 是 多 少 ? 

好 了 , 让 我 们 写 出 全 部 的 量 (第 1 步 ). 它们 是 气球 的 体积 和 半径 . 我 们 称 体积 
为 V( 单 位 是 立方 英寸 ) 以 及 半径 为 7( 单 位 是 英寸 ). 我 们 需要 求 出 半径 7x 的 相关 变 
化 率 . 现在 , 我 们 需要 一 个 关联 V 和 7 的 方程 (第 2 步 ). 这 里 会 用 到 一 些 几何 知识 . 
于 气球 是 一 个 球体 , 我 们 知道 


ee 


4 
V= a 


该 式 关联 所 有 的 量 . 现在 , 我 们 需要 关联 变化 率 了 (第 3 步 ). 对 方程 两 边关 于 t 作 
隐 函 数 求 导 ; 


左边 正好 是 dV/dt; 为 了 处 理 右 边 , 令 s 
则 ， 


| 
3 
[ee 
yi 


羊 ds/dr = 3r2. 根据 链 式 求 导 法 


ds dsdr 2dr 
ES 一 37 
dt drdt dt 
现在 , 我 们 可 以 将 它 代 入 上 述 方程 , 并 得 到 
dV _4 2dr 2 dr 
qr = Sr (3 ) = 4m7 a 


这 样 , 我 们 就 有 了 一 个 关联 V 和 r 的 变化 率 的 方程 . 最 后 , 我 们 准备 好 做 将 换 (第 
4 步 ). 在 问题 的 两 部 分 中 , 体积 的 变化 率 是 每 秒 12r 立方 英寸 . 用 符号 表示 , 我 们 
有 dV/dt = 12x. 将 它 代 入 上 述 方程 , 我 们 得 到 


dr 
12n = 4nr2—. 
区 nr a 


dr 3 
dt 7r2 
太 棒 了 ! 这 意味 着 , 如 果 我 们 知道 半径 +, 那么 , 我 们 可 以 求 出 当 半 径 改 变 时 的 变 
化 率 , 这 当然 是 dr/dt. 注意 到 , 半径 的 变化 率 本 身 就 是 一 个 变化 的 量 , 它 依赖 于 半 
径 . 你 也 许 注意 到 了 , 当 你 吹 气 球 时 , 在 最 开始 的 时 候 它 的 大 小 (或 半径 ) 会 增长 得 
很 快 , 然后 增长 速度 会 降低 , 尽管 你 一 直 是 将 相同 量 的 空气 吹 进 气球 的 . 这 和 上 述 
dr/dt 的 公式 是 一 致 的 , 它 在 ” 上 是 递减 的 . 
拥有 这 个 公式 , 我 们 可 以 快速 地 对 问题 的 两 个 部 分 作 解答 . 对 于 第 一 部 分 , 我 
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们 知道 半径 是 2 英寸 , 故 在 以 上 公式 中 设 > = 2, 得 到 : 
dr 3 3 


a 
因此 结果 为 3. 但 是 了 什么 呢 ? 重要 的 是 , 写 出 一 句 总 结 形式 的 话 , 也 包括 测量 的 
单位 ,在 这 种 情况 下 , 我 们 会 说 , 当 半径 达到 2 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 每 秒 3 英 
十 


现在 , 对 于 问题 的 第 二 部 分 , 我 们 知道 体积 是 36r 立方 英寸 . 这 意味 着 了 = 367. 
问题 是 , 为 了 求 出 dr/dt 我 们 需要 知道 > 是 什么 . 现在 , 我 们 需要 回 到 关联 V 和 7 
的 方程 中 , 它 是 V = Sr, 如 果 你 将 了 = 36r 代入 并 求解 7, 你 应 该 可 以 看 到 结 
是 "= 3 英寸 . 最 后 , 将 它 代 入 到 dr/dt 的 方程 中 , 得 出 

dr 3 3 1 


dt 72 32 3 
因此 , 当 体 积 达 到 36r 立方 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 每 秒 
8.2.2 ”一 个 稍 难 的 例子 


让 我 们 来 看 看 另 一 个 相对 简单 的 例子 吧 , 这 一 次 涉及 三 个 量 . 假设 有 两 辆 汽车 
A 和 B. 汽车 4 在 一 条 路 上 径直 向 北 远离 你 家 的 方向 行驶 , 而 汽车 B 在 另 一 条 路 
上 径直 向 西 朝向 你 家 的 方向 行驶 . 汽车 4 以 每 小 时 55 英里 的 速度 行驶 , 而 汽车 B 
以 每 小 时 45 英里 的 速度 行驶 . 当 4 到 达 你 家 北面 21 英里 , 而 B 到 达 你 家 东 面 28 
英里 时 , 两 辆 汽车 间 的 距离 的 变化 率 是 多 少 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 最 好 来 画图 (第 1 步 ). 画 出 你 家 五 以 及 汽车 4 和 B. 
令 五 和 4 间 的 距离 为 a; 令 王 和 B 间 的 距离 为 5; 令 两 辆 汽车 间 的 距离 为 c 如 
图 8-1 所 示 . 


1 
5 站. 


图 8-1 
注意 , 将 a 标记 为 21 或 标记 为 28 是 错误 的 . 你 需要 看 到 当 a 和 4。 变化 时 而 不 是 


当 它 们 固定 在 某 个 特定 的 数 时 , 会 发 生 什么 , 因此 , 它们 需要 有 作为 变量 的 灵活 性 . 
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还 要 注意 , c 是 我 们 想 要 对 其 求 变 化 率 的 量 , 因为 它 就 是 两 辆 汽车 间 的 距离 . 
到 了 第 2 步 了 . 关联 a、b 和 cc 的 方程 不 是 别 的 , 正 是 勾 股 定理 : 
?2+ 二 c2. 


前 进 到 第 3 步 , 我 们 对 其 关于 上 作 隐 函数 求 导 . 确保 你 同意 我 们 得 到 
da db dc 

20 + 220 0 
现在 , 我 们 知道 , 汽车 4 正 以 每 小 时 55 英里 的 速度 向 远离 你 家 方向 行驶 . 这 意味 
着 , 距离 a 是 以 每 小 时 55 英里 的 速度 而 增加 的 , 因此 da/dt = 55. 至 于 B, 它 正 以 
每 小 时 45 英里 的 速度 朝向 你 家 方向 行驶 . 这 意味 着 , 距离 5 是 以 每 小 时 45 英里 的 
速度 而 减少 的 , 因此 db/dt = -4 全. 在 那儿 你 需要 一 个 负 号 ! 否则 , 你 会 搞 砸 整个 求 
解 过 程 . 我 们 将 这 些 值 代入 上 述 方程 会 得 到 


2a(55) ++ 25( 一 45) = 2 


它 可 以 被 简化 为 

了 = 55a — 45b. 
最 后 , 可 以 看 到 我 们 感 兴趣 的 时 刻 即 当 a = 21 和 b= 28 时 所 发 生 的 情况 . 在 那 一 
时 刻 , 我 们 知道 cz = 212 + 282, 结果 是 c = 土 35. 由 于 c 是 正 的 ( 它 是 两 辆 汽车 间 
的 距离 ), 我 们 有 c = 35. 将 那些 数 代 入 上 述 方程 , 你 会 得 到 


(35) - 55(21) _ 45(28). 


dt 
通过 从 等 式 两 边 删 除 因 子 5 和 7, 你 可 以 很 容易 地 进行 计算 . 最 后 的 结果 是 dc/dt = 
-3. 这 意味 着 , 两 辆 汽车 间 的 距离 是 以 每 小 时 3 英里 的 变化 率 减 少 的 (在 我 们 考虑 
的 时 刻 ). 
这 就 是 我 们 需要 的 答案 了 . 注意 到 , 事实 上 , 在 我 们 考虑 的 时 刻 , 两 辆 汽车 越 来 
越 接 近 , 尽管 4 远离 你 家 比 B 朝向 你 家 行驶 得 快 . 如 果 你 等 一 等 , 汽车 4 会 离 你 
家 更 远 , 而 汽车 B 会 更 加 接近 你 家 ; 由 dc/dt 的 方程 开始 , 你 或 许可 以 相信 , 这 个 
量 终究 会 变 成 正 的 (尽管 问题 没有 涉及 这 一 点 ). 


8.2.3 ”一 个 更 难 的 例子 


这 里 是 一 个 更 难 的 涉及 相似 三 角形 的 例子 : 假设 , 一 个 奇怪 的 巨大 的 圆锥 形 水 
饶 ( 锥 尖 在 下 方 ). 圆锥 的 高 是 圆锥 半径 的 二 倍 . 如 果 水 是 以 每 秒 8 立方 英尺 的 速 
率 注 入 水 饶 , 求 当 水 缸 中 的 水 的 体积 为 18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 ? 

这 也 有 第 二 部 分 : 假设 , 水 钢 底 部 有 一 个 小 洞 , 致使 水 镀 中 每 一 立方 英尺 的 水 
以 每 秒 一 立方 英尺 的 速率 流出 . 我 想 要 知道 和 以 前 一 样 的 事情 : 当 水 负 中 的 水 的 体 
积 为 18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 (但 现在 水 铅 有 洞 )? 


C 


We 
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让 我 们 从 第 一 部 分 开始 . 图 8-2 是 形式 图 . 


图 8-2 
我 们 在 图 中 标记 了 一 些 量 . 水 镀 的 高 为 五 , 其 半径 为 R. 水 位 的 高 度 为 h, 水 位 顶 


部 水 平面 的 半径 为 >. 所 有 这 些 量 的 测量 单位 是 英尺 . 我 们 还 令 v 是 水 馈 中 水 的 体 
吕 , 测量 单位 是 立方 英尺 ，( 你 可 以 令 V 是 整个 水 镶 的 体积 , 但 是 我 们 从 来 都 不 需 
要 这 个 量 , 因为 水 饶 决 不 会 灌 满 一 它 太 大 了 ! ) 不 管 怎样, 这 就 是 第 1 步 . 

对 于 第 2 步 , 我 们 必须 开始 关联 那些 量 中 的 某 些 量 了 . 我 们 已 知 水 缸 的 高 是 半 
径 的 二 倍 , 因此 我 们 有 五 = 2R. 尽管 如 此 , 我 们 对 关联 h 和 7 更 为 感 兴趣 . 在 图 中 
有 一 些 相 似 三 角形 : 事实 上 , A4BO 和 ACDO 相似 , 故 H/R=h/r. 由 于 万 = 2R， 
我 们 有 2R/R = hr, 这 就 是 说 二 2. 因此 , 水 就 像 是 整个 水 久 的 微型 复制 . 不 管 
怎样, 我 们 仍 需 要 求 出 用 h 和 7 表示 的 水 镀 中 水 的 体积 . 高 为 单位、 半径 为 7 音 
位 的 圆锥 的 体积 由 公式 v = Sarah 立方 单位 给 出 . 在 这 里 , 删除 及 和 7 中 的 一 个 会 
很 好 , 由 于 我 们 对 水 位 h 比 半 径 > 更 感 兴趣 (通过 读 题 会 知道 为 什么 ! ), 删除 会 
更 有 意义 . 使 用 方程 = h/2, 我 们 有 


1 1 /h\? h3 h3 
v= -Ar2h = <( ) n= nl 


3 3 \2 12 ， 12 

现在 , 对 于 第 3 步 , 我 们 对 上 式 关 于 t 求 导 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dv x dh nxh? dh dv nh2dh 
dt 12 0 dt 4 dt’ 则 dt 4 dt 


太 棒 了 ! 现在 来 看 第 4 步 , 将 我 们 所 知 的 一 切 代 入 以 上 两 个 方程 中 . 我们 知道 
dv/dt = 8n 并 且 对 当 w = 18x 时 会 发 生 什么 感 兴趣 . 做 替换 , 我 们 得 到 
元 用 3 nh2 dh 
18r = 和 8r = 
第 一 个 方程 告诉 我 们 1a = 18 x 12 = 216, 故 hh 6. 即 , 当 水 的 体积 达到 18x 立方 
英尺 时 , 水 位 是 6 英尺 . 将 其 代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 
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这 意味 着 dh/dt = 8/9. 即 , 在 我 们 关心 的 时 刻 ( 当 水 的 体积 达到 18x 立方 英尺 时 )， 
水 位 以 每 秒 8/9 英尺 的 速率 上 升 

第 二 部 分 几乎 是 一 样 的 . 事实 上 , 唯一 的 区 别 出 现 在 第 4 步 . 在 = 18n 中 我 
们 仍然 想 做 符 换 , 这 将 意味 着 再 次 我 们 有 hh 二 6. 另 一 方面 , 代入 du/dt = sr 是 错 
误 的 , 因为 这 根本 没有 考虑 那个 洞 . 我 们 知道 每 秒 有 8n 立方 英尺 的 水 注入 刍 中 , 但 
是 , 对 于 售 中 每 一 立方 英尺 的 水 来 说 , 每 秒 有 一 立方 英尺 的 水 流出 来 . 由 于 在 仙 中 
有 立方 英尺 的 水 (由 定义 可 知 !), 从 洞 中 流出 的 水 流量 的 速率 是 每 秒 ， 立方 英尺 
因此 , 流入 量 的 速率 是 8x， 而 流出 量 的 速率 是 v (它们 的 单位 都 是 每 秒 立 方 英尺 ) 
这 意味 着 m 


-一 一 8T 一 1. 


dt 
现在 , 当 w = 18x 时 , 我 们 有 dv/dt = 8r 一 18x = -10r. 因此 , 我 们 需要 将 dv /dt = 
一 10x 和 户 =6 代入 先前 的 方程 


dv Nh2dh 


ad 4d 
结果 是 da/dt = 一 10/9, 这 意味 着 , 在 我 们 考虑 的 时 刻 , 铅 中 的 水 位 以 每 秒 10/9 英 
尺 的 速率 下 降 . 尽管 我 们 正在 向 水 钢 注 水 , 但 是 洞 会 让 更 多 的 水 流出 并 导致 水 位 的 
下 降 . 


8.2.4 ”一 个 非常 难 的 例子 


这 里 还 有 一 个 问题 . 既然 你 已 经 看 到 了 很 多 相关 变化 率 的 问题 , 你 就 应 该 尝试 
在 读 答案 之 前 自己 来 求解 . 

假设 , 一 架 飞 机 保持 在 2 000 英尺 的 高 度 以 远离 你 的 正 东方 向 飞行 . 飞机 以 每 
秒 500 英尺 的 第 数 速 率 飞 行 . 同时 , 之 前 有 一 个 跳 金 员 从 直 升 飞机 ( 它 已 经 飞 走 了 ) 
上 跳 下 来 . 跳伞 员 在 面向 你 的 东 面 1 000 英尺 径直 地 以 每 秒 10 英尺 的 常数 速率 向 
下 漂浮 . 形式 总 结 如 图 8-3. 


9 


2 000 


x 1 000 
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在 图 中 , 或 许 你 所 说 的 跳伞 员 和 飞机 (关于 你 ) 的 跨 方位 角 被 标记 为 9. 问题 是 , 当 
飞机 和 跳伞 员 在 同一 高 度 , 但 飞机 在 你 的 东 面 8 000 英尺 时 , 角 9 的 变化 率 是 多 少 ? 

我 们 有 两 个 需要 关心 的 对 象 , 即 飞 机 和 跳伞 员 . 我 们 知道 , 飞机 的 飞行 高 度 总 
是 2 000 英尺 (相对 于 你 的 脑袋 ), 但 是 我 们 不 知道 飞机 在 东 面 有 多 远 距离 总 
是 在 变化 的 . 令 飞 机 在 你 的 东 面 p 英尺 . 至 于 跳伞 员 , 这 一 次 我 们 确切 地 知道 跳伞 
员 在 东 面 到 底 多 远 一 一 1000 瑞 尺 . 问题 是 , 跳 合 员 的 高 度 是 多 少 呢 ? 令 其 蜗 度 为 h 
英尺 . 通过 画 几 条 辅助 线 , 我 们 可 以 将 图 改写 成 图 8-4. 


9 元 一 


2 000 


图 8-4 


sci 


青 注意 , 量 1 000 和 2 000 绝 不 会 变化 , 但 是 量 p 和 hh 会 变化 . 特别 是 ,飞机 向 右 飞 
了, 因此 p 会 越 来 越 大 ; 跳伞 员 向 下 移动 , 因此 h 会 越 来 越 小 . 尽管 如 此 , 问题 让 我 
] 集 中 在 p= 8 000 和 ==2 000 的 时 刻 (和 飞机 有 相同 的 高 度 ), 重要 的 是 , 我 们 允 
许 p 和 这样 变化 , 以 便 我 们 可 以 算出 变化 率 . 毕竟 , 如 果 p 和 保持 不 变 , 那么 ， 
飞机 和 跳伞 员 就 是 悬挂 在 空中 的 同一 个 地 方 , 当然 角 0 也 不 会 改变 . 那 几乎 是 不 现 
实 的 , 因此 我 们 需要 让 p 和 hh 变化 , 在 那 种 情况 下 , 角 9 也 会 变化 , 并 且 我 们 可 以 
算出 它 变 化 得 有 多 快 . 这 就 完成 了 第 1 步 . 

我 们 说 角 9, 从 图 中 很 明显 , 它 就 是 跳伞 员 和 地 面 的 夹 角 6 以 及 飞机 和 地 面 的 
夹 角 a 的 差 . (我 们 假设 你 没有 高 度 , 或 如 果 你 喜欢 , 你 是 躺 在 地 面 上 的 .) 因此 , 我 
们 知道 9 = 6 一 a. 事实 上 , 我 们 或 许 应 该 写 出 9 = 18 一 al, 以 防 跳 企 员 低 于 飞机 . 
在 我 们 感 兴趣 的 时 刻 附近 , 高 度 是 一 样 的 , 但 是 飞机 比 跳 企 员 还 要 偏 东 , 因此 , 6 一 
定 大 于 a 因此 我 们 不 需要 绝对 值 . 
现在 , 我 们 做 一 些 三 角 . 我 们 有 两 个 直角 三 角形 . 从 它们 中 的 一 个 (有 飞机 的 
那个 ), 我 们 得 到 tan (a) = 2 000/p. 从 另 一 个 中 , 我 们 有 tan (86) = hy1 000. 我 们 将 
这 些 方程 写 在 一 起 : 


= 


2 


2 000 h 
tan(a) 一 本 及 tan(D) 一 1 000° 
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第 2 步 终于 结束 了 , 我 们 可 以 继续 第 3 步 了 , 对 这 两 个 关系 关于 时 间作 隐 函 数 求 导 . 
第 一 个 开始 , 令 = tan (a) 及 v = tan (6), 这 样 我 们 的 方程 就 变 为 u = v. 这 意 
味 着 , du/dt = dv/dt. 我 们 使 用 链 式 求 导 法 则 来 求 这 些 量 . 首先 是 du/dt: 

du duda da 


人 人 
dt dadt Se 0 dt 


现在 是 dv/dt: 
dv dvdp 2000dp 
dt dpdt D2 dt 
于 du/dt = dv/dt, 我 们 有 


ee a 
dt | D2 dt 
这 就 是 那 两 个 三 角 方 程 的 第 一 个 . 对 于 第 二 个 涉及 tan (6) 的 方程 , 我 们 需要 重复 
练习 . 左 侧 和 我 们 处 理 tan (a) 时 是 一 样 的 , 但 是 右 侧 更 简单 些 . 确保 你 认同 我 们 得 
到 


to) es 

dt 1000dt 
请 记 住 , 我 们 也 知道 9 = 6 一 a, 因此 , 我 们 也 可 以 对 其 关于 时 间 t 求 导 , 并 得 到 
d9/dt = dB/dt 一 da/dt. 由 于 有 太 多 的 方程 , 我 们 将 所 有 的 六 个 写 在 一 起 : 


2 000 da 2000dp 

ot sec (下 二 一 由 
,dg 1 dh 
tan(0) 一 1000 S00 MO) — Foo ae 
dg dp6 da 


现在 , 我 们 最 好 做 一 些 奉 换 , 之 后 就 不 会 如 此 杂乱 了 . 我 们 知道 什么 呢 ? 飞机 的 速 


率 是 每 秒 500 英尺 , 这 意味 着 , dp/dt = 500. 跳伞 员 的 速率 是 每 秒 10 英尺 , 但 其 高 
度 是 递减 的 , 故 dh/dt = 一 10. 如 果 你 态 记 了 这 个 负 号 , 你 会 得 到 错误 的 答案 ! 因此 
要 当心 . 例如 , 如 果 飞 机 是 朝向 你 飞行 的 , 那么 p 将 是 递减 的 , 故 dp/dt 将 是 负 的 . 
不 管 怎 样 , 我 们 对 当 飞 机 在 8 000 英尺 以 外 , 故 p = 8 000, 以 及 当 跳 侈 员 在 高 度 为 
2 000 英尺 , 故 设 h = 2 000 时 会 发 生 的 情况 感 兴趣 . 前 四 个 方程 变 得 更 简单 了 : 
2000 1 ,da 2 000 和 
nl 0 = 74 We (0 000 0 
2000 ,ad6 1 二 人 
ta 0 = Soe 


只 有 知道 sec? (a) 是 何 值 时 , 我 们 才 可 以 由 右上 和 角 的 方程 求 出 da/dt. 但 是 等 一 下 
一 一 我 们 确实 知道 tan (a) = 1/4, 因此 我 们 当然 可 以 求 出 sec? (a). 要 记得 我 们 的 
三 角 恒等式 ( 见 2.4 节 ), 我 们 得 到 
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IN\ ”1 
sc =1+tanlo=1+ (31) Se 


4/) 16° 
因此 , 右上 角 的 方程 变 为 


17 da 1 

16dt 64 
结果 为 

da 1 

dt 68- 


这 太 棒 了 ! 现在 我 们 需要 对 8 做 相同 的 操作 , 然后 我 们 就 会 完成 求解 . 这 里 , 我 们 
知道 tan (8) = 2, 故 


sec*(B)=1+tan(P)=1+22=5. 
我 们 将 其 代入 上 述 右 上 角 的 方程 中 , 得 到 


5d06 ll 
dt 100’ 
dg 1 
dt 500° 


因此 我 们 知道 dayqdt 和 qd6/dt 的 值 ; 从 上 述 原 始 6 个 方程 中 的 最 后 一 个 中 可 知 ， 


dg dB da 1 1\ -17+125 27 

dd dad d a 击 】 ( 识 ) = 8500 ”2125- 
因此 , 角 0 是 以 每 秒 27/2 125 弧度 的 速率 递增 的 (在 我 们 考虑 的 时 刻 ), 我 们 终于 完 
成 了 求解 . 


这 是 关于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 重要 上 且 悠久 的 一 前. 如 
性 质 之 后 , 我 们 需要 对 它们 做 一 些微 积分 的 运算 . 事实 表明 
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FE 我们 回顾 完 这 些 函 数 的 
有 一 个 特殊 的 底数 , 就 


是 数 。 它 会 产生 特别 好 的 结果 . 特别 是 , 对 ee 和 log。 (z) 做 微 积分 的 运算 要 比 处 


也 想 看 看 其 他 的 情况 : 总 之 , 本 章 计 划 就 是 检验 下 列 话 题 : 


二 
性 质 . 


9.1.1 


理 像 2* 和 logs (z) 这 样 的 量 更 简单 些 . 因此 , 我 们 需要 花 一 些 时 间 来 看 看 e. 我 们 


指数 函数 和 对 数 函 数 的 基本 知识 的 回顾 , 以 及 它们 是 如 何 关联 在 一 起 的 ; 


e 的 定义 和 性 质 ; 
如 何 对 指数 函数 和 对 数 函 数 求 导 ; 
如 何 求解 涉及 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 问题 ; 
对 数 函 数 的 微分 ; 
指数 增长 和 衰退 ; 
双 曲 函数 . 
9.1 基础 知识 
E 你 开始 对 指数 函数 和 对 数 函数 做 微 积分 的 运算 之 前 , 你 真 的 需要 班 


LE 解 它们 的 


基本 上 来 说 , 除了 对 数 函 数 真 正 的 定义 之 外 , 你 需要 知道 三 点 : 指数 法 则 、 对 
数 和 指数 的 关系 及 对 数 法 则 . 


指数 函数 的 回顾 


大 致 思想 是 , 我 们 取 一 个 正 数 , 称 之 为 底数 , 并 将 它 提升 至 一 个 被 称 为 指数 的 


此 : 


例如 ， 


的 指数 法 则 , 它 会 有 效 


些 了 ， 


底数 指数 . 


数 2-5/2 是 一 个 以 2 为 底 且 指数 为 -5/2 的 指数 . 重要 的 是 , 你 要 知道 所 请 


也 告诉 你 如 何 对 指数 进行 运算 . 很 可 能 你 之 前 已 经 看 到 过 这 


但 在 这 里 它们 会 再 一 次 提醒 你 . 对 于 任意 的 底数 b > 0 和 实数 > 与 y: 


(1) 
(2) [5 二 5.| 一 个 数 的 一 次 暴 正 好 是 该 数 本 刁 
) 


(3) [5?bY = 0*1Y.| 当 你 将 两 个 带 有 相同 底数 的 指数 相 乘 时 , 就 是 将 指数 相 加 . 


如 三 1.| 任意 非 零 数 的 零 次 震 是 1. 
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(4) = b”-Y.| 当 你 将 两 个 带 有 相同 底数 的 指数 相 除 时 , 就 是 将 分 子 的 指数 
减 去 分 母 的 指数 . 

(5) | (2?)? = b”Y.| 当 你 取 指 数 的 指数 时 , 就 是 将 指数 相 乘 . 
你 也 应 该 知道 指数 函数 的 图 像 是 什么 样子 的 . 我 们 已 经 在 1.6 节 看 过 一 些 了 , 但 不 
管 怎样 , 我 们 将 很 快 地 再 次 讨论 这 些 图 像 . 


9.1.2 “对 数 函 数 的 回顾 


对 数 给 很 多 学 生 的 心灵 佛 来 恐惧 的 一 个 词 . 看 仔细 , 我 们 要 来 看 看 如 何 
处 理 这 些 怪兽 了 . 假设 , 你 想 要 从 以 下 方程 中 求解 z: 
2 = 
你 可 以 将 x 从 指数 的 位 置 移 下 来 的 方法 是 在 方程 两 边 取 对 数 . 由 于 左边 的 底数 是 
2, 对 数 的 底 就 是 2. 事实 上 , 根据 定义 , 上 述 方 程 的 解 是 
2 = log,(7). 
换 名 话说 , 你 必须 将 2 提升 几 次 寡 才 能 得 到 ?7 呢 ? 答案 是 logs (7). 这 个 特别 的 数 不 
能 被 简化 , 但 logs (8) 会 怎样 呢 ? 问 问 自己 , 你 必须 将 2 提升 几 次 肾 才 能 得 到 8 呢 ? 
于 23 = 8, 我 们 需要 的 窜 次 就 是 3. 因此 , logs (8) = 3. 
让 我 们 回 到 方程 2* = 7. 我 们 知道 这 意味 着 > = logs (7). 如 果 我 们 现在 将 x 
的 值 插入 到 原始 方程 中 , 我 们 得 到 下 面 这 个 看 起 来 很 奇怪 的 公式 
210g2(7) = 7. 
般 地 , logs (y) 是 为 了 得 到 y 你 必须 将 底数 5b 提升 的 次 客 . 这 意味 着 , 对 于 给 
定 的 5 和 vy, z= logs (y) 是 方程 ?=y 的 解 . 将 xz 的 值 代 入 , 我 们 得 到 公式 
Dlogo(y) 一 y 


它 对 于 任意 的 y > 0 和 > 0( 除 b= 1) 都 成 立 . 路 , 为 什么 我 要 坚持 让 上 和 y 都 是 
正 的 呢 ? 首先 , 如 果 b 是 负 的 , 那么 很 多 怪诞 的 事情 就 会 发 生 . 量 好 可 能 就 没有 定 
义 了 . 例如 , 如 果 5 = -1 且 x = 1/2, 那么 六 就 是 (-DVY2, 它 是 V-T (真是 的 !). 
因此 , 我 们 要 避免 所 有 这 些 , 就 得 要 求 5 > 0. 这 样 , 取 任意 次 寡 的 如 就 没有 问题 
了 . 另 一 方面 , 好 总 是 正 的 ! 因此 , 如 果 y = 刀 , 那么 一 定 有 y > 0. 这 意味 着 , 取 一 
个 负数 或 0 的 对 数 是 毫 无 意义 的 . 毕竟 , 如 果 loge (y) 是 为 了 得 到 y 你 必须 将 底数 
提升 的 次 寡 , 那 你 就 不 可 能 将 5 提升 到 一 个 次 容 而 得 到 一 个 负数 或 0, 那么 y 就 
不 可 能 是 负数 或 0. 你 只 能 取 一 个 正 数 的 对 数 . 

你 或 许 也 注意 到 , 我 提 及 了 = 1 不 好 . 如 果 你 将 b= 工 代 入 上 述 公 式 boge(ty) = 
, 你 会 得 到 1181(%) = y. 问题 是 , 我 提升 到 任意 次 窜 结 果 仍 然 是 1, 但 是 y 可 能 不 
是 1 因此 这 个 方程 毫 无 意义 , 即 根本 就 不 存在 底数 为 1 的 对 数 . 那么 底数 为 1/2 


= 


By 


指 


数 冰 


炊 和 对 数 函 数 


又 如 何 呢 ? 这 没什么 , 但 
对 于 任意 的 y， log1 /2 (y) 


很 少 情况 需要 
一 log2 (y). 


上 守 


2-2z, 你 可 以 证 
log, (y) = 


丁 工 . 


9.1.3 ”对 数 函 


平 线 检验 ， 


一 logiys (), 且 1/ 大 于 1 


5 数 、 指 数 函 
使 用 反 函 数 , 我 们 可 以 对 J 
b> 1 并且 设 f(z) = 好 . 函数 了 的 定义 域 是 民 


于 


女 


数 及 反 子 数 


F 述 看 到 的 一 切 进行 更 精密 的 


因此 它 有 反 函 数 , 我 们 称 之 为 9. 9 的 定义 域 是 f 的 值 


个 底数 为 1/2 的 对 数 , 因 
(通过 设 y = 
明 该 式 .) 同 理 , 对 于 任意 的 介 于 0 和 1 之 间 的 底数 b, 对 于 所 有 的 vy 
因此 , 从 现在 开始 , 我 们 将 


(1/2)" 


并 县 


注意 到 y 也 等 于 


直 假 设 底数 b 大 


述 


回 定 一 个 底数 


且 值 域 为 (0, co). 


由 于 它 通 过 了 水 


域 , 即 (0, ceo), 而 


9 的 值 域 就 是 太 的 定义 域 , 即 及 . 我 们 说 , 9 是 底数 为 5 的 对 数 ; 事实 上 , 根据 定义 


9 (2) 


= 一 logs (z). 记得 反 函 数 的 图 


可 以 在 同一 坐标 系 下 面 出 f(x)=Y 及 


像 就 是 原始 函数 关 导 


其 反 函 数 g (x) 


锁国 


直线 vy 


y=f(®)=b 


y= 9(%) =1log(7) 


zx > 0 时 成 立 ， 


住 ， 你 只 外 能 取 
2Z 开 


且 9(z) 


这 就 是 上 一 节 中 的 其 中 


正如 我 们 将 要 看 至 
(1) 我 们 先 从 f(g(z))=z 开 
一 个 正 数 的 对 数 .) 现在 
始 , 将 它 代 入 9 中 , 9 是 底数 为 的 对 数 . 然后 , 你 有 
你 将 5 提升 到 g(x) 次 容 . 你 会 以 原始 的 数 结束 本 次 运算 ! 事实 上 
= log (7), 公式 f(g (7z)) = x 就 是 说 


原始 的 数 ! 


图 
于 f 和 g 互 为 反 函 数 , 我 们 知道 f(g (z)) =z 及 g (f(z)) = 


blogo( 
一 个 公式 (用 z 


9-1 


| 的 . ) 我 们 来 对 这 两 个 习 
始 . 由 于 9 是 对 数 函 数 ， 


7) 7y, 


替换 了 妇 . 只 


要 底数 相同 


=2Z 的 映像 , 我 们 


二 logs (z) 的 图 像 , 如 图 9-1. 


Zz. (第 一 个 事实 仅 在 
个 地 进行 解释 . 


因此 x 最 好 是 正 的 (请 记 
E, 我 们 来 仔细 看 看 量 f(g (x)). 你 以 


一 个 正 数 


了 对 结果 进行 指数 运算 , 即 ， 


,由 于 f(z)=07 


对 数 的 指数 就 是 


(2) 另 一 个 事实 是 g(f (x)) = x 对 于 所 有 的 xz 都 成 立 . 现在 我 们 取 一 个 数 zx， 
将 5 提升 至 数 x 次 寡 , 然后 取 底 数 为 6 的 对 数 . 我 们 再 一 次 得 到 原始 的 数 x， 这 
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就 好 像 是 , 我 们 取 一 个 正 数 , 先 平方 然后 再 取 平 方 根 

f(z) 二 0Y 且 g(x) 二 logs (7z), 方程 g(f (zx)) = 变 为 

logs(b*)= Zz (对 于 任意 的 实数 x 及 b> 1). 

例如 , 当 我 们 在 上 一 节 中 看 方程 2 二 7 时 , 你 可 以 对 方程 两 边 取 logs, 并 得 到 
log»(2”) = log2(7). 

等 号 左边 正好 就 是 x, 因为 指数 的 对 数 就 是 原始 的 数 (只 要 底数 相同 !). 我 们 再 来 快 

速 地 看 一 个 例子 , 求 : 


你 会 得 到 原始 的 数 . 由 于 


37 -1 = 19, 
我 们 仅仅 是 对 方程 两 边 取 logs, 得 到 : 
logs(37 7!) = logs(19). 

左边 恰好 就 是 zx? 一 1, 因此 我 们 有 z2 -1 = logs (19). 这 意味 着 z = 土 Vlogs (19) 十 1. 
9.1.4 ”对 数 法 则 

上 述 9.1.1 节 中 的 所 有 的 指数 法 则 都 有 对 数 形式 , 它们 (足够 奇怪 的 ) 被 称 为 对 
数 法 则 . 事实 上 还 有 一 个 附加 的 对 数 法 则 一 一 对 数 法 则 一 一 它 没 有 相应 的 指数 法 
则 ( 见 下 面 的 #6)” 因 此 , 下 面 是 对 于 任意 的 底数 5 > 1 和 正 的 实数 x 与 y 的 有 效 
法 则 : 


(1) |logs(1) = 

(2) | loge(o) = 

(3) | logs(zy) = logyp (Xx) 十 logs(y).| 乘积 的 对 数 是 对 数 的 和 . 
(4) ( 

(5) ( 


logs(z/y) = loge(z) 一 logs(y).| 商 的 对 数 是 对 数 的 差 . 
logs (zxY) = ylogs(z). | 对 数 将 指数 移 至 对 数 之 前 . 在 该 方程 中 , y 可 以 是 任 
意 的 实数 ( 正 的 、 负 的 或 零 ). 

(6) 换 底 法 则 : 对 于 任意 的 底数 > 1 和 c > 1 及 任意 的 数 x > 0， 


Wk 


loge(z) 
log.(b) 


这 意味 着 , 所 有 的 带 有 不 同 底数 的 对 数 函数 其 实 是 互 为 常数 倍 的 . 事实 上 , 上 述 方 


logu(z) = 


log, (7) 二 K log,(7), 


Q@ 事实 上 , 对 于 指数 也 有 一 个 换 底 法 则 : 对 于 5> 0、c>1 及 zx>0, 有 b= 二 cr?1logc(b). 因为 涉及 
对 数 , 所 以 , 一 般 情况 下 , 它 都 不 包含 在 指数 法 则 列表 中 . 


深 
© 

地 
A 


间 数 函数 和 对 数 函 数 


其 中 K 是 第 数 ( 它 胡 


于 z. 我 们 可 以 推出 结论 , y = 


巧 等 于 1/log。 (中 ) 当 我 说 “常数 ” 时 , 我 的 意思 是 
log (z) 和 = log。(z) 的 图 像 非常 相似 , 你 只 要 将 


二 个 函数 的 图 像 垂直 拉 伸 K 倍 就 能 得 到 第 一 个 函数 的 图 像 . 


得 #2: 由 于 对 于 任意 的 底数 


b>1,6b6 


现在 , 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 法 则 成 立 . 如 果 你 想 , 你 可 以 跳 到 下 一 节 , 但 是 
请 相信 我 , 如 果 你 继续 阅读 , 你 会 对 对 数 函 数 有 
的 #1 相当 简单 : 因为 对 于 任意 的 底数 5 > 1, = 1, 所 以 我 们 有 log, (1) = 0. 同 理 


= 包 所 以 我 们 可 以 写 出 logs (5) = 1 


个 更 好 的 理解 . 不 管 怎 样 , 上述 


第 三 个 法 则 有 点 难度 . 我 们 必须 证 明 log (zy) = log (x) 十 logs (y), 其 中 zx 和 y 


是 正 的 且 5 > 1. 我 们 由 重要 
换 之 前 的 变量 ): 对 于 任意 的 


如 果 我 们 使 


blogo (7) 和 


现在 , 你 可 以 将 第 一 个 和 第 二 


程 变 为 


logs (z) + logs (y) = logs (zy). 这 并 不 太 粮 
至 于 上 述 的 法 则 #4, 我 将 它 留 给 你 来 证 明 , 证 
是 一 样 的 .因此 , 我 们 去 看 看 #5 吧 . 我 们 想 要 记 
且 y 是 任意 实数 . 为 了 求证 , 我 们 1 


这 给 了 我 们 一 个 怪诞 的 方式 来 表达 xY. 我 们 也 可 以 


然后 将 两 边 提升 至 次 究 y: 


等 号 左边 正 是 指数 法 则 #5 中 的 BY1080(?) ( 见 9.1.1 节 ). 因此 , 对 于 zy, 我 们 有 两 种 


不 同 的 表达 , 它们 必须 相等 : 


的 事实 开始 , 以 J 
4>0， 
boss (A)= A 


Diogo(y) = yy, 


blogv (2)+loge 


上 我 们 已 经 注意 到 很 多 次 了 (用 4 替 


用 三 次 , 就 是 用 z、y 及 zy 分 别 蔡 换 4, 我 们 得 到 
及 Dogs(tzy) = yy. 


个 方程 相 乘 , 然后 和 第 三 个 方程 相 比较 , 会 得 到 


Diogo(®) blogs(y) 一 zy = Dog 


这 又 怎么 样 呢 ? 好 吧 , 在 左边 使 用 指数 法 则 的 #3; 1 


ZW) 


于 我 们 必须 把 指数 相 加 , 故 方 


y) 一 blogo (2Y). 


现在 , 在 方程 两 边 取 以 5 为 底 的 对 数 来 消除 底数 5; 这 样 , 我 们 就 得 到 了 对 数 法 则 


明 过 程 几 乎 和 我 们 刚刚 证 明 的 #3 
FE 明 logs (xY) = ylogo (2)， 其 中 
上述 的 重要 事实 开始 , 但 


用 zy 蔡 


blogs (zY) 一 7Y. 


blogo (7) = 


(blogs(®))y = zZ2. 


bloge (2”) 一 py loge(7). 


月 2 蔡 换 4, 得 到 


再 次 对 方程 两 边 取 底数 为 5 的 对 数 , 上 式 简 化 为 我 们 的 对 数 法 则 
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logp, (7XY) y logp (7). 
最 后 , 我 们 只 需要 证 明 换 底 法 则 了 . 事实 上 , 我 们 就 是 要 证 明 
log, (x) log.(b) = log.(7). 

你 看 , 如 果 它 是 成 立 的 , 那么 , 我 们 在 等 号 两 边 同 除 以 log, (0), 会 得 到 上 述 #6 描述 
的 法 则 . 不 管 怎样 , 我 们 取 上 述 方程 , 并 将 左右 两 边 分 别提 升 至 次 寡 c, 相应 地 得 至 
Qogolz)logel0) 及 clogc()， 
右边 很 简单 :根据 我 们 的 重要 事实 , 它 就 是 z， 但 左边 呢 ? 我 们 再 次 使 用 指数 法 
则 #5, 可 以 很 有 技巧 地 写 出 

clogu(z) logs(b) 一 cloge()xlogs(z) 一 (cloge(0) )logs (2). 
我 们 的 重要 事实 (两 次 了 ) 可 知 , coge(o) =5 及 blo8s(?) = x, 我 们 推导 
clogu(z) logs(b) = (Gloge(b) )logs(®) 一 jlogu(z) = 7. 


因此 , 上 述 这 两 个 量 


下 


= 


结论 


bw 


alogs(z)logc(b) 及 alog.(®) 
正好 简化 为 z! 它们 必须 相等 , 那么 如 果 我 们 消除 底数 c( 使 用 以 e 为 底 的 对 数 ), 我 
们 就 能 得 到 想 要 的 方程 


HH 


log, (x) log.(b) = log.(7). 
如 果 你 尽心 尽力 地 全 面 理解 了 所 有 的 这 些 证 明 , 你 当然 做 得 很 棒 . 
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到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 做 过 涉及 指数 函数 或 对 数 函 数 的 任何 微 积 分 的 运算 . 
让 我 们 开始 做 些 吧 . 我 们 会 先 从 极限 开始 , 然后 进入 导数 . 在 这 一 过 程 中 , 我 们 需 
要 引入 一 个 新 的 常数 e, 和 x 一样, 它 也 是 一 个 特别 的 数 . 当 你 开始 对 数学 进行 足 
够 深 的 探索 时 , 它 就 会 出 现 . 研究 e 的 起 源 的 一 种 方法 涉及 一 些 金融 课程 . 


9.2.1 ”一 个 有 关 复 利 的 例子 


很 久 以 前 , 一 个 名 叫 伯 努 利 (Bernoulli) 的 家 伙 回 答 了 一 个 有 关 复 利 的 问题 . 下 
面 就 是 该 问题 . 我 们 假设 , 你 在 一 家 银行 有 一 个 银行 账户 , 该 银行 付 给 你 一 个 慷慨 
的 年 利率 12%, 是 一 年 一 次 的 复 利 的 形式 . 你 将 一 笔 初 始 存款 存 入 账户 . 每 一 年 你 
的 财富 增加 12%. 这 意味 着 , n 年 后 , 你 的 财富 会 增加 到 原来 的 (1 十 0.12)” 倍 . 特 
别 地 , 一 年 后 , 你 的 财富 就 是 (1 + 0.12) 乘 以 原始 存 球 . 如 果 你 最 开始 存 入 了 $100， 
年 底 你 会 得 到 $112. 

现在 , 假设 你 发 现 另 一 家 银行 , 它 也 提供 12% 的 年 利率 , 但 现在 它 是 一 年 两 次 
的 复 利 的 形式 . 当然 , 对 于 半年 , 你 不 会 得 到 12%; 你 必须 用 它 除 以 2. 基本 上 , 这 
意味 着 , 每 6 个 月 你 会 得 到 6% 的 利息 . 因此 , 如 果 你 将 钱 存 入 这 个 银行 账户 , 那么 ， 


一 年 后 , 它 会 以 6% 的 利息 复 利 两 次 ; 结果 就 是 你 的 财富 会 增加 (1 + 0.06)” 其 结果 
是 1.123 6. 因此 , 如 果 你 最 开始 存 入 了 $ 100, 年 底 你 会 得 到 $112.36. 

第 二 个 账户 的 收益 比 第 一 个 略 好 一 些 ， 如 果 你 思考 的 话 , 这 句 话 是 有 意义 的 
一 一 复 利 是 有 益 的 , 因此 , 在 相同 的 年 利率 下 , 复 利 越 频繁 结果 会 越 好 . 我 们 来 试 着 
计算 一 下 年 利率 为 12% 的 每 年 3 次 的 复 利 . 我 们 取 12%, 并 将 它 除 以 3 会 得 到 4%， 
然后 , 复 利 三 次 , 我 们 的 财富 将 会 增加 到 原来 的 (1 + 0.04)” 倍 , 其 结果 是 1.124 864. 
这 还 是 高 了 些 . 那 要 是 每 年 4 次 呢 ? 那 将 是 (1 + 0.03)* 倍 , 结果 近似 为 1.125 5, 这 
就 更 高 了 . 现在 的 问题 是 , 它 何 时 停 下 来 ? 如 果 你 以 相同 的 年 利率 计算 越 来 越 频 繁 
的 复 利 , 一 年 后 你 会 得 到 大 把 大 把 的 现金 吗 ? 或 者 这 一 切 是 有 限制 的 吗 ? 

9.2.2 ”我 们 的 问题 的 答案 

为 了 回答 我 们 的 问题 , 让 我 们 来 求助 于 一 些 符号 . 首先 , 我 们 假设 , 我 们 以 年 利 
率 12% 做 每 年 n 次 的 复 利 . 这 意味 着 , 我 们 每 一 次 做 复 利 , 复 利 的 利率 是 0.12/m. 
在 一 年 中 发 生 了 n 次 后 , 我 们 的 原始 财富 会 增长 的 倍数 为 


Gr 
Nn 

我 们 想 要 知道 , 如 果 我 们 的 复 利 越 来 越 频 繁 时 会 怎样 . 寻 

来 越 大 . 即 , 我 们 想 知 道 , 当 一 co 时 的 极限 会 怎样 : 


lim (4 十 2)? 
nO0 nN 
这 到 底 是 什么 呢 ? 
如 果 知 道 当 利率 不 是 12% 时 会 发 生 什 么 情况 , 这 也 很 好 . 因此 , 我 们 用 7 代替 
0.12, 并 关心 更 一 般 的 极限 
es Tm (下 
了 一 OO Nn 


如 果 该 极限 (我 称 之 为 L) 的 结果 是 无 限 的 , 那么 通过 越 来 越 频繁 的 复 利 , 你 在 一 年 
中 可 以 得 到 越 来 越 多 的 钱 . 另 一 方面 , 如 果 它 的 结果 是 有 限 的 , 我 们 必须 得 出 结论 ， 
在 一 个 年 利率 r 的 情况 下 , 不 管 我 们 的 复 利多 么 频繁 , 我 们 的 财富 的 增长 幅度 都 是 
有 限制 的 . 这 将 是 一 种 “速率 极限 , ”或 更 精确 地 说 , 一 种 “财富 -增长 极限 . ”给 定 
一 个 固定 的 年 利率 ” 以 及 一 年 的 游戏 时 间 , 不 管 复 利 有 多 么 频繁 , 你 都 不 可 能 让 你 
财富 的 增长 超过 上 述 极限 的 值 (假设 它 是 有 限 的 ). 

出 现在 极限 中 的 量 (1 十 r/n)” 是 复 利 公 式 的 特例 . 一 般 地 , 假设 你 以 现金 $4 
始 , 并 且 你 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 年 利率 为 7, 复 利 是 每 年 n 次 的 形式 . 那么 ， 
在 t 年 中 , 复 利 将 以 比率 r/n 的 形式 出 现 nt 次 . 因此 , t 年 后 , 你 的 财富 由 以 下 公 


式 给 出 : 


实 上 , 我 们 允许 n 变 得 越 


4 


出 
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t 年 后 的 财富 , 每 一 年 复 利 ”次 , 年 利率 "= 4 (1+ 二) . 


二 


因此 , 我 
看 看 如 果 我 们 在 


现在 , 我 们 来 计算 极限 : 


7 是 第 数 ), 故 


es im (+ 
侯 一 OO Va 


首先 , 我 们 设 h = 7/m 这 样 n =r/h. 那么 , 当 n 一 co 时 , 我 们 看 到 


L= lim (1+h)"/?. 
h—0+ 


现在 我 们 可 以 使 有 


我 们 来 变 个 魔术 


因 的 话 ， 


< 


这 就 是 我 们 要 找 的 答案 ! 我 们 将 以 - 
的 . 因为 h = r/m, 我 们 有 


L= lim 


T= 


fiz 


] 指 数 法 则 来 写 出 


L= lim ((1 A 
sm, (1 + Rh) /0) 


:性 
;区 


e= lim (1+h)Wn. 
h—0+ 


解 题 罕 门 在 哪里 呢 ? 好 吧 , 极限 或 许 不 存在 . 事实 表明 , 它 存在 . 如 果 你 想 要 知道 原 


L= lim 
h—01 


py =m 


oo 


(1 


请 参见 附录 A 的 A.5 节 . 不 管 怎样 , 我 们 有 
会 去 看 看 有 关 它 的 更 多 的 细节 . 尽管 如 此 , 我 们 多 


lim (1+h 
hy 


上 所 有 的 步骤 综合 在 


((1 十 h) Mn)” 一 er. 


门 就 从 $1 开始 ( 故 4 = 1), 并 来 看 看 一 年 ( 故 t= 1) 后 会 发 生 什么 , 然后 
一 年 中 复 利得 越 来 越 频繁 时 极限 会 怎样 . 


0+( 


个 特殊 的 数 e 我 们 马上 就 
E 回 到 极限 中 . 现在 我 们 有 


起 会 看 到 它 是 如 何 运算 


/he 1i 1 hn 7 一 er. 
im 十 六 一 e 


这 意味 着 , 如 果 你 在 一 个 年 利率 + 上 复 利 得 越 来 越 频 繁 时 , 你 的 财富 会 增长 到 一 个 


非常 


接近 于 er 的 量 , 人 


得 到 这 个 增长 率 


因此 , 假设 你 | 


的 唯 


途径 就 是 你 是 否 连 续 地 复 利 , 即 ， 
$4 的 现金 开始 , 并 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 它 是 在 一 个 年 利率 


绝 不 会 超过 它 . 量 e” 就 是 我 们 要 找 的 “财富 - 增长 极限 ”. 


直 复 利 ! 


7 上 连续 地 复 利 . 一 年 后 , 你 会 有 $4e". 两 年 后 , 你 会 有 $4er x er = 4e2. 我 们 很 


容易 一 直 
于 分 数 年 也 成 立 


直 重 复 这 个 过 程 , 并 看 到 t 年 后 , 你 会 有 $4e". 事实 上 , 由 于 指数 法 则 , 对 
. 因此 , 由 $4 开始 , 我 们 有 


t 年 后 的 财富 , 在 年 利率 x 上 连续 地 复 利 = Ae”™t. 


我 们 比较 该 公式 和 + 二 4( Es 量 4 +47/n)” 和 Aert 看 起 来 很 不 同 , 但 是 

对 于 很 大 的 它们 几乎 是 一 样 的 . 

9.2.3 ”关于 e 和 对 数 函 数 的 更 多 内 容 
让 我 们 来 更 好 地 看 一 下 数 。 吧 , 记得 


lim (+ 站) 一 er， 
也 一 OO nN 


我 们 可 以 用 1 替换 ", 得 到 


I 


然 ,7 = 1 对 应 于 一 个 100% 的 年 利率 . 我 们 列 一 个 (1 十 1/n)” 的 值 的 表 , 对 于 不 
同 的 n 值 , 结果 保留 三 位 小 数 : 


Nn 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000 100 000 


n 
( 十 i) 2 2.25 2.353 2.441 2.488 2.594 2.705 2.717 2.718 2.718 


在 这 个 巨大 的 利率 下 , 即使 一 年 复 利 一 次 也 可 以 使 你 的 钱 翻 倍 ( 那 就 是 在 第 二 列 的 
下 面 一 行 的 “2”). 此 外 , 这 看 起 来 好 像 是 我 们 不 可 能 比 2.718 做 得 更 好 , 即使 我 们 
每 一 年 复 利 很 多 很 多 次 . 我 们 的 数 e, 就 是 上 表 中 的 第 二 行 数 在 n 一 co 时 的 极限 ， 
结果 是 一 个 无 理 数 , 其 小 数 展开 式 如 下 : 
e = 2.718 281 828 459 045 23... 
它 看 起 来 像 在 开始 附近 有 一 种 样式 , 带 有 重复 的 串 “1828”, 但 这 只 是 个 巧合 . 实际 
上 , 知道 e 比 2.7 大 一 点 就 已 经 足够 了 . 
现在 , 如 果 z = e", 那么 7 = log。 (xz). 事实 表明 , 取 以 。 为 底 的 对 数 是 如 此 常 

见 的 事情 , 以 至 于 我 们 甚至 可 以 将 它 用 男 一 种 方式 写 出 : mn (xz) 代替 log, (x). 表达 
式 “In (zx)” 不 读 作 “linz” 或 任意 和 它 相像 的 读音 , 如 “log x”, 或 可 能 是 “ellen 2”， 
亦 或 你 感觉 特别 奇怪 的 读 法 “z 的 自然 对 数 ”. 事实 上 , 大 多 数学 家 们 写 不 带 底 
数 的 log (z) 来 表示 和 log。(z) 及 In (zx) 相同 的 意思 . 底数 为 e 的 对 数 称 为 自然 对 
数 . 在 下 一 节 , 当 对 log, (z) 关于 z 求 导 时 , 我 们 会 看 到 为 什么 它 是 这 么 自然 的 
个 原因 . 

因为 我 们 有 了 一 个 新 的 底数 e, 以 及 以 e 为 底 时 的 一 个 新 的 对 数 写法 , 让 我 们 再 
来 看 看 至 今 已 经 看 到 的 对 数 法 则 和 公式 吧 . 看 看 你 是 否 相 信 , 对 于 x>0 和 w > 0， 
下 列 公式 都 成 立 : 


en(®) 一 7 In(e*)= zx| nd)=0 mle)=1 


9.2 e 


的 定义 ”157 


In(zy) 


二 ln(7x) 十 


In(y) 


(事实 上 , 在 第 二 
数 或 0.) 不 管 


我 们 几乎 总 是 


极限 


这 一 


在 我 们 继续 


In (5) = In(z) — In(y) 


ln(zy) = yln(zx) 


坦 


全 


车 怎 相 


lim 
也 一 OO 


因此 , 我 们 月 


这 是 一 个 右 
我 们 所 需 的 
因此 , 我 


er 


是 一 个 很 小 


日 1/h 蔡 换 n, 得 到 


是 要 和 自然 对 数 打交道 . 
讨论 对 数 函 数 和 指数 函数 求 导 之 前 ， 


个 公式 中 , xz 甚至 可 以 是 负数 或 0, 在 最 后 
E 这 种 形式 下 的 这 些 公式 真 的 是 4 


一 个 公式 中 , y 可 以 是 负 
民 值 得 的 , 因为 从 现在 


E 起 ， 


(1+5) = @”, 


次 , 蔡 换 h = 1/n. 正如 我 们 在 上 一 节 注 意 到 的 , 当 一 co 时 , 我 们 及 


lim (1+7rh)l/r = er". 
h—0+ 


极限 . 
就 是 证 


们 考虑 


事实 上 , 你 可 


来 看 一 点 . 假设 , 你 取 重 要 


0+. 


以 用 h 一 0 玲 换 h 一 0+, 对 于 双 侧 极限 仍然 成 立 . 
明 , 左 极限 是 er， 


然后 , 左 极限 等 于 右 极 限 , 故 双 侧 极限 也 等 于 


lim (1+7h)!/r 一 ? 
h—0— 


用 --t 蔡 换 h; 那么 , 当 一 0- 时 ,t+ 一 01. ( 当 是 一 个 很 小 的 负数 时 ,t= 一 h 就 


的 正 数 .) 故 


lim (1+rh) Mr = lim (1— 7t)-Wt. 
h—0— t—0+ 


lim 
t—0+ 


分 母 就 是 市 有 ee 一 7 而 不 是 x 的 经 
k, 综合 起 来 我 们 有 


lim (1 +7rh)M/r = lim (1—7t)- 
ee 


分 母 趋 于 e-". 因 


因为 e = 
式 中 将 ” 改 


SS 


1/e”, 故 最 后 一 


为 z( 为 什么 不 呢 ? 


lim 
亿 一 CO 


/to i 
tor (1+(—7)t 


步 成 立 . 这 样 ,我 人 


于 对 于 任意 的 A4 关 0, 4-1 = 1/4, 我 们 可 以 重新 将 极限 写成 


Ne 
G+ 


极限 . 这 意味 着 , 当 t 一 0+ 时 , 在 极限 中 ， 


1 1 


二 @” 


J 。 


及 


lim (1 + xh)!/* = ez. 
h—0 


一 人 


] 完 成 了 想 要 的 证 明 . 我 们 在 所 有 的 公 
并 总 结 我 们 已 经 发 现 的 事实 : 


(+ 一 e7 
Nn 


Zz 二 1 时 ,我们 得 到 的 两 个 公式 : 


1 Nn 
lim (1+3) =e|l 及 | lim(1+h)!/r=e. 
n> nN h—0 


这 些 公式 非常 重要 ! 在 下 面 的 9.4.1 节 中 , 我 们 将 看 到 一 些 如 何 使 用 它们 的 例子 . 马 
上 , 我 们 也 会 使 用 其 中 之 一 来 对 对 数 函 数 求 导 . 


9.3 ”对 数 函 数 和 指数 函数 求 导 


现在 情形 变 复 杂 了 . 令 g(z) = logs (z). 那么 g 的 导数 是 什么 呢 ? 我 们 使 用 定 
义 ， 


1 9 二 内 二 92Z) |， logo(z 十 内 一 logo(z) 
人 


如 何 来 化 简 这 个 杂乱 的 公式 呢 ? 我 们 当然 使 用 对 数 法 则 ! 首先 , 使 用 9.1.4 节 中 的 法 
则 #4 将 对 数 的 差 转化 为 对 数 的 商 ; 
h 
#9) = jn hl (ee). 
我 们 可 以 将 分 式 化 简 为 (1 寺 /z), 但 是 我 们 也 需要 使 用 对 数 法 则 #5, 将 因子 1 
提 至 指数 的 位 置 . 故 


pA Mh 
(0) = lm log, (1+ 2) 


现在 让 我 们 忘记 log,. 当 h 趋 于 0 时 ， 


会 怎样 呢 ? 即 ， 


是 什么 呢 ? 在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 了 
lim (1 + Pr)LA = er; 
h—0 


因此 , 如 果 我 们 用 1/z 替换 x, 那么 就 会 有 


所 以 , 如 果 回 到 g' (z) 的 表达 式 中 , 我 们 会 看 到 


NI 
9 (2) = lim logs @ 3 = log,(e!/®). 
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事实 上 , 我 们 甚至 可 以 再 次 使 用 对 数 法 则 #5 将 表达 式 进 一 步 化 简 一 一 将 过 1/zx 
提 至 对 数 符号 之 前 , 这 样 我 们 就 证 明了 
d 1 
EE logu(zZ) = log, (e). 
现在 , 我 们 设 b= e, 这 样 , 我 们 就 能 求 以 e 为 底 的 对 数 的 导数 了 , 我 们 得 到 
d 1 
dz loge(Z) 3 zx log。(e). 
但 是 请 等 一 下 , 根据 对 数 法 则 #2, log。 (e) 等 于 1. 因此 , 这 意味 着 


d 1 

本 loge(z) = a 
这 非常 好 . 这 实际 上 非常 非常 好 . 在 某 种 程度 上 的 确 令 人 惊异 . 谁 会 想到 log。 (zx) 的 
导数 就 是 1/z 呢 ? 这 就 是 为 什么 以 e 为 底 的 对 数 被 称 为 自然 对 数 的 原因 之 一 . 我 们 
将 log。 (x) 写作 In (z)( 在 上 一 节 我 们 给 出 了 这 个 定义 ), 得 到 重要 公式 


d 1 


此 外 , 以 上 的 log, (z) 的 导数 的 表达 式 log, (e) 可 以 通过 换 底 法 则 (就 是 9.1.4 节 


中 的 #6) 用 自然 对 数 写 出 . 你 看 , 通过 将 底 换 为 e, 得 到 
_loge(®) _ 1 


a 


因此 我 们 有 


d 1 
dz ol zln(b) 
这 是 表达 一 个 不 是 以 。 为 底 的 对 数 的 导数 的 最 好 的 方式 了 ， 现 在 来 看 看 :如果 
y = 0?, 那么 , 我 们 知道 x = logs (9). 现在 对 其 关于 y 求 导 . 使 用 上 述 公 式 并 用 y 
替换 z, 我 们 得 到 


dz 1 
dy ym( 
根据 链 式 求 导 法 则 , 可 以 上 下 颠倒 得 到 
d 
= yln(b). 
于 y= 如 , 我 们 就 证 明了 下 面 这 个 很 好 的 公式 
d 


去 人 ) = 0 In(b). 
特别 是 , 如 果 5 = e, 那么 In (5) = In(e) = 1，( 这 就 是 伪装 的 对 数 法 则 #1， 记 住 ， 
jn (e) = log。 (e) = 1.) 因此 , 如 果 b =。, 公式 变 为 


这 是 一 个 非常 怪异 
身 的 导数 !). 当然 ， 


和 从 
5 


的 公式 . 如 果 h(x) = ez, 那么 也 有 h 
z 的 二 阶 导 (关于 z 的 ) 还 是 er 


ez (函数 hh 是 它 自 
四 阶 导 也 一 样 ， 


7 (7) = 
三 阶 导 也 一 样 ， 


指数 函数 和 对 数 函 数 求 导 的 例子 


现在 , 我 们 来 看 一 下 如 何 应 用 上 述 公式 吧 . 首先 , 如 果 y = e-3?, 那么 dy/dzx 

是 什么 ? 那 好 , 如 果 w= -3z, 那么 y = e*. 我 们 有 

dy di i du 

a 
根据 链 式 求 导 法 则 ， 


dy dydu 
dz dudz 
步 用 -3z 将 换 了 ww. 事实 上 , 这 是 一 个 精妙 法 则 的 特例 ， 如 


=e@*(—3) = —3e 37,; 


注意 到 , 我 们 在 最 后 一 
果 a 是 常数 , 那么 


—e°” = ae®”. 
dz 
通过 设 w = az, 我 们 可 以 用 同样 的 方法 证 明 此 公式 . 实际 上 , 它 和 我 们 在 7.2.1 节 
结尾 部 分 看 到 的 原理 是 一 样 的 : 如 果 用 az 替换 z, 那么 当 你 求 导 时 , 将 会 提出 一 
个 附加 的 因子 a. 因此 , 例如 对 In (8z) 关于 x 求 导 应 该 没有 问题 . 事实 上 ， 
d 1 
47 (P87)) 一 8 X 
于 In (8z) 关于 z 的 导数 是 1/z. 现在 , 我 们 删除 因子 8 会 看 到 
d 1 1 
去 nt)) 一 8x Ep 
这 很 奇怪 一 一 ln (8z) 的 导数 和 In (zx) 的 导数 是 一 样 的 ! 如 果 你 思考 的 话 就 不 会 


因此 ， 


得 那么 怪异 


: 因为 In (8z) = In (8) + ln(z)， 事实 上 , 量 In (8x) 和 In (x) 


相差 一 个 常数 , 故 关于 z 它们 有 相同 的 导数 . 
这 儿 有 一 个 比较 难 的 例子 : 
如 果 y = er logs(5” 一 sin(x))， 到 是 什么 ? 


我 们 来 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 设 w = ez 
2 = uv. 对 于 乘积 法 则 ， 需要 对 w 和 v (关于 
行 . 我 们 从 wv = ez 


”及 v = logs (57 一 sin (xz)),， 故 


Zz) 求 导 , 因此 , 让 我 们 一 个 一 个 地 进 
“开始, 设 t= z2, 因此 w = es; 然后 , 使 用 链 式 求 导 法 则 , 有 
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du du dt 5 
Hr ar (2z) = 2xe 
至 于 vw, 邻 s = 二 57 一 sin (7z), 结果 w= logs (5). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dv dvds 1 5”1n(5) — cos(z) 


人 


我 们 在 这 里 使 用 的 公式 就 是 来 自 上 一 节 中 的 log, (z)( = 3) 和 好 (现在 等 于 5.) 
的 导数 公式 . 不 管 怎样 , 由 于 y = wv, 有 
dy du dv a 122 2 5°1n(5)— cos(z) 
和 + wz = logs(5” 一 sin(Z))2zez 十 e i) (6 — sin(z)) 
像 往常 一 样 , 这 有 些 杂 乱 , 但 是 这 个 例子 的 确 说 明了 所 涉及 的 要 点 : 只 要 你 知道 指 
数 函 数 和 对 数 函 数 求 导 的 基本 公式 ( 即 是 上 一 节 中 的 加 框 公式 ), 那么 求解 就 完全 
没有 问题 了 . 


9.4 ”如 何 求 解 涉及 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 


现在 到 了 来 看 看 如 何 求解 一 些 极限 问题 的 时 候 了 .就 我 们 已 经 看 到 的 之 前 的 
所 有 极限 来 说 , 非常 重要 的 一 点 就 是 要 注意 , 你 是 否 在 0 ( 即 非常 小 的 变量 ) 的 附 
近 、coe 或 -co( 相 当 大 的 变量 ) 的 附近 、 或 其 他 的 既 不 太 小 也 不 太 大 的 茶 地 方 来 评 
佑 函数 的 . 我 们 将 对 这 些 情况 中 的 一 部 分 关于 指数 函数 和 对 数 函 数 进行 更 详细 的 
考察 . 尽管 如 此 , 让 我 们 开始 吧 , 从 涉及 e 的 定义 的 极限 出 发 . 


9.4.1 涉及 e 的 定义 的 极限 
我 们 考虑 下 列 极限 : 


lm(1+ 3n2)1/3n. 
它 看 上 去 和 9.2.3 节 中 的 涉及 e 的 极限 

limn(1 二 有 一 e. 
h—0 


非常 相似 . 如 果 我 们 取 这 个 极限 , 并 在 我 们 所 能 看 到 的 地 方 用 3h? 代替 h, 那么 我 
们 得 到 


lim (1+ 3h2)!/3 =e 
3h2—0 
这 几乎 就 是 我 们 想 要 的 . 我 们 所 需要 做 的 就 是 注意 , 当 h 一 0 时 , 312 一 0, 故 
lim (1 + 3h2)!1/3% = 6 
h—0 


同 理 , 我 们 可 以 证 明 (例如 ) 
lim(1+ sin(h))!/ sin(h) ~ e. 
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事实 上 , 如 果 你 用 任意 的 当 一 0 时 趋 于 0 的 量 替 换 h, 就 像 312 或 sn (hn), 则 极 


lim(1 + cos(h))1/ os)? 
会 怎样 呢 ? 
于 当天 一 0 时 , cos (六 一 1, 因此 你 不 能 仅仅 重复 之 前 的 论证 . 事实 上 , 如 果 
你 只 要 将 h = 0 代入 到 表达 式 (1 + cos (及) ”9 中 , 那么 你 会 得 到 (1 十 1)! = 2， 
故 上 述 极 限 实际 上 等 于 2. 
现在 , 我 们 考虑 


lim(1+ 7]2)1/37 
这 里 的 岂 和 3h? 这 两 项 不 匹配 .它们 很 相似 , 但 是 系数 不 同 . 我 们 需要 将 指数 
1/3h? 写作 (1/j2) x (1/3), 并 使 用 指数 法 则 : 
2 六 2 这 i 2\1/3 
lim (1 十 12)U3u = lm(l 十 j2)GA )x(1/3) = lim ((1+h2)Mr ) 和 
于 hz 是 匹配 的 项 , 故 大 括号 中 的 部 分 趋 于 e, 则 整个 极限 是 el/3. 
这 里 有 一 个 略 难 一 些 的 例子 : 以 下 极限 
lim(1 一 5h3)2/n? 
的 值 是 什么 ? 这 很 烦人 , 但 这 些 很 小 的 量 -5h3 和 3 并 不 十 分 匹配 , 并 且 那 里 还 有 
一 个 2. 我 们 需要 改动 指数 2/R3 以 便 它 和 -573 相 匹 配 . 最 好 的 方法 就 是 来 看 看 ， 
如 果 我 们 想 要 求 的 是 


lim (1 一 573)1( 一 5 )， 
h—0 


那么 一 切 将 会 多 么 美好 , 因为 该 极限 就 是 e. 太 棒 了 ! -573 是 匹配 的 项 , 因此 , 这 就 
是 用 -513 代 蔡 h 的 经 典 极限 


lim(1+ h)l/h 一 e， 


不 幸 的 是 , 我 们 必须 再 做 一 些 运算 . 我 们 需要 将 1/ (5h3) 变 为 2/13.， 为 了 实现 这 
一 变化 , 我 们 必须 用 -5 与 之 相 乘 来 删除 分 母 中 的 -5, 然后 再 用 2 与 之 相 乘 来 修 
正 分 子 . 总 体 效果 就 是 我 们 应 该 用 -10 与 之 相 乘 . 这 样 , 我 们 得 到 
lim (1 — 5h3)2/ = lim(1— 5h3) /5 )) X10) 
h—0 


二 = lim ((1— 5h3)1/(- 2 oe. 
9.4.2 ”指数 函数 在 0 附近 的 行为 


我 们 想 要 理解 的 是 , 当 x 非常 接近 于 0 时 , ez 的 行为 如 何 . 事 5 
我 们 知道 


出 
将 
中 
H 
© 
Lem: 
i 
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lim ez = ed =1. 
rz—0 


当然 , 你 可 以 用 任意 的 当 xz 一 0 时 趋 于 0 的 量 来 替换 x, 会 得 到 相同 的 极限 . 例如 ， 


k 


lim e 一 ee =1 
也 一 样 . 因此 , 我 们 可 以 求 
Ti er Sin(Z) 
2 一 0 化 
方法 是 将 上 式 进行 如 下 分 解 : 
Ee e” sin(z) ey (2). 
2 一 0 wp z—0 Hy 


当 x 一 0 时 , 两 个 因子 都 趋 于 1, 故 整 个 极限 为 1 x 1 = 1. 现在 有 一 个 更 难 求解 的 
例子 : 


| 272 十 3 一 1 
z—00 el/z(Zz2 一 7) 
当 z 变 得 非常 大 时 , 1/z 会 变 得 非常 接近 于 0; 故 et/? 非常 接近 于 1 并 且 可 被 忽略 . 
你 最 好 的 选择 就 是 将 以 上 极限 写 为 
二 1 272 十 37 一 1 
rE 
第 一 个 分 式 趋 于 1, 使 用 4.3 节 的 技巧 , 你 可 以 证 明 第 二 个 因子 趋 于 2, 故 极限 是 2. 
如 果 你 的 指数 项 出 现在 一 个 乘积 或 商 当中 , 这 种 方法 就 会 起 到 很 好 的 作用 , 但 
对 于 如 下 形式 : 


很 可 惜 , 它 的 作用 就 会 天 失 . 我 们 想 用 1 蔡 换 ex, 这 倒 没 错 , 但 就 是 你 会 得 到 一 个 
无 用 的 0/0 的 情况 . 问题 是 , 我 们 有 一 个 ex 和 1 的 差 , 当 有 在 0 的 附近 时 , 它 会 变 
得 非常 小 . 那么 我 们 应 该 怎么 办 呢 ? 正如 我 们 在 6.5 节 中 看 到 的 , 当 呈 变量 本 身 在 
分 母 上 , 极限 可 能 是 一 个 伪装 的 导数 . 我 们 试 着 设 f(z) = es, 结果 户 (z) = ez ( 正 
如 我 们 在 9.3 节 中 看 到 的 ). 在 这 种 情况 下 , 标准 公式 

i gy) 


h—0 


现在 , 我 们 所 需要 做 的 就 是 用 0 替换 z. 由 于 e0 = 1, 我 们 得 到 以 下 有 用 的 事实 


. er—1 
ne 
你 可 以 再 次 用 任意 的 很 小 的 量 来 替换 h. 例如 ， 
3s5 3s5 
. eC— . es—1 
i 


标准 匹配 技巧 的 确 有 效 . 这 实际 上 和 我 们 在 多 项 式 型 的 极限 问题 (第 4 章 )、 变 量 
很 小 的 三 角 函 数 的 极限 问题 (第 7 章 ) 以 及 9.4.1 节 中 的 极限 问题 中 使 用 的 技巧 是 
一 样 的 . 
9.4.3 ”对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 

现在 我 们 来 看 看 对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 如 何 . 事实 表明 , 其 行为 和 指数 函数 
在 0 附近 的 行为 十 分 相似 . 我 们 知道 nn (1) = 0, 但 是 
In(1 +h) 

hh 


lim 
h—0 


是 什么 呢 ? 信 不 信 由 你 , 这 是 导数 伪装 的 极限 ( 见 6.5 节 ) 的 男 一 个 例子 . 正如 我 们 
在 9.3 节 中 看 到 的 , 设 f(z) = In (zx) 并 且 注 意 fr (z) = 1/z. 现在 等 式 
jim f+ f(D) 


/ 
h—0 h 加 / 3 
和 mn(z 十 内 一 mm(z) _ 1 
/一 0 h 7 


对 于 任意 的 x. 剩 下 要 做 的 只 是 将 x = 1 代入 并 得 到 
]i lIn(1+h)—ln(1l) 1 
nb h 1 


于 In(1) = 0, 上 式 简化 为 


lim 
h—0 
我 们 可 以 再 次 用 任意 的 当 h 一 0 时 趋 于 0 的 量 来 替换 h, 且 极 限 仍 将 是 1. 例如 ， 
为 了 求 


In(1 +h) 


ln(1 — 7h2) 
nb 5h2 
你 必须 改动 分 母 , 使 它 看 起 来 像 如 下 的 一 7h2: 
ln(1 — 7h2) lIn(1 ~ 7h2)  —7h? 


lim = lim x 


h—0 5h2 h—0 —7h2 5h2 
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这 就 是 我 们 那个 常用 的 技巧 , 用 一 个 有 用 的 量 (在 该 例 中 是 -7 及 ) 做 乘法 和 除法 . 
不 管 怎样 , 由 于 那个 很 小 的 量 -7712 匹配 , 故 第 一 个 分 式 的 极限 是 1, 第 二 个 分 式 正 
好 化 简 为 -7/5. 因此 , 极限 就 是 -7/5. 
9.4.4 ”指数 函数 在 ce 或 -oo 附近 的 行为 

我 们 想 要 理解 的 是 , 当 x 一 ee 或 x 一 -co 时 , ez 的 行为 如 何 . 让 我 们 再 来 看 
看 er 的 图 像 吧 , 如 图 9-2 所 示 . 


注意 : 以 上 曲线 看 起 来 好 像 要 在 图 像 的 左 侧 接触 x 轴 , 但 它 没有 ; 请 记 住 , 对 于 所 
有 的 z, ez > 0, 因此 , 没有 z 轴 截 距 . (这 是 为 了 解 真实 情况 而 不 依赖 于 图 形 计算 器 
的 很 好 的 论证 0) 不 管 怎么 样 , 看 起 来 我 们 至 少 应 该 有 


lim ez 一 co 及 lim ex 三 0. 
TO00 TX——00 


如 果 用 某 个 其 他 的 底数 替换 e 会 怎样 呢 ? 例如 , 我 们 考虑 


2 (3) 
为 了 处 理 第 一 个 极限 , 我 们 使 用 等 式 4 = em(4), 其 中 4 = 2", 写作 


27 一 eln(2”) 一 ez ln(2) 


现在 , 当 z 一 ce 时, 我 们 也 有 zi (2) 一 co, 故 第 一 个 极限 是 oo. 至 于 第 二 个 极限 ， 
这 一 次 我 们 可 以 使 用 相同 的 技巧 , 将 其 写作 


1\” 1 加 1 
3 37 erzln(3)° 
当 xz 一 co 时 , 我 们 看 到 e* 3) 一 co, 故 其 倒数 趋 于 0. 这 样 , 我 们 就 证 明了 
lm 27==00 及 lim (3) 二 0. 


T+00 
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co 如 果 ” > 1 
lim rz=4 1 如 果 7=1， 
0 ”如 果 0<r<1l. 


7 二 1 时 , 中间 的 情况 显然 成 立 , 因为 对 于 所 有 的 x > 0, 1z = 1. 我 们 可 以 用 处 
理 上 述 2* 和 (1/3)” 的 极限 时 相同 的 方法 来 证 明 其 他 两 种 情况 就 是 将 r? 写 
作 eT ln(7). 

这 还 不 是 问题 的 全 部 . 极限 


I 


lim ez = co 
OO 


说 明 当 x 变 大 时 , e” 变 得 越 来 越 大 (你 想 要 多 大 就 多 大 ). 但 是 这 发 生 的 有 多 快 呢 ? 
毕竟 , 我 们 也 有 


lim z2 = co 
TO 


Z2 或 ez, 哪 一 个 增长 得 更 快 呢 ? 答案 是 , 当 x 很 大 时 , ez 比 z2 增长 速度 快 . 毕竟 ， 
当 z= 100 时 , 量 z2 只 是 100 x 100, 而 


el00 


有 一 百 个 因子 e, 但 只 有 两 个 因子 100, 故 el” 远 远 大 于 100?. 当 zx 变 得 更 大 时 , 这 
种 情况 仍然 成 立 . 由 于 ez 远 远 大 于 z2, 当 你 用 z2 除 以 e 时 , 你 应 该 得 到 一 个 很 
微小 的 数 . 事实 上 ， 


ExXe€exX:..xXxe. 


直到 在 第 14 章 看 过 洛 必 达 法 则 后 , 我 们 才 会 证 明 上 式 . 目前 , 我 想 要 指出 的 是 , 如 
果 你 用 z 的 任意 次 震 替 换 x?, 上 述 极限 依然 成 立 . 就 连 z889 都 不 能 和 ez 抗衡 . 当 
2 是 十 亿 时 , x?”9 是 十 亿 的 999 次 复制 相 乘 的 结果 , 但 e* 是 。 十 亿 次 复制 相 乘 的 
结果 ! 尽管 e 比 十 亿 小 很 多 , 但 是 当 x 很 大 时 , 在 大 小 上 ez 会 超过 z889. 因此 , 一 
般 来 说 , 我 们 有 以 下 原则 : 

指数 函数 增长 迅速 : 不 管 n 有 多 大 ,| lim 云 =0 


事实 上 , 对 上 式 进 行 一 些微 调 , 你 可 以 得 到 一 个 更 一 般 的 陈述 : 


: 多 项 式 型 部 分 
lim 


六 天 的 、 正 的 多 项 式 异 部 分 的 指 娄 


例如 ， 


Z8 十 100z7 一 4 
3 至 


2 一 co er 
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要 知道 为 什么 , 我 们 简单 地 将 分 式 分 成 三 部 分 , 每 一 部 分 都 趋 于 0, 因为 指数 函数 增 
长 迅速 . 更 巧妙 的 是 ， 


， 210 000 十 300z9 十 32 
lim D3 3 = 0. 
SS e227- —19zx°—100 


这 里 的 关键 是 , 当 x 变 大 时 , 2z3 一 19x? 一 100 的 行为 就 像 是 2z3, 因此 , 指数 函数 
的 确 是 大 的 、 正 的 多 项 式 型 的 部 分 ." 事实 上 , 我 们 可 以 用 任意 的 大 于 1 的 底数 来 蔡 
换 e. 例如 , 我 们 也 有 


1 Z10 000 + 3007z? 十 32 加 
zi 23 -1973-100 一 0 


男 一 个 变形 涉及 , e-* 就 是 1/e* 的 另 一 种 写法 . 下 面 是 一 个 有 关 的 例子 : 


lim (z5 + 3)'°e-?. 
人 一 CO 


我 们 可 以 将 它 写成 
ae 
这 里 的 极限 是 0, 因为 指数 函数 增长 迅速 . 现在 , 我 们 考虑 一 个 与 之 非常 相似 的 极限 
lim (o5 十 910ter， 
这 当然 涉及 了 er 在 -oo 附近 的 行为 但 是 , 我 们 设 上 = 一 xz, 就 可 以 将 情形 移 至 +oo 
上 来 考虑 . 我 们 可 以 看 到 , 当 x 一 -co 时 , 我 们 有 上 + 一 +co. 因此 


lim (2° + 3)!'"e” = Jim (a res) 


V3— O00 


| 
8 


极限 又 是 0, 因为 分 子 是 一 个 多 项 式 (其 首 项 为 负 , 但 这 并 不 要 紧 ). 因此 , 通过 做 蔡 
换 += 一 z, 你 可 以 处 理 当 z 一 -co 时 的 ez 的 极限 . 这 意味 着 , 现在 你 必须 处 理 当 
t 一 co 时 et 的 极限 , 就 是 将 e 写成 1/et. 


9.4.5 ”对 数 函 数 在 oo 附近 的 行为 


让 我 们 继续 讨论 . 来 看 看 当 z 是 一 个 很 大 的 正 数 时 In (z) 的 行为 如 何 . (请 记 
住 , 你 不 能 取 任 何 负数 的 对 数 , 因此 , 没有 必要 研究 对 数 函 数 在 - 一 00 附近 的 行为 !) 
我 们 再 来 看 看 y = In (x) 的 图 像 , 如 图 9-3 所 示 . 


| 


ps 


@ 如 果 你 真 想 求证 的 话 , 对 于 足够 大 的 z, 你 必须 会 写 出 像 2z3 一 19z? 一 100 > z3 这 样 巧 妙 的 关 
系 . 毕竟 , 如 果 2z3 一 19z2 一 100 的 行为 如 2z3, 那么 很 明显 , 它 终究 会 大 于 z3. 因此 , 分 母 大 于 
ez .现在 , 我 们 用 ww 替换 z3, 结果 分 母 就 是 ex 且 分 子 是 某 个 很 容易 处 理 的 表达 式 . 最 后 , 我 们 
使 用 三 明治 定理 . 


y= ln(z) 


图 9-3 
此 外 , 重要 的 是 要 注意 该 曲线 绝 不 会 接触 y 轴 , 尽管 看 起 来 它 好 像 会 和 y 轴 接 触 . 


实际 上 它 只 是 非常 非常 接近 y 轴 . 不 管 怎样 , 这 看 起 来 好 像 是 
Lm ln(Z) = co, 


事实 上 , 这 很 容易 直接 证 明 . 你 认为 In (z) 会 凑 成 1 000 吗 ? 当然 会 : In (el 000) 
1 000， 同 样 的 技巧 适用 于 任意 的 数 N， 我 们 就 取 x = ex， 你 会 发 现 In (x) = 
ln (e*) = N. 因此 , ln (xz) 会 变 多 大 是 没有 极限 的 , 当 z 一 ce 时 , 它 趋 于 co .……: 
但 有 多 快 呢 ? 

我 们 很 容易 看 出 其 速度 相当 慢 . 正如 我 们 刚刚 注意 到 的 , In (el %09) = 1 000. 数 
el 000 是 极 大 的 正 数 ( 比 宇 宙 中 的 原子 的 个 数 还 要 大 ) 然而 其 对 数 仅 为 1 000. 我 们 
讨论 的 是 简化 问题 的 大 小 ! 
更 确切 地 说 , 事实 表明 In (x) 趋 于 无 穷 大 的 速度 比 x 的 任意 的 正夫 次 都 要 慢 
很 多 , 甚至 如 z0000 1. 因此 , 如 果 你 取 In (x) 和 z 的 任意 的 正 过 次 的 比 , 那么 该 比 
值 应 该 会 很 小 (至 少 当 x 非常 大 时 会 很 小 ). 用 符号 表示 , 我 们 有 


对 数 增长 缓慢 : | 如 果 a > 0 lim 中 =0| 不 管 a 多么 小 . 
2 一 co 人 


正如 指数 函数 的 情况 , 我 们 不 难 将 该 式 扩展 成 一 个 更 一 般 的 形式 : 
任何 正 的 多 项 式 型 部 分 的 对 数 _ i 
zc 正 的 “次 数 ” 的 多 项 式 型 部 分 
这 适用 于 任何 以 > 1 为 底 的 对 数 函 数 , 不 只 是 自然 对 数 . (这 是 因为 我 们 有 换 底 法 
则 .) 例如 ， 


| 


3 = 
Jim log7(7X° + 37z—1) 


一 0 
Z 一 co X01—99 
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尽管 z01 非常 小 . 
事实 上 , 一 旦 我 们 知道 了 指数 函数 增长 迅速 , 那么 我 们 就 不 应 该 对 对 数 函 数 增 
长 缓慢 感到 惊讶 毕竟, 对 数 函 数 和 指数 函数 互 为 反 函 数 . 更 确切 地 说 , 如 果 你 取 

In (z) /za 并 用 et 替换 x, 那么 你 会 得 到 
ln(zZ) lIn(e!) 


> E t 
lim 一 一 一 lim = lim 一 一 0. 
2 一 co TY t 一 co (et)® to00 eat 


最 后 一 个 极限 是 0, 因为 分 母 中 的 指数 函数 ent 的 增长 比分 子 中 的 多 项 式 + 的 增长 
要 快 很 多 .这 样 , 我 们 就 证 明了 指数 函数 增长 迅速 , 并 自动 地 引出 对 数 函数 增长 组 
慢 这 一 事实 . 

9.4.6 对 数 函数 在 0 附近 的 行为 

有 人 很 想 写 In (0) = -oo, 但 是 这 是 不 正确 的 , 因为 In (0) 是 无 定义 的 . 另 一 方 
面 上 述 的 y = ina) 的 图 像 噶 示 了 


lim ln(z) = 一 co. 


2 一 0 


在 这 里 , 你 需要 使 用 右 极限 , 由 于 jn (z) 在 x <0 上 没有 定义 . 尽管 如 此 , 我 们 仍 需 
要 说 更 多 的 . 当 x 一 0+ 时 , In (x) 当然 趋 于 -oo, 但 是 有 多 快 呢 ? 例如 , 我 们 考虑 
极限 


lim zln(z). 
Z 一 0 十 
如 果 你 只 是 将 0 代入 上 式 , 这 根本 不 起 作用 , 因为 In (0) 不 存在 . 当 x 是 一 个 比 0 
稍 大 一 点 的 数 时 , 量 z 很 小 而 In (x) 是 一 个 很 大 的 负数 . 当 你 用 一 个 很 大 的 数 和 一 
个 很 小 的 数 相 乘 时 会 怎样 呢 ? 任何 情况 都 可 能 发 生 , 这 取决 于 那些 数 有 多 么 小 和 多 
么 大 . 
这 里 有 一 个 求解 上 述 问 题 的 方法 了 . 我 们 用 17 蔡 换 z. 那么 , 当 x 一 0+ 时 ， 
我 们 可 以 看 到 t 一 co. 因此 , 我 们 有 


1 1 
lm zln(x)= lim 二 jn (7) 
2 一 0 十 t 一 co 二 t 


当然 , In (1/t) 正 是 In(1) 一 hm 执 , 由 于 In(1) = 0, 它 等 于 一 ln 的 . 因此 我 们 得 到 


其 中 , 由 于 对 数 增长 缓慢 , 故 极限 是 0. 
昌 1 蔡 换 x 的 这 一 技巧 可 以 将 0 附近 的 行为 转换 为 ce 附近 的 行为 , 这 是 因 
为 In(1/) = 一 mm 的 .你 可 以 使 用 它 来 证 明 下 列 原理 , 上 述 的 例子 就 是 该 原理 的 


个 特 


Ey 
之 


©O 


琴 


对 数 函 数 在 0 上 “增长 ”缓慢 : 不 
(我 把 “增长 ”加 上 引号 , 是 因为 当 x 一 0+ 时 , m(z) 实际 上 是 向 下 增长 到 -co.) 
你 可 以 再 次 用 多 项 式 型 部 分 来 替换 z", 只 要 当 x 一 0+ 时 , 它 变 得 非常 小 就 可 以 ， 
并 且 对 于 任意 的 其 他 的 底数 6 > 1, 我 们 可 以 用 “logs” 替 换 “In”，( 即 , 不 只 是 底 
数 e). 


a 有 多 小 ,| 如果 a > 0， lim xzoln(z)=0 
2 一 0 
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处 理 像 f(x) 这样 底数 和 指数 均 为 x 的 函数 的 导数 问题 时 ， 对 数 函 数 求 
导 是 一 个 有 用 的 技巧 ， 毕 竟 , 用 我 们 已 经 讲 过 的 知识 , 你 到 底 会 如 何 求解 以 下 导 
数 呢 ? 


sn) 

没有 一 个 法 则 适用 于 上 述 导数 的 求解 . 尽管 如 此 , 我 们 有 些 很 好 的 对 数 法 则 , 他 们 

会 简化 指数 . 如 果 我 们 令 y = za), 根据 9.1.4 节 的 对 数 法 则 #5, 那么 

ln(y) = ln(zsin(2) = sin(z)ln(z) 

现在 , 让 我 们 对 等 号 两 边关 于 x( 作 隐 函 数 ) 求 导 : 

d d 
37 (09)) = 3 (sin(z) In(2)). 

我 们 先 来 看 看 右边 的 部 分 . 它 就 是 一 个 z 的 函数 且 需 要 用 乘积 法 则 来 求解 ; 你 应 该 

检验 一 下 求 导 结 果 是 cos (zx) ln (7x) + sin (z) /z. 现在 我 们 来 看 看 左边 的 部 分 . 为 了 

对 In(y) 关于 xz 求 导 (不 是 关于 加, 我 们 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 . 设 v= In (y), 结 

果 du/dy = 1/y. 我 们 需要 求 出 du/dz; 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

du dudy ldy 
dr dydz ydz. 

Zz) In (x) 进行 隐 函 数 求 导 得 到 
ldy 
y dz 

现在 我 们 只 需要 用 y 和 等 号 两 边 相 乘 , 然后 用 zsin(z) 奉 换 y: 

人 二 (ceo In(z) 十 = ), 三 (ceo In(z) 十 DY ] oom 
这 就 是 我 们 要 找 的 答案 了 . (根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 还 可 以 用 另外 一 种 方法 来 解 
此 题 . 不 使 用 变量 y, 我 们 可 以 只 使 用 公式 4 = em(4) 来 写 


ln(zsin(z)) esin(z) ln(z) 


因此 , 对 方程 In (y) = sin ( 


一 cos(Z) ln(z) 十 是 名: 


sin(z) 一 e 
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现在 , 由 你 来 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 对 右 侧 关于 x 求 导 吧 . 当 你 完成 
时 , 你 应 该 用 zsi?(*) 来 替换 esin(*) ln(*) 并 检验 你 是 否 得 到 和 原来 一 样 的 答案 .) 

让 我 们 来 回顾 一 下 主要 的 技巧 吧 . 假设 , 你 想 要 关于 z 对 以 下 函数 求 导 
y = f(z)s®), 
其 中 , 底数 f 和 指数 9 都 含有 变量 zx. 下 面 就 是 你 需要 做 的 : 

(1) 设 y 是 你 想 要 求 导 的 x 的 函数 . 对 等 号 两 边 取 (自然 ) 对 数 . 指数 g 下 降 
到 右 侧 的 位 置 , 这 样 你 会 得 到 


是 So 


In(y) = g(x) In(f (7)). 
(2) 对 等 号 两 边关 于 x 作 隐 函数 求 导 . 左 侧 常常 会 使 用 到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 


法 则 (至 少 ). 左 侧 的 结果 总 是 (1/vy) (dy/dz). 因此 , 你 会 得 到 
1 9 - (讨厌 的 z) 
ydz 


(3) 用 y 和 等 式 两 边 相 乘 会 得 到 单独 的 dy/dz 这 一 项 , 然后 
jz)26) 替换 y, 你 就 完成 了 求解 . 
这 里 还 有 男 外 一 个 例子 : O 
d 


a 十 zZ2)1/m )? 


是 什么 呢 ? 根据 第 一 步 , 我 们 设 y 二 (1 + z2j2e ,然后 , 对 等 式 两 边 取 对 数 , 这 样 会 
使 指数 下 降 , 我 们 得 到 
In(y) =m((L+z2)V” ) = 三 In(1 + z2) = ee | 

第 二 步 是 对 等 式 两 边关 于 z 作 隐 范 数 求 导 . 如 往常 一 样 , 左 侧 变 为 (1/y) (dy/dz)， 
但 是 , 我 们 必须 对 右 侧 使 用 商法 则 . 首先 , 使 用 链 式 求 导 法 则 对 z = In (1 二 x?) 求 
时: 如 果 _ =1+22, 那么 ,>z=ln(), 故 

dz dzdu 1 27 

dr dudzr | 全 1 十 Z2 
现在 , 你 可 以 使 用 商法 则 . 你 应 该 检验 一 下 , 当 你 对 上 述 方程 n (y) = In (1 十 2 /Z3 
作 隐 函数 求 导 时 , 你 是 否 得 到 (简化 之 后 


用 原始 的 表达 式 


Ne 


27 
3 2 < 
1dy 7 IT 五-37 Mts) 2z2-3(1 二 z2)In(l+z2) 


y dz (Z3)2 24( 工 十 Z2) 
最 后 , 用 y 和 等 式 两 边 相 乘 , 并 用 (1 + zjYe 替换 y 会 得 到 
dy _ (20 一 3 上 +z2)In(1+z2))y 


dz 2Z4(1 十 Z2) 
(2z2 — 3(1 + x2) In(1 十 z2))(1 + v2) 1 
2z4(1 十 22) 


(222 — 3(1 + 7x2) In(l + x?)) 
ZA(L Fr2) /es 


这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 
甚至 当 底 数 和 指数 都 不 是 z 的 函数 时 , 对 数 求 导 仍然 会 非常 方便 使 用 的 . 如 果 
你 的 函数 真 的 很 繁杂 并 涉及 很 多 乘积 第 函数 ( 像 x?) 与 指数 函数 ( 像 ez) 的 商 ， 
你 或 许 想 要 尝试 用 对 数 求 导 了 . 例如 ， 
(x? ws 3) 1003sec(z) dy 时 
Wy 275 (log(z) + cot(z))’ dz | 
我 准 是 在 开玩笑 呢 , 对 吗 ? 你 如 何 对 像 这 样 糟糕 的 表达 式 求 导 呢 ? 使 用 对 数 求 导 就 
可 以 . 对 等 式 两 边 取 自然 对 数 , 你 会 发 现 右 侧 变 得 更 容易 处 理 了 (只 要 你 还 记得 对 
数 法 则 ), 如 : a 
a (x2 一 3)1003sec(z 
nD) = ( oon Tecta) 
= 1n((22 — 3)1°) + 1n(35°°®)) — In(2) — In(x5) — In((log;(2) + cot(2))?) 
= 100In(x*2 — 3)+ sec(x)1n(3) —1n(2) — 5ln(x) 一 9ln(logr(z) + cot(x)). 
在 继续 阅读 之 前 , 确保 你 理解 这 些 对 数 的 操作 . 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 对 该 表达 
式 关 于 z 作 隐 函数 求 导 了 : 


CS (ln(y) 一 (100 ln(z2 — 3) + sec(z) ln(3) 


—1n(2)— 5ln(x) — 9 ln(logz(7x) + cot (7x))). 


如 往常 一 样 , 左 侧 是 (1/y) (dy/dz), 因此 , 让 我 们 来 逐 项 地 看 看 右 侧 . 

。 第 一 项 是 1001n (z2 - 3). 这 正 是 一 个 简单 的 链 式 求 导 法 则 的 练习 , 看 看 其 
导数 就 是 100 x 2z/(z2 一 3), 这 当然 是 200z/ (z2 一 3). 
。 第 二 项 是 sec (x) In (3). 在 你 使 用 乘积 法 则 之 前 , 请 记 住 mn (3) 是 一 个 常数 ， 
因此 , 事实 上 , 你 可 以 只 求 sec(z) 的 导数 , 然后 和 In (3) 相 乘 得 到 In (3) 


sec (7) tan (Z). 


e。 第 三 项 是 -ln (2). 它 是 一 个 常数 , 故 其 导数 就 是 0. 
。 第 四 项 是 -5ln(z). 其 导数 为 -5/zx. 
。 第 五 项 是 -9ln (logy(z) + cot (zx)). 我 称 之 为 z, 我 们 需要 使 用 链 式 求 导 法 


则 . 尽管 你 必须 能 够 自己 求 出 , 我 还 是 将 细节 列 出 来 ， 令 v = logy (z) 十 
cot (z), 故 z= 一 91n (w). 那么 我 们 有 


dz dzdu 人 se 


dr dudzr 忆 


9 3 1 
~ logz(z) + cot(z) (ss ~ . 
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一 一 二 十 mm(3) sec(Z)tan(Z) 一 ， 


9 1 
log7(7X) + cot(Z) (ss > 元) 


bi 
em 
由 


现在 , 用 y 与 之 相 乘 


en > 


9 2 
| log7 (zx) + cot (zx) (es (a mm)) 6 


最 后 , 用 原始 的 (可 怕 的 ) 表达 式 蔡 换 y 会 得 到 


dy 200z 5 
(3 让 ln(3) sec(Z)tan(Z) 一 有 


3 1 (Z2 有 510035e5(d) 
logr(zJ 二 cot() (ss 7 ) ” 275 (og (x) TF cot(z))s 
这 看 起 来 很 不 舒服 , 但 是 你 想象 一 下 , 如 果 不 使 用 对 数 求 导 , 情况 将 会 怎样 ! 
2z 的 导数 

现在 终于 可 以 证 明 我 们 一 直 认 为 是 理所当然 的 事情 了 : 
d 
dz 
对 于 任意 的 数 a, 不 只 是 我 们 之 前 看 到 的 整数 . 我 们 假设 zx > 0. 现在 来 使 用 对 数 求 
导 : 设 y= z?, 结果 In (y) = aln (zx). 如 果 你 对 两 边 作 隐 函数 求 导 , 你 会 得 到 


(x°) = azZ2 一 


ldy a 
ydr Zz. 
现在 , 我 们 用 y 与 之 相 乘 并 用 xe 替换 y: 
dy _ my_ o_ol 
dr 7 Zz et 


这 就 是 我 们 想 要 的 , 至 少 是 当 x > 0 时 想 要 的 . 当 x < 0 时 , 我 们 有 一 个 小 问题 . 例 
如 , 你 甚至 不 可 能 求 (-1)'2, 因为 这 是 一 个 负数 的 平方 根 . 那么 , (-1)Y? 究竟 是 什 
么 呢 ? 事实 上 , 如 果 不 使 用 复数 (毕竟 , 直到 第 28 章 我 们 才 会 学 到 ), 只 有 当 a 是 一 
个 带 有 一 个 奇 分 母 (在 删除 公 因子 之 后 ) 的 有 理 数 , 对 于 x < 0, za 才 有 意义 . 例如 ， 
对 于 负数 x, z5/3 有 意义 , 因为 你 总 是 可 以 求 一 个 立方 根 一 一 这 没有 问题 , 因为 3 


是 一 个 奇数 . 对 于 x < 0z* 有 意义 的 情况 , 事实 表明 , 它 或 者 是 z 的 偶 函 数 或 者 是 
2 的 奇 函数 . 你 可 以 使 用 其 导数 仍 是 wz“-:! 的 事实 . 

这 里 有 一 些 使 用 公式 的 简单 的 例子 . 如 果 定 义 域 是 (0，co), 那么 x 关于 zx 
的 导数 是 什么 呢 ? zx 又 怎样 呢 ? 我 们 使 用 公式 可 以 证 明 , 对 于 z > 0， 
CC (2) a 及 CS (2) = nv™1 
这 和 我 们 之 前 所 做 的 没什么 实际 的 区 别 ， 只 是 我 们 现在 可 以 处 理 非 整 数 的 指 
数 了 . 


9.6 ”指数 的 增长 和 衰退 


我 们 已 经 看 到 了 , 带 有 连续 复 利 的 银行 账户 的 增长 是 指数 型 的 . 尽管 如 此 , 我 
们 不 需要 用 这 么 多 的 人 造 设置 来 求 指数 增长 , 在 自然 现象 中 也 会 出 现 指数 增长 . 例 
如 , 在 一 定 的 情况 下 , 动物 的 总 数 , 如 兔子 (和 人 类 !) 呈 指 数 增 长 . 还 有 指数 衰退 ， 
其 中 , 一 个 量 以 指数 的 方式 变 得 越 来 越 小 (我 们 很 快 就 能 看 到 这 意味 着 什么 了 ). 这 
发 生 在 放射 性 衰退 中 , 这 使 得 科学 家 们 能 够 找 出 古代 的 人 造物 品 、 化 石 或 岩石 的 
年 龄 . 

以 下 就 是 基本 思想 . 假设 , y = e**. 那么 , 正如 我 们 在 9.3.1 节 中 的 开始 部 分 看 
到 的 一 样 , dy/dz = ke*?. 我 们 可 以 将 等 式 右边 写作 ky, 因为 y = e**. 即 ， 
a = ky. 

dz 

这 是 一 个 有 关 微 分 方程 的 例子 ， 毕 竟 , 它 是 一 个 涉及 导数 的 方程 . 我们 将 在 第 30 
章 中 看 到 更 多 的 微分 方程 , 但 现在 , 就 让 我 们 把 精力 集中 在 这 一 个 上 吧 . 其 他 的 什 
么 函数 能 够 满足 上 述 方程 呢 ? 我 们 知道 y = es 满足 , 但 一 定 还 有 其 他 的 函数 也 满 
足 . 例如 , 如 果 y = 2e*?, 那么 dy/dz = 2ke**, 其 结果 再 次 为 ky， 更 一 般 地 来 说 ， 
如 果 y = 4ekz, 那么 dy/dz = Ake**, 这 也 等 于 ky， 事实 表明 , 这 是 你 可 以 得 到 
dy/dz = ky 的 唯一 的 途径 : 


d eV 
如 果 于 = zy, 那么 y= 4eke 对 于 某 个 常数 4 


我 们 将 在 30.2 节 中 学 到 这 样 说 的 原因 . 同时 , 让 我 们 再 来 仔细 看 看 微分 方程 dy/dz = 
ky 吧 . 首先 我 们 要 做 的 是 将 变量 x 变 为 t, 结果 是 我 们 看 到 


这 意味 着 , y 的 变化 率 和 ky 的 相同 . 这 太 有 趣 了 ! 一 个 量变 化 的 速率 取决 于 你 拥有 
的 这 个 量 的 大 小 . 如 果 你 的 量 越 大 , 那么 它 就 会 增长 得 越 快 (假设 > 0). 在 人 口 
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增长 的 情况 下 这 是 有 意义 的 : 你 的 兔子 越 多 , 它们 可 以 繁殖 得 越 多 . 如 果 你 有 两 倍 
的 兔子 , 那么 在 任意 给 定 的 时 间 周 期 中 , 它们 也 会 产生 两 倍 的 兔子 . 数 被 称 为 增 
长 常数 , 它 首 先 控制 兔子 繁殖 的 速度 有 多 快 . 它们 越野 覃 ,有 越 高 ! 
9.6.1 ”指数 增长 

假设 我 们 有 一 个 指数 增长 的 总 数 . 用 符号 表示 , 设 PP (或 P(t), 如 果 你 喜欢 ) 是 
在 时 刻 t 时 的 总 体 , 并 设 是 增长 常数 . P 的 微分 方程 为 

dP 
dt 

这 和 上 述 框 中 的 微分 方程 是 一 样 的 ,除了 一 些 符 号 的 改变 外 ， 我 们 有 P 而 不 是 
y; 我 们 有 上 而 不 是 z， 这 不 要 紧 , 我 们 善于 适应 环境 ; 我 们 就 在 解 y = 4esz 中 
做 同样 的 改变 . 结果 是 对 于 某 个 常数 4, 已 = Ae*t， 现 在 , 当 t = 0 时 , 我 们 有 
忆 == Ae*(0) = Ae(0) = 4, 因为 e? = 1. 这 意味 着 , 4 是 初始 的 总 数 , 即 , 在 时 刻 0 时 
的 总 体 . 惯例 上 , 我 们 也 要 重新 标示 变量 . 我 们 写 媚 来 代替 4, 它 表 示 在 时 刻 0 时 
的 总 体 . 总 之 , 我 们 已 经 求 出 
由 数 增长 方程 : P(t) = Poert. 
请 记 住 , PB 是 初始 的 总 数 , 是 增长 常数 . 

此 公式 很 容易 应 用 到 实际 中 , 只 要 你 知道 指数 和 对 数 法 则 ( 见 上 述 的 9.1.1 节 
和 9.1.4 节 ). 例如 , 如 果 你 知道 三 年 前 兔子 的 总 数 是 1 000 只 , 而 现在 增长 至 64 000 
只 , 那么 , 从 现在 开始 , 一 年 之 后 总 数 会 怎样 变化 呢 ? 此 外 , 总 数 从 1 000 增长 至 
400 000 需要 多 长 时 间 呢 ? 

好 吧 , 我 们 有 Po = 1 000, 因为 这 是 初始 的 总 数 . 故 上 述 的 框 中 方程 变 为 P(t) = 
1 000e*t. 问题 是 , 我 们 不 知道 有 是 什么 . 而 我 们 知道 的 是 , 当 t= 3 时 , P = 64 000， 
因此 , 我 们 将 其 代入 : 


下 


kP. 


64 000 = 1 000e3*. 

这 意味 着 , e3* = 64. 我 们 对 两 边 取 对 数 得 到 3k = In (64), 故 = 5 (64). 事实 上 ， 
如 果 你 写 In (64) = In (26) = 61n (2), 那么 你 可 以 将 其 化 简 为 天 = 21n (2). 这 意味 
着 , 对 于 任意 的 时 刻 书 


P(t) = 1 000e2I(2) 
现在 , 我 们 可 以 求解 该 问题 了 . 对 于 第 一 部 分 , 我 们 想 要 知道 从 现在 开始 的 一 年 中 
会 发 生 什么 情况 . 这 事实 上 是 从 初始 时 刻 开始 的 4 年 时 间 , 故 设 t= 4. 我 们 得 到 
P(4) = 1 000e? (2)x4 = 1 000es "2). 
现在 , 我 们 有 一 个 小 穿 门 : 将 81n (2) 写作 In (28) = In (256), 故 
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P(4) = 1 000e™(256) = 1 000 x 256 = 256 000. 
这 里 我 们 使 用 了 重要 的 公式 , 对 于 任意 的 数 4 > 0, epm(4) = 4. 结论 是 , 从 现在 开 
始 之 后 的 一 年 , 总 数 将 变 为 256 000. 现在 , 我 们 来 处 理 问 题 的 第 二 部 分 . 我 们 想 要 
知道 需要 多 长 时 间 总 数 会 增 至 400 000, 故 设 P = 400 000, 得 到 
400 000 = 1 000e2 Dim(2). 
这 变 为 e223)t = 400. 为 了 求解 这 一 方程 , 我 们 对 等 式 两 边 取 对 数 , 得 到 21n (2)t = 
ln (400), 这 意味 着 


; ~ In(400) 

21n(2) 

这 就 是 总 体 从 1 000 增 至 400 000 所 需 年 数 , 但 这 并 不 是 很 直观 的 . 你 可 以 使 用 计 

算 器 算出 一 个 近似 值 . 但 假设 你 手边 没有 的 话 , 你 就 需要 知道 nn (5) 近似 为 1.6, 而 

In (2) 近似 为 0.7. 我 们 先 写 出 400 = 20”, 这 样 In (400) = mm (20?) = 21n (20). 然而 ， 

我 们 甚至 可 以 做 得 更 好 , 即 In (20) = In(4x5=In(+m(5)=2im(2) 十 in(5). 综 
上 所 述 , 我 们 得 到 


TS 


_ In(400) _ 2(2In(2) + In(5)) _ ,In(5) 
”21In(2) 21n(2) ”ln(2) 
使 用 近似 值 , 得 到 
Hp 
i a 


因此 , 尽管 需要 4 年 总 数 才 能 达到 256 000, 但 只 需要 大 约 再 有 七 分 之 二 年 一 一 大 
概 3 个 半月 一 一 来 达到 400 000 的 总 数 . 这 就 是 指数 增长 的 力量 .……: 
9.6.2 ”指数 衰退 

让 我 们 反 转 一 切 来 看 看 指数 衰退 吧 . 为 了 设置 场景 , 我 来 告诉 你 , 我 们 有 特定 
的 原子 , 它们 是 放射 性 的 . 它们 像 小 的 定时 炸弹 : 一 段 时 间 后 , 它们 拆 分 成 不 同 的 
原子 , 同时 释放 出 能 量 . 唯一 的 问题 是 , 你 绝 不 会 知道 它们 何 时 拆 分 (我 们 不 说 “ 拆 
分 ”而 说 “衰退 "). 你 所 知道 的 就 是 在 一 个 给 定 的 时 间 上 , 存在 衰退 将 会 发 生 的 一 
个 特定 的 概率 . 

例如 , 你 或 许 有 一 种 特定 类 型 的 原子 , 它 在 任意 的 7- 年 的 周期 内 衰退 的 概率 是 
50%. 因此 , 如 果 在 一 个 盒子 里 你 有 这 些 原子 当中 的 一 个 , 关上 盒子 , 并 在 7 年 后 打 
它 , 那么 它 已 经 衰退 的 概率 就 是 50 - 50. 当然 , 看 到 一 个 单独 的 原子 相当 难 ! 因 
此 , 我 们 假设 , 更 现实 一 点 , 你 有 一 万 亿 个 原子 (顺便 说 , 这 仍 是 原料 中 的 极 小 的 一 
点 .). 你 将 它们 放 入 盒子 , 7 年 后 回来 . 你 期 待 发 现 什 么 ? 好 吧 , 大 概 有 一 半 的 原子 
应 该 已 经 衰退 了 , 而 另 一 半 仍 是 完好 的 . 因此 , 你 应 该 有 大 概 一 万 亿 的 一 半 的 原始 
的 原子 . 再 过 7 年 , 你 又 返回 将 是 什么 样 的 呢 ? 一 半 的 剩余 的 原始 的 原子 会 仍然 完 
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IR 


因此 , 让 我 


的 数量 (总 数 ? ), 那么 我 断 


这 说 的 是 , P 的 变化 率 是 PP 的 负 倍 


言 , 对 于 某 个 常数 久 
dP 


上 留 给 你 的 是 一 万 亿 的 四 分 之 一 的 原始 的 原子 . 每 隔 7 年 , 你 失去 所 剩 样本 的 


门 试 着 写 出 一 个 方程 来 对 该 问题 建 模 ,如果 P(t) 是 原子 在 时 刻 t 


首 数 . 即 P 是 以 一 个 和 PP 成 比例 的 速率 衰退 的 . 


你 拥有 的 原子 数 越 多 , 它们 衰退 得 就 越 快 . 这 和 上 述 的 例子 是 一 致 的 : 在 第 一 个 了 


年 中 ， 


[ 


的 


我 们 失去 了 一 万 亿 原 子 中 的 一 半 , 而 在 下 一 个 了 年 中 , 我 们 只 失去 了 一 万 亿 
分 之 一 的 原子 , 再 过 7 年 , 我 们 只 会 失去 一 万 亿 的 八 分 之 一 的 原子 . 我 们 拥有 
的 越 多 , 失去 的 也 就 越 多 . 不 管 怎样 ， 


f, 上 述 微 分 问题 的 解 是 
P(t) = Poe™™t, 
(在 t=0 时 ). 这 和 上 一 节 中 指数 增长 的 方程 是 一 样 


其 中 , 忆 是 原子 的 原始 数量 


的 | 除了 我 们 用 一 
在 上 例 中 , 我 们 


知道 对 


时 间 
咏 个 
1 


现在 , 我 们 从 等 


号 两 边 删除 


于 任 在 


个 负 的 常数 天 殖 换 了 增长 常数 它 被 称 为 衰退 常数 . 
F 何 的 原子 的 样本 , 需要 7 年 时 


间 数 量 才 会 减 半 . 这 个 


长 度 被 称 为 原子 (或 原料 ) el 在 上 述 方程 中 , 这 意味 着 , 如 果 你 开始 有 
原子 , 那么 7 年 后 , 你 会 有 3 个 原子 . 因此 , 设 +=7 


1 
57 一 Pye—k(") ' 


因 


1 
ln(=|=—7k. 
"(3 a 


于 In(1/2) = 1n(1) 一 ln(2) = 一 In (2), 上 述 方程 变 为 
Re 
7 
这 意味 着 , 在 这 种 情况 下 ， 
P(t) = Pye—t(n(2)/7) 


现在 , 我 们 将 以 上 情况 一 


期 是 t1/2 年 . 这 意味 着 ， 从 


般 化 . 假设 , 你 有 一 些 其 人 
F 何 大 小 的 原料 的 样 


上 式 中 已 (7) = >P, 


子 而 并 对 两 边 取 对 数 , 得 到 


也 的 放射 性 原料 , 它们 的 半 训 
本 的 一 半 会 在 


t1/2 年 后 衰退 . 但 并 


不 是 说 整个 样本 会 在 两 倍 的 那么 多 年 后 衰退 ! 不 管 怎样 , 依据 和 上 一 段 中 相同 的 理 
, 我 们 可 以 证 明天 = 1n (2) /三 /2. 总 之 ， 
对 于 带 有 半衰期 4s 的 放射 性 的 衰退 , P() = Pie -ee 其 中 他 = 
Lx 


例如 , 如 果 原 料 的 半衰期 仍 是 7 年 , 开始 时 你 有 50 磅 原料 , 10 年 后 你 会 有 多 少 呢 ? 
并 且 需 要 多 久 你 的 原料 会 减少 为 1 磅 呢 ? 我 们 知道 ja = 7, 故 有 = In (2) /7, 这 正 
如 我 们 之 前 所 见 . 由 于 有 B= 50( 单 位 : 磅 ), 衰退 方程 P(t) = Pye-*t 变 为 

P(t) = 50e— +0°(2)/7). 


故 当 t= 10 时 , 我 们 有 


P(10) = 50e-10Pm(2)77. 
即 , 我 们 的 原料 缩减 为 50e-10mt2)]7 磅 . 如 果 我 们 使 用 上 面 的 近似 值 In (2) 兰 0.7, 那 
么 我 们 看 到 我 们 有 大 约 50e-1! 磅 , 我 们 可 以 继续 将 它 近似 为 大 概 18.4 磅 . 
至 于 问题 的 第 二 部 分 , 现在 我 们 需要 求 出 需要 多 久 我 们 的 原料 会 缩减 为 1 磅 ， 
故 在 上 面 P(#) 的 方程 中 设 P(t) = 1, 我 们 得 到 
1 = 50e—t(n(2)/7). 


入 ( 襄 ) 村 0 


于 In(1/50) = 一 ln(50), 我 们 有 一 71n (50) = 一 tln (2). 即 ， 
_ 71n(50) 
lIn(2) | 
我 们 可 以 使 用 之 前 的 近似 值 mn (5) 兰 1.6 和 ln (2) 兰 0.7 对 此 进行 估算 . 我 们 写 
In(50) = In(2x5x5)=1n(2)+2ln(5), 看 到 


两 边 同 除 以 50 并 取 对 数 , 得 


;2 Tn(50) _ 70n(2) + 2In(5)) _ 7 14In(®) 
ln(2) ln(2) ”ln(2) 
14(1.6) 
0.7 


其 结果 是 39 年 . 因此 , 样本 大 概 需要 39 年 从 50 磅 衰退 到 1 磅 . 顺便 说 的 是 , 39 
年 比 53 个 半衰期 (由 于 一 个 半衰期 是 7 年 ) 多 一 点 . 因此 , 如 果 你 有 50 磅 的 不 同 
的 原料 其 半衰期 为 10 年 , 那么 , 该 原料 将 需要 比 55 年 多 一 点 的 时 间 衰 退 到 1 磅 . 
(实际 的 数量 是 101n (50) /In (2) 年 , 这 非常 接近 于 565 年 


9.7 双 曲 函数 


我 们 改变 一 下 行径 , 来 探讨 一 下 所 谓 的 双 曲 函数 吧 . 事实 上 , 这 些 就 是 伪装 的 
站 数 函数 , 但 它们 在 很 多 方面 都 和 三 角 函 数 非常 相似 . 我 们 不 会 使 用 太 多 的 双 曲 函 
数 , 但 它们 偶尔 会 出 现 , 因此 最 好 还 是 熟悉 一 下 它们 吧 . 

我 们 先 来 定义 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 函数 : 


六 


入 


和 sinh(z) = Se 


我 们 不 需要 三 角形 ! 毕竟 , 这 根本 不 是 三 角 学 ”这 些 函数 的 行为 有 些 像 普通 的 函数 ， 
但 不 完全 是 . 例如 ， 如 果 你 平方 cosh(z ) 和 sinh (x), 你 会 发 现 


亿 —z\2 22 一 27 
2 
cosh2(x) = ( ) Ht 


cosh(z) = 


2 4 | 


人 (= 


(我 们 使 用 了 e*e-* = 1 的 事实 .) 不 管 怎样 , 我 们 取 这 两 个 量 的 差 : 


27 | a—27 2 e27 -27_9 4 
人 Cs 全 


4 4 4 

这 样 我 们 就 证 明了 , 对 于 任意 的 zx， 
cosj2(z) — sinh2(z)= 1 
这 和 原来 的 三 角 恒 等 式 不 太一 样 
是 一 个 双 曲 方程 .) 
微 积分 的 性 质 如 何 呢 ? 我 们 来 对 y = sinh (zx) 求 导 . 我 们 需要 知道 , e-* 的 导 


数 是 -e-?: 


焊 


号 造成 9 差异 . ( 


事实 上 , x2 一 y= 二 1 


d . d /er*—e® e+e® 
dz h(x) = ee ( 3 ) = 5 = cosh(z). 


因此 , 双 曲 正弦 的 导数 就 是 双 曲 余弦 . 这 就 好 像 原来 的 常规 正弦 和 余弦 的 情况 . 男 
一 方面 ， 


d d /er 十 e ” e7 一 e 
示 "os h(x) = 二 ( ] 三 = sinh(z). 


2 
如 果 这 些 是 普通 的 三 角 函 数 的 话 , 那么 , 其 导数 将 是 负 的 双 曲 正弦 , 但 是 我 们 在 这 
里 没有 负 号 . 不 管 怎样 , 我 们 证 明了 
d 


-sinh(x) = 二 cosh(x)| 及 cosh(7x) = sinh(zx). 
dz dz 


现在 , 我 们 来 看 看 这 些 函 数 的 图 像 吧 . 首先 , 你 应 该 试 着 让 自己 相信 , cosh(z) 是 zx 
的 侦 函数 , 而 y = sinh (zx) 是 x 的 奇 函 数 . (只 需 将 -x 代入 看 看 会 发 生 什么 就 一 目 
了 然 了 .) 此 外 , cosh(0) = 1 且 sinh(0) = 0( 请 检验 ). 最 后 , 我 们 注意 到 


@ 事实 上 , 我 们 有 一 个 儿 何 的 分 支 , 称 为 双 曲 几何 学 , 其 中 , 三 角形 有 古怪 的 性 质 , 这 就 引出 了 双 曲 函 
数 . 


lim cosh(x) = lim ee 
er 趋 于 oo, 而 er-s 趋 于 0. 全 部 的 效果 就 是 极限 是 oo. 同 理 适用 于 sinh(z), 因此 ， 
其 图 像 看 起 来 一 定 如 图 9-4. 


y= cosh(z) y = sin h(z) 


图 9-4 


当然 , 你 可 以 用 sinh (zx) /cosh (7x) 来 定义 tan h(x), 还 有 倒数 sech (x)、csch(x) 及 
cot h(x). 我 们 可 以 通过 用 适当 的 指数 函数 做 蔡 换 对 双 曲 正 割 、 双 曲 余 制 和 双 曲 余 
切 浮 数 进行 求 导 . 例如 ， 


ns 1 1 2 
sec h(x) = = 二 
cosh(z) ez 十 er7 ert+e-® 
2 


你 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 或 乘积 法 则 对 它 求 导 . 我 们 还 有 联系 这 些 函数 的 恒等式 ， 


最 重要 的 一 个 就 是 


1 一 tanj2(z) = sec h2(z). 
这 可 以 直接 从 恒等式 cosj12 (z) -~ sin (z) = 1 中 推出 , 两 边 同 除 以 cosj2 (z). 现 
在 , 我 要 列 出 其 他 双 曲 函数 的 导数 并 展示 它们 的 图 像 了 一 一 我 留 给 你 的 是 检验 所 
有 的 导数 并 检验 至 少 一 个 图 像 是 有 意义 的 . 首先 是 导数 : 


d . d 
37 tanh(z) = sec h’“(z) 到 sec 几 (Z) = 一 sec h(x) tanh(z) 


d d 2 
元 csc 几 (Z) = 一 cSC h(x)coth(z) 六 cot h(x) = —csc h’ (x). 


现在 来 看 看 图 9-5: 
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y = csch(z) y = cot AI) 
图 9-5 


函数 的 定义 , 你 可 以 看 到 , 除了 双 曲 余弦 和 双 曲 正 割 是 偶 函 数 外 , 所 有 的 双 曲 三 
角 函 数 都 是 奇 函 数 . 这 和 原来 常规 的 三 角 函 数 的 情况 相同 ! 此 外 , y = tanh (xz) 和 
y 二 coth(z) 都 在 y==1 和 w= 一 1 处 有 水 平 渐 近 线 ,而 y= sech(x) 和 w= csch(z) 
在 y= 0 处 都 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 


第 10 章 “” 反 函数 和 反 三 角 函 数 


在 上 一 章 中 , 我 们 研究 了 指数 函数 和 对 数 函数 . 我 们 几经 周折 后 得 到 一 个 事实 ， 
就 是 er 和 mm(z) 互 为 反 函 数 . 在 本 章 , 我 们 将 要 讲述 一 些 反 函 数 更 一 般 的 性 质 , 然 
后 更 详细 地 研究 反 三 角 函 数 (及 双 曲 函数 ). 以 下 就 是 我 们 的 计划 . 

。 使 用 导数 证 明 函 数 有 反 函 数 ; 

。 求 反 函 数 的 导数 ; 及 

。 反 三 角 函 数 , 一 对 一 ; 

e 反 双 曲 函数 . 


10.1 导数 和 反 函 数 


在 1.2 节 中 , 我 们 回顾 了 反 函 数 的 基本 知识 . 我 强烈 建议 你 在 继续 阅读 之 前 再 
快速 地 浏览 那 节 , 让 自己 熟悉 一 般 思想 . 既然 我 们 了 解 一 些微 积分 , 我 们 就 可 以 研 
究 更 多 的 内 容 . 特别 是 , 我 们 将 要 探索 导数 和 反 函 数 之 间 的 两 个 联系 . 
10.1.1 ”使 用 导数 证 明 反 函数 存在 

假设 , 有 一 个 可 导 函 数 f, 它 的 导数 总 是 正 的 . 你 认为 该 函数 的 图 像 会 是 什么 
样 的 呢 ? 好 吧 , 切线 的 斜率 必定 处 处 为 正 , 故 该 函数 不 可 能 向 上 或 向 下 倾 : 当 我 们 
从 左 向 右 看 时 , 它 必 须 是 向 上 的 . 换 名 话说 , 该 函数 一 定 是 递增 的 . 
在 下 一 章 中 ( 见 11.3.1 节 及 11.2 节 ) 我 们 会 证 明 这 个 事实 , 但 至 少 是 看 起 来 ， 
它 应 该 是 正确 的 . 不 管 怎样 , 如 果 函 数 上 总 是 递增 的 , 那么 它 一 定 满足 水 平 线 检验 . 
没有 水 平 线 可 以 和 wy = f(x) 相交 两 次 . 由 于 f 满足 水 平 线 检验 , 所 以 我 们 知道 f 
有 有 反 函 数 . 这 就 给 我 们 提供 了 很 好 地 证 明 一 个 函数 有 反 函 数 的 策略 : 证 明 它 的 导数 
在 其 定义 域 上 总 为 正 . 

例如 , 我 们 假设 


1 
f(x) = 3 -2 +5r— 11 


其 定义 域 为 R (整个 实 轴 ). f 有 反 函 数 吗 ? 如 果 在 方程 y= 二 4x3 一 xz2 寺 5z 一 11 中 
调换 z 和 y, 然后 试 着 求解 y, 这 样 真 的 会 很 混乱 . (你 试 着 做 做 看 ! ) 证 明 f 有 反 
函数 的 一 个 更 好 的 方法 就 是 求 其 导数 . 我 们 得 到 

f(z)= 7x — 27r+5. 


那 又 怎么 样 呢 ? 好 吧 , Fr 就 是 一 个 二 次 函数 . 它 的 判别 式 为 -16, 这 是 负 的 ， 
程 f(z) =0 无 解 . (判别 式 的 


负 


,因为 它 的 图 像 不 可 外 
它 一 定 为 正 ,” 即 , 对 了 
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因此 , 方 
可 顾 请 见 1.6 节 .) 这 意味 着 , f(z) 一 定 总 为 正 或 总 为 


EE 跨越 x 一 轴 . 那 好 , 它 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 由 于 f' (0) = 5， 
六 所 有 的 zx, f' (xz) > 0. 这 意味 着 , f 是 递增 的 . 特别 是 , f 满 
足 水 平 线 检验 , 因此 , 它 有 反 函 数 . 


我 们 已 经 看 到 , 对 于 所 有 的 在 其 定义 域 中 的 x, 如 果 f' (zx) > 0, 那么 上 有 反 消 
数 . 这 里 还 有 一 些 变化 . 例如 , 对 于 所 有 的 x, 户 (z) < 0, 那么 y = f(x) 的 图 像 是 
递减 的 . 尽管 如 此 , 水 平 线 检验 仍然 适用 (虽然 图 像 是 一 直 向 下 ), 因此 , 它 不 可 能 


返回 向 上 并 和 同样 的 水 平 线 相交 两 次 . 另 一 个 变化 是 , 其 导数 在 
但 其 他 地 方 都 是 正 的 . 这 没有 问题 , 只 要 其 导数 不 在 0 上 逗留 太 久 . 以 下 就 是 我 们 


对 情况 的 总 结 : 


E 某 个 位 置 可 能 是 0， 


导数 和 反 函 数 : 如 果 /在 其 定义 域 (a,b) 上 可 时 且 满 足以 下 条 件 中 的 任意 
一 条 : 

(1) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 zx, f(z) > 0; 

(2) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 zx, f' (x) < 0; 

(3) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 z, f'(z) >0 且 对 于 有 限 个 数 的 xz, fr (zx) = 0; 
(4) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 中 的 wm 了 (z) < 0 且 对 于 有 限 个 数 的 x (2) = 0， 
那么 f 有 有 反 函 数 . 如 果 其 定义 域 是 [a 中、 [a,0) 或 (a,0] 的 形式 , 且 了 在 整个 定义 域 

上 连续 , 那么 如 果 了 满足 上 述 四 个 条 件 中 的 任意 一 条 , 它 仍 然 有 反 函 数 . 


还 


还 有 一 个 例子 . 假设 在 定义 域 (0, x) 上 g(x) = cos (7z). 9g 有 有 反 函 数 吗 ? 好 吧 ， 


g' (zx) = 一 sin (zx). 我 们 知道 , 在 区 间 (0,m 上 , sin (z) > 0 一 一 如 果 你 不 相信 的 话 


就 请 看 看 它 的 图 像 吧 . 


于 g'(z) = 一 sin (x), 我 们 看 到 , 对 于 所 有 (0,7) 中 的 zx， 


g' (z) < 0. 这 意味 着 , 9 
因为 9 在 那里 是 连续 有 
知 3 


时 , g' (x) < 0, 我 们 
一 1, 不 会 两 次 到 达 
中 回 到 这 个 特殊 的 


有 反 函 数 . 事实 上 , 我 们 知道 在 整个 的 [0, 7] 上 9 有 反 函 数 ， 


二 7g 


同 


最 后 , 在 整个 ] 


lv (zx) = 0. 这 就 没 问题 了 ， 


个 


函数 上 . 
R 上 令 h(x) = 23. 我 们 知道 jr (xz) = 3z2, 它 不 可 能 是 负 的 . 因 
此 , 对 于 所 有 的 z, 大 (x) > 0. 幸运 的 是 , 仅 当 z =0 时 (zx) = 0, 故 只 有 一 点 使 得 


的 . 基本 思想 是 g(0) = 1, 故 9 始 于 高 度 1; 由 于 当 0<z < 
会 立即 变 得 低 于 1. 由 于 9g(r) = -1, g (zx) 的 值 会 下 降 至 
直 . 因此 在 整个 [0,z] 上 9 有 反 函 数 . 我 们 将 在 10.2.2 节 


因此 , h 仍然 有 反 函 数 ; 事实 上 , h-!1 (x) = x. 


10.1.2 ”导数 和 反 函 数 : 可 能 出 现 的 问题 
我 们 注意 到 , 我 们 的 函数 的 导数 可 以 偶尔 是 0, 该 函数 仍然 可 以 有 有 反 函 数 . 为 


@ 另 一 个 证 明 方 法 是 配方 : z2 一 2x 十 5 = (x 一 1)? 十 4 > 0, 因为 所 有 平方 (如 (x 一 1)?) 都 是 非 负 


的 . 


什么 不 能 有 更 多 的 x 使 得 f(x) =0 呢 ? 例如 , 假设 定义 如 下 


一 22 十 1， 如 果 z < 0， 
jzZ) 一 4 1, 如 果 0<z<1， 
Z2 一 2 十 2， 如 果 z>1. 


当 z <0 时 , 我们 有 户 (z) = -2z, 它 是 正 的 (因为 
Zz 是 负 的 0). 当 0 <z< 1 时, 我 们 有 f(x) = 0; 当 
x > 1 时 , 我 们 可 以 看 到 户 (z) = 2x 一 2=2 (x 一 1)， 
这 一 定 是 正 的 . 此 外 , 函数 值 和 导数 值 在 连接 点 x = 
0 和 z = 1 处 是 相 匹 配 的 , 这 样 , 我 们 就 证 明了 f 
可 导 且 对 于 所 有 的 x, f' (zx) > 0. (原因 请 参见 6.6 
节 .) 不 幸 的 是 , 水 平 线 检验 没有 通过 , 故 不 存在 反 
函数 ! 我 们 来 检验 一 下 图 10-1: 

水 平 线 y = 1 和 该 图 像 有 无 数 次 相交 (在 
zr 二 0 和 x = 1 之 间 包 括 这 两 点 的 每 一 点 上 都 
相交 ). 函数 了 在 [0,1] 上 是 常数 , 这 和 对 于 那些 x，f' (zx) = 0 的 事实 是 一 致 的 . 

这 里 还 有 另 一 个 潜在 的 问题 . 10.1.1 节 中 的 那 四 个 条 件 都 要 求 定义 域 是 一 个 如 
同 (a,5) 的 区 间 . 如 果 定义 域 不 在 一 起 会 怎样 呢 ? 不 笠 的 是 , 要 是 那样 的 话 , 结论 就 
会 全 都 不 成 立 了 . 例如 , 如 果 f(z) = tan (zx), 那么 f' (xz) = sec? (x), 这 不 可 能 是 负 
的 ; 然而 , 从 图 像 中 你 可 以 看 到 y = tan (z) 不 满足 水 平 线 检 验 . (y = tan (x) 的 图 像 
请 见 10.2.3 节 .) 因此 , 上 一 节 所 述 方法 在 这 里 不 适用 , 一 般 来 说 , 就 是 当 你 的 函数 
有 不 连续 点 或 垂直 渐 近 线 的 时 候 . 


巧 


10.1.3 ” 求 反 函数 的 导数 

如 果 你 知道 函数 f 有 反 函 数 , 我 们 通常 称 之 为 广 !, 那么 其 反 函 数 的 导数 是 什 
么 呢 ? 以 下 就 是 如 何 求解 .我 们 以 方程 y = f7! (x) 开始 .你 可 以 将 它 重新 写作 
f(y) = z. 现在 我 们 对 方程 两 边关 于 z 作 隐 函数 求 导 会 得 到 


d d 
TF) = 二 四 


等 号 右边 很 容易 求解 , 它 就 是 1. 为 了 求解 左边 , 我 们 使 用 隐 函 数 求 导 ( 见 第 8 章 ). 
如 果 我 们 设 w = f (vy), 那么 根据 链 式 求 导 法 则 (注意 du/dy = 户 ( 四 ), 我 们 有 


d d _ dudy dy 
dz dydz 一 /多 Wa 


现在 , 等 式 两 边 同 除 以  (y), 我 们 得 到 以 下 定理 : 
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| 和 _1 
如 果 y= 了 -1(x), 那么 dn 


如 果 你 想 要 用 x 来 表达 所 有 项 , 那么 你 必须 用 f-!1 (y) 蔡 换 y, 得 到 


dud 工 
dz (0) = pry) 
书面 上 说 , 这 意味 着 , 反 消 数 的 导数 基本 上 就 是 原 函 数 导数 的 倒数 , 除了 对 于 后 者 
你 必须 在 f-! (zx) x 上 做 估算 . 

例如 , 设 f(x) = 3 一 2 十 5z 一 11. 在 10.1.1 节 中 我 们 看 到 , f 在 其 定义 域 RR 上 
有 反 函 数 . 如 果 我 们 设 y 二 了 -1 (x), 那么 , 一般 来 说 , dy/dz 是 什么 呢 ? 当 z = 一 
时 它 的 值 是 什么 呢 ? 为 了 求解 第 一 部 分 , 你 所 要 做 的 就 是 要 看 到 f' (x) = z2 一 2z 十 5， 
故 


dy 1 1 

dz fF) -2y+5 
注意 到 , 在 这 里 , 重要 的 是 要 用 y 替换 x. 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 来 求解 第 二 部 
了 . 我 们 知道 z = -11, 但 y 是 什么 呢 ? 由 于 y = 广 :(z), 我 们 知道 f(y) = 
据 f 的 定义 , 我 们 有 


1 
2 十 5 一 11 = 一 11. 


现在 很 明显 y = 0 是 该 方程 的 一 个 解 , 并 且 它 一 定 是 唯一 解 , 因为 反 函 数 存 在 . 医 
此 , 当 z = -11 时 , 我 们 有 y= 0, 且 
dy 1 1 过 
dr Par5 (072-20 +5 5 
E 式 地 , 我 们 可 以 写 出 (f71) (-10) = 9 
现在 , 我 们 假设 h(xz) = z3, 如 10.1.1 节 所 述 . 在 那里 我 们 看 到 了 h 有 反 函 数 ， 
并 且 我 们 甚至 有 一 种 方式 可 以 将 它 写 成 : h-!1 (xz) = zl3. 当然 , 我 们 可 以 只 使 用 对 
Z2 关于 xz 求 导 法 则 , 但 让 我 们 来 尝试 一 下 上 述 方法 吧 . 我 们 知道 jv (zx) = 3z2; 如 
果 y ==h-1 (zx), 那么 


现在 , 我 们 可 以 通过 解 方程 x = y3 来 求 y, 得 到 y = zl3, 将 其 代入 上 述 方 程 得 到 
dy 1 1 
dz 3(zV33 32/3. 
这 样 做 是 非常 笨拙 的 , 因为 我 们 可 以 只 对 y = z153 求 导 , 也 会 We a 但 
却 不 需要 做 那么 多 的 工作 了 . 然而 , 知道 这 些 方法 都 可 以 求解 问题 还 是 很 不 错 的 . 
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在 我 们 继续 看 另 一 个 例子 之 前 , 让 我 们 来 注意 一 下 , 当 x = 0 时 , 反 函 数 的 导 
数 不 存 在 , 因为 分 母 3z2/3 消失 为 零 . 因此 , 尽管 原 函数 处 处 可 导 , 其 反 函 数 不 一 定 
处 处 可 导 : 当 x = 0 时 , 其 导数 不 存在 . 一 般 来 说 这 是 成 立 的 , 不 只 是 对 上 述 函 数 
h. 如 果 你 有 一 个 函数 , 它 有 反 函 数 , 并 且 该 函数 在 点 (x,y) 处 的 斜率 为 0, 其 反 函 
数 在 点 (% z) 处 的 斜率 将 会 是 无 限 的 , 如 图 10-2 所 示 . 


斜率 在 (y, z) 处 是 无 限 的 


图 10-2 


有 时 候 你 对 一 个 函数 的 了 解 不 多 , 但 是 你 仍然 可 以 找 出 一 些 有 关 其 反 函 数 的 导 
数 的 信息 . 例如 , 假设 你 知道 对 于 一 些 可 道 函 数 f, 有 g(x) = sin(f-1(z)), 而 你 仅 知 
道 了 是 f(z)=2 及 f(z) = 5. 事实 上 ,这些 信息 足够 求 出 g(2) 和 g'(2) 的 值 了 . 
特别 是 , 由 于 f (7) = 2 及 f 可 首 , 我 们 有 广 !(2) = x, 故 g(2) = sin(f71(2)) = 
sin (7) = 0. 此 外 , 根据 链 式 求 导 法 则 及 以 上 的 框 中 关于 (f-1) (zx) 的 公式 , 我 们 有 


‘(7) = cos(f -1(z -1)(z) = cos( 广 1(z E 
9 (x) = cos(f™ (2)) x (f° ) (x) = cos(f™ (2)) x PY 
将 z=2 代入 且 由 了 1(2)=x 及 了 (z) =5, 我 们 得 到 
_1 1 1 1 1 
9 人 (2) = cos(f OX 1xs= 5 


请 确保 你 知道 以 上 形式 的 反 函 数 的 导数 公式 |! 
10.1.4 ”一 个 重要 的 例子 
让 我 们 以 一 个 例子 结束 本 节 , 它 涉及 了 我 们 目前 为 止 在 本 章 看 到 的 大 多 数 的 定 


jz)=22(z 一 5)3 定义 域 [2,co). 


以 下 是 我 们 想 要 做 的 : 
(1) 证 明 广 可 逆 ; 
(2) 求 出 反 函 数 广 : 的 定义 域 和 值 域 ; 
(3) 检验 f (4) = 一 16; 
(4) 计算 (1-1)' (16). 
对 于 #1, 我 们 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 会 看 到 


注意 到 , x 和 (x 一 5)? 是 右边 天 
jz) = x(x —5)2(2(z 一 5) 
ZX > 2 时 (要 知道 , f 


它们 


I 


都 是 非 负 的 , 因 
外 , 在 此 定义 域 


此 


内 ， 


10.1 


f(z) = 27(2 — 5)3 + 372(7x — 5)2. 


kh 


的 定义 域 是 [2, co)), 所 有 这 三 个 因 
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项 的 因子 , 我 们 可 以 将 它 重新 写作 
+37)= 7z(z—5)2(57x—10)= 5r(z 一 5)2(z 一 2). 
子 5z,(z 一 5 及 (rz 一 2) 


的 乘积 也 是 非 负 的 . 我 们 证 明了 在 (2,co) 上 户 (z) > 0. 此 


叭 


处 使 得 f(x) = 0 的 点 就 是 z= 5. 由 于 了 在 2,co) 上 连 


续 , 10.1.1 节 中 的 方法 证 明 f 有 有 反 函 数 . 


让 我 们 来 看 看 #2. 反 函 数 广 ! 的 值 域 前 


是 f 的 定义 域 , 它 当然 是 [2, co). 可 是 


f-! 的 定义 域 更 难 求 . 事实 上 , 广 ! 的 定义 域 就 是 f 的 值 域 , 因此 , 我 们 需要 做 些 工 


作 来 求 这 个 值 域 . 


但 这 不 是 什么 大 不 了 的 . 我 们 知道 4 总 是 递增 的 ， 


f (2) 是 最 低 点 . 即 , 该 函数 始 于 高 度 了 (2), 也 就 是 22 x (-3)”= 


zz 会 已 


它 能 上 升 多 高 呢 ? 当 zx 变 得 越 来 越 大 的 时 候 , f 也 会 如 此 


因此 这 意味 着 
108, 且 递 增 向 上 . 


它 的 上 升 是 没有 极 


限 的 . 这 意味 着 , 上 覆盖 了 从 -108 向 上 的 所 有 的 数 , 故 广 :! 的 定义 域 和 了 的 值 域 
相同 , 就 是 [一 108, oo]. 


我 们 仍然 需要 求解 问题 的 后 两 部 分 . 对 于 #3, 很 容易 计算 得 出 f (4) 


一 16, 这 


意味 着 广 1(-16) = 4. 我 们 继续 来 看 看 #4, 如 果 y = f-1 (zx), 那么 我 们 知道 


dy 1 1 
dz f(y 5yy—5)2(y—2) 


dy 1 _1 
dz 54004255422 40 


2 三 一 16 时 , 从 #3 部 分 我 们 知道 y = 4. 将 它们 代入 , 我 们 得 到 


我 们 求解 了 该 问题 的 所 有 部 分 , 但 是 非常 有 益 的 是 画 出 y = zx? (z 一 5)” 的 图 像 , 这 


样 我 们 就 会 得 到 一 个 基本 思想 , 即 在 这 里 我 们 究竟 完成 了 什么 . 在 12.3.3 节 中 , 我 
们 将 返回 此 例 并 对 画图 作 一 个 彻底 的 考虑 , 但 其 间 我 们 仍然 可 以 获得 一 个 有 关 图 像 
特征 的 重要 思想 . 让 我 们 首先 在 定义 域 及 上 进行 操作 , 最 后 限制 到 2, co) 上 . 以 下 
是 我 们 所 知 的 : 
。 为 了 求 y 轴 截 距 , 将 x = 0 代入 ; 我 们 得 到 yy = 0? x (0 一 5)”=0. 故 y 轴 截 
距 在 0. 
。 为 了 求 x 轴 截 距 , 设 zz (x 一 5)” = 0; 我 们 求 出 z= 0 或 z=5. 这 些 是 x 和 肌 
截 距 . 


@ 2 T 接近 于 0 时 ， 里 
十 分 接近 一 125x2?. 

当 z 接近 于 5 昌 

(z 一 5)3.y = 25 


上 且 . 


Wl 


该 图 像 应 该 体现 这 一 事实 . 


x (z 一 5)* 的 图 像 就 像 是 y= za 的 


单位 并 垂直 拉 1 


25 倍 . 因此 , 我 们 也 要 将 这 些 信 息 嵌 入 


由, 我 们 看 到 z2 也 非常 接近 25, 故 该 曲线 的 行为 如 同 25 x 
图 像 , 除了 
图 像 中 . 


向 右 平 移 5 个 


总 之 , 看 到 图 10-3 我 们 并 不 感觉 惊奇 (我 将 该 图 像 的 > < 2 的 部 分 画 成 了 虚线 ; 还 
要 注意 的 是 , 坐标 轴 带 有 不 同 的 尺度 ). 


图 10-3 


该 图 像 和 函数 f 在 受 限 定义 域 [2,co) 上 可 逆 是 一 致 的 , 还 有 , f 在 此 受 限定 义 域 


[2, oo) 上 的 值 域 确实 是 [一 108,co). 


10.2 ” 反 三 角 函 数 
现在 , 该 是 到 了 研究 反 三 角 函 数 的 时 候 了 . 我 们 将 看 到 如 何 定义 反 三 角 函 数 、 
它们 的 图 像 如 何以 及 如 何 对 它们 求 导 . 让 我 们 一 个 一 个 地 研究 , 首先 从 反正 弦 开 始 . 
10.2.1 反正 弦 函 数 
首先 , 我 们 再 来 看 一 下 图 10-4 所 示 的 y = sin (x) 的 图 像 : 


y = sin(J 


正弦 函数 有 反 函数 吗 ? 从 图 10-4 中 你 可 以 看 到 它 不 满足 水 平 线 检验 . 事实 上 , 每 一 
条 高 度 在 -1 和 1 之 间 的 水 平 线 和 图 像 相交 无 穷 多 次 , 这 比 我 们 可 以 容忍 的 零 次 或 
一 次 要 多 很 多 . 因此 , 使 用 在 1.2.3 节 中 描述 的 方法 , 我 们 尽 可 能 地 抛弃 部 分 定义 域 
使 得 剩余 部 分 通过 水 平 线 检验 . 有 很 多 选择 , 但 是 明智 的 一 个 是 将 定义 域 限 制 为 区 
司 [一 x/2, /3]. 其 效果 如 图 10-5 所 示 . 


10.2 反 三 角子 数 ”189 
该 曲线 的 实 线 部 分 就 是 我 们 在 限制 定义 域 后 所 剩 的 全 部 . 很 明显 , 我 们 不 能 问 /2 
的 右 侧 走 , 否则 我 们 就 开始 重复 在 曲线 上 x/2 左 侧 的 值 . 在 -x/2 处 也 有 类 似 的 情 


况 . 因此 , 我 们 


故 它 有 肥水 数 


sin? (xz) = 


被 固定 在 了 我 们 的 区 间 里 . 
好 吧 , 如 果 f (x) = sin (z), 其 定义 域 为 [x/2,7/2], 那么 它 
1(z) 写成 sin-1 (x) 或 arcsin (x). 
号 的 第 一 个 看 起 来 有 些 混乱 , 由 于 sin-! (xz) 和 (sin (四 ) 不 是 一 
(sin (z))2 及 sin3 (x) = 


fe 


图 10-6 
这 里 有 一 个 简洁 的 方法 来 记 
于 直线 y = x 作 反 射 , 然后 , 扩 


示 了 以 上 的 y= sin-! (zx) 的 
于 sin(z) 是 z 的 奇 函数 , 故 sn-1(z) 也 如 此 . 这 


注意 到 ， 


和 以 上 图 像 是 一 
现在 , 我 们 来 对 反 了 
要 求 dy/dz. 最 让 


致 的 . 


会 得 到 cos (y 


但 右边 需要 使 


于 z 进行 隐 函 数 求 导 : 


d 
Az) 


我 们 将 f 


散 的 方法 就 是 写 出 


(sin (2))™.) 


(注意 : 


和 


那么 ， 反 正弦 函数 的 定义 域 是 什么 呢 ? 
f(x) = sin (z) 的 值 域 是 [-1,1], 其 反 函 数 的 定义 域 


就 是 二 1,1. 还 


黄 足 水 平 线 检验 ， 
: 这 些 记 
事 , 尽管 如 此 ， 


由 于 


因为 函数 的 定义 域 是 [一 r/2, /2] 


(因为 这 是 我 们 限制 的 定义 域 ), 其 反 函 数 的 值 域 就 
是 [一 /2,r/2]. 

那么 , y = sin 1(z) 的 图 像 如 何 呢 ? 我 们 只 需 
要 取 受 限 的 y = sin (z) 的 图 像 并 将 它 关 于 镜像 直 


线 y = z 作 反 射 ; 如 
住 如 何 画 这 个 图 


由 弃 图 像 中 除了 正 


= (sin(y)). 


) (dy/dz). 


1 = cos(y) 3 


有 链 式 求 导 法 则 . 你 应 该 检验 一 下 是 
因此 我 们 有 


dy 


图 10-6 所 示 . 


FE 弦 函 数 求 导 . 设 y = sin-! (x); 我 们 想 
2 = sin (y), 然后 对 两 边关 


图 10-7 


像 . 首先 , 将 y = sin (zx) 的 全 部 图 像 关 
部 分 以 外 的 所 有 图 形 . 图 10-7 显 
图 像 为 什么 就 是 y = sin (x) 图 像 的 翻转 . 
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dy 1 
dz cos(y). 
事实 上 , 使 用 10.1.3 节 中 的 公式 , 我 们 可 以 立即 将 它 写 出 . 现在 , 我 们 想 要 用 x 表示 
的 导数 ， ,而 不 是 y. 这 没 问 题 一 一 我 们 知道 sn (y) = zx, 因此 , 求 cos (y) 应 该 不 会 
太 难 . 事实 上 , cos2 (y) 二 sin? (y) = 1. 这 就 导出 了 方程 cos (y) = 土 V1 一 x2, 因此 我 
们 有 
dy 1 
dr Vi- 
但 哪 一 个 是 呢 ? 正 的 还 是 负 的 ? 如 果 你 仔细 观察 以 上 的 y = sin71 (x) 的 图 像 , 你 就 
会 发 现 其 斜率 总 为 正 . 这 意味 着 , 我 们 必须 取 正 的 平方 根 : 
sin-!(s) = -十 ee 
注意 到 , sin-1 (x) 在 端点 x = 1 和 x = 一 1 处 不 可 导 , 甚至 在 单 侧 情况 下 也 如 此 , 这 
是 因为 分 母 V1 一 x? 在 这 两 种 情况 下 均 为 0. 
除了 导数 公式 和 上 述 图 像 , 还 有 一 个 关于 反 三 角 函 数 重要 事实 的 总 结 : 
sin~! 是 奇 函数 ; 其 定义 域 为 [--1,1], 值 域 为 [一 /2, /2]. 


既然 你 有 了 一 个 新 的 导数 公式 , 在 使 月 
应 该 觉得 更 轻松 了 . 例如 ， 


日 乘积 法 则 、 商 法 则 及 链 式 求 导 法 则 时 , 你 就 


d d 
jz (Sin (7z)) 及 az(T sin (23)) 
对 于 第 一 个 问题 , 你 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 上 = 7z, 或 者 你 可 以 使 用 7.2.1 节 中 


和 有 cz 


蔡 换 zx 时, 你 必须 


用 a 和 导数 相 乘 . 


因此 , 我 们 有 


的 结尾 部 分 的 原理 : 当 你 
1 7 


i 
Ne 
Se 人 问题, 首先 我 们 设 y = zsin (z3); 此 外 ,将 w=z 及 v=sin (2z3) 代 
结果 是 y = wv. 我 们 需要 使 用 乘积 法 则 , 得 到 : 


TT 


(sin 


dy du dv ,i dv 
dz "dr “rz S J 
为 了 完成 求解 , 我 们 必须 求 出 dv/dz. 由 于 v = sin 1 (x3), 如 果 我 们 设 t= zw3, 那 
么 v= sin71(). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dv do dt 1 (3z2) 322 372 
一 一 化 一 
dr dtdz Vi-£ V1l—(z3)?  V1 一 25 
将 它 代 入 上 一 个 方程 得 
dy et dv re 373 
dx = sin ( ) x 工 十 Y 7 = sin re 
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这 样 , 我 们 就 完成 了 求解 . 
10.2.2” 反 余弦 函数 


我 们 要 重复 上 一 节 的 过 程 来 理解 反 余弦 函数 . 首先 , y = cos (x) 的 图 像 如 图 
10-8. 


图 10-8 


我 们 又 一 次 看 到 它 不 存在 反 函 数 . 这 次 , 受 限 定义 域 [-x/2, 7/2] 不 再 适用 , 因为 在 
那里 不 满足 水 平 线 检验 并 且 我 们 还 会 丢失 一 部 分 有 
的 值 域 . 在 上 图 中 , 你 已 可 以 看 出 介 于 [0, | 的 部 
分 被 强调 了 , 而 且 这 部 分 满足 水 平 线 检验 , 因此 , 那 
就 是 我 们 要 使 用 的 . 我 们 得 到 一 个 反 函 数 , 将 它 写 
为 cos-! 或 arccos. 像 反 正弦 一 样 , 反 余弦 的 定义 
域 是 [-1,1], 因为 那 是 余弦 的 值 域 . 另 一 方面 , 反 余 
风 弦 的 值 域 是 [0, zd], 因为 那 是 我 们 使 用 的 余弦 函数 的 
- 受 限定 义 域 . y = cos-1 (zx) 的 图 像 (如 图 10-9 所 示 ) 
是 通过 y = cos (z) 关于 镜像 线 y = z 反射 形成 的 . 
注意 到 , 该 图 像 显示 了 cos-! 既 不 是 侦 函 数 也 不 是 奇 函 数 . 
尽管 cos (z) 是 z 的 偶 函 数 ! 不 管 怎样 , 如 果 你 不 记得 如 何 去 画 
以 上 图 像 , 你 就 先 在 旁边 画 出 cos (z) 的 图 像 , 然后 选取 在 值 域 
[0, Tw] 上 的 那 部 分 , 如 图 10-10 所 示 . 
现在 我 们 要 对 y = cos-! (x) 关于 x 求 导 了 . 我 们 要 做 和 上 
一 节 相 同 的 操作 . 首先 写 出 x = cos (y) 并 对 它 关 于 z 进行 隐 吨 
数 求 导 : 


一 


二 加 = Ccos(y)), 


左边 是 1, 右边 是 - sin (y) (dy/dz). 我 们 可 以 将 它 重新 整理 为 图 10-10 


dy 1 
dz sin(y) 
于 cos2 (y) 十 sin? (y) = 了 且 z = cos (让 我 们 有 sin (y) = 土 V1 一 z2. 这 意味 着 ， 
dy _ 1 A 1 
dz +VIi-zi Viz 


不 像 反 正弦 , 反 余弦 的 图 像 是 向 下 的 , 这 意味 着 , 其 斜率 总 为 负 , 因此 我 们 得 到 


a 对 于 -1<7z < 1 
dz 


这 里 还 有 一 些 我 们 之 前 收集 的 其 他 的 有 关 反 余弦 的 事实 : 
cos-! 既 不 是 侦 疯 数 也 不 是 奇 函数 ; 其 定义 域 为 [-1,1], 值 域 为 [0, |. 


在 我 们 继续 去 研究 反正 切 函 数 之 前 , 让 我 们 一 起 来 看 看 反正 弦 函 数 和 反 余弦 函数 的 
导数 吧 : 


d 1 d 1 

3 sin (7) 一 VT 及 2s (7) 一 一 

这 两 个 导数 互 为 相反 数 ! 我 们 来 看 看 这 为 什么 会 有 意义 . 如 果 你 将 y = sin (x) 和 
= cos-1(z) 画 在 同一 坐标 系 下 , 那么 你 会 得 到 图 10-11. 


y = cos-1(Z) 


图 10-11 


在 同一 个 水 平 点 上 , 上 图 中 的 两 个 登山 者 经 历 的 正好 是 相反 的 条 件 , 因此 , 这 
两 个 导数 应 该 是 互 为 相反 数 是 合理 的 . 事实 上 , 我 们 现在 知道 
(sin-!(s) + cos-!(z)) = 有 一 一 
因此 y = sin-1(z) 十 cos-1(z) 的 斜率 为 常数 0, 这 意味 着 它 像 饼 一 样 是 平 的 ， 事 
实 上 , 如 果 你 将 上 图 中 这 两 个 函数 值 的 高 度 相 加 , 你 会 看 到 , 对 于 任意 的 值 x, 你 都 
会 得 到 x/2. 我 们 使 用 了 微 积分 来 证 明 以 下 恒等式 : 对 于 在 区 间 [1,1] 上 的 任意 
的 z. 


sin -1(z) 十 cos-1(z) = 了 


尽管 如 此 , 如 果 你 思考 的 话 , 这 是 合乎 情理 的 ! 来 看 看 图 10-12 吧 . 


/ 
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由 于 sin (oa) = z, 我们 有 a = sin  (z). 类 似 地 ， 


1 cos (6) = x 意味 着 6 = cos-1(z). 但 是 w+O = /2， 
” ”这 再 次 意味 着 
D sin™ 1(z) + cos-1(z) = . 
图 10-12 Sy ne i 了 
了 解 微 积 分 是 如 何 与 几何 学 相符 的 ,这 很 棒 , 不 是 
吗 ? 


10.2.3 ”反正 切 函 数 
我 们 继续 讲解 . 让 我 们 回忆 一 下 y = tan (x) 的 图 像 , 如 图 10-13. 


y= tan(2) 


i 
2 Do 2 2 pa 


图 10-13 

我 们 将 定义 域 限制 在 (-x/2, 7/2), 以 便 我 们 可 以 得 到 反 函 数 tan-!, 也 可 写作 arctan. 
该 函数 的 定义 域 是 正切 函数 的 值 域 , 即 所 有 的 民 . 反 函 数 的 值 域 是 (-x/2, 7/2), 这 
当然 是 我 们 使 用 的 tan (x) 的 受 限定 义 域 . y = tan-! (z) 的 图 像 如 图 10-14. 


y= tan !(z) 


图 10-14 
现在 , tan-!1 (zx) 是 z 的 奇 函 数 , 正如 你 从 图 像 中 看 到 的 . 事实 上 , 它 继 承 了 tan (z) 
的 奇 函 数 性 质 . 通过 在 旁边 画 出 yy = tan (zx) 的 图 像 并 将 大 部 分 删除 , 你 可 以 再 次 记 
住 图 10-15. 


现在 ， 我 们 来 对 4 一 tan—! (2Z) 关于 z 求 导 . 写 
出 xz = tan(y) 并 对 它 关 于 x 进行 隐 函 数 求 导 . 
请 检验 并 确保 你 相信 

dy 1 

dx sec2(y). 
于 sec? (y) = 1 十 tan? (y), 且 tan (y) = zx, 我 们 
看 到 sec? (y) = 1 十 x?. 这 意味 着 


对 于 所 有 的 实数 x 


d 1 
tan-! 2 
dz | 1 十 22 


图 10-15 


从 上 述 分 析 中 我 们 也 可 以 得 出 以 下 事实 : 


tan-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 是 RR 且 值 域 是 (-n/2, /2). 


和 反正 弦 函 数 与 反 余弦 函数 不 同 , 反正 切 函数 有 水 平 渐 近 线 . (前 两 个 函数 没有 , 因 
为 它们 的 定义 域 都 是 [1, 1]. ) 正如 你 可 以 从 上 图 中 看 到 的 , 当 x 一 co 时, tan-! (x) 
趋 于 x/2, 而 z 一 -co 时 , tan-!(z) 趋 于 -x/2. 事实 上 , 正切 函数 在 z = x/2 和 
z 二 一 Xx/2 处 的 垂直 渐 近 线 变 成 了 反正 切 函 数 的 水 平 渐 近 线 . 这 意味 着 , 我 们 有 以 下 
有 用 的 极限 : 


lim tan-!(x) = 工 及 lim tan-!(7x)= ed 
TO0 2 一 一 CO 


2 


顺便 说 的 是 , 之 前 在 3.5 节 , 我 们 看 到 过 这 些 极限 , 不 管 怎样 , 这 些 极限 可 以 与 其 他 
极限 一 起 出 现在 士 co 处 ; 例如 , 为 了 求 


1 2Z2 一 6z 十 4 
有 (2z2 二 7z 一 8)tan-1(3z)” 
首先 , 我 们 将 分 式 分 开 , 会 得 到 
是 2Z2 一 67z 十 4 1 
“oo 222 十 7 二 8 tan-1(3z) 
第 一 个 分 式 的 极限 是 1/2( 请 检验 !), 但 是 第 二 个 分 式 会 怎样 呢 ? 好 吧 , 当 z 在 负 方 
向 上 变 得 非常 大 时 , 3z 也 一 样 , 故 tan-1(3z) 趋 于 -x/2. 因此 , 整个 极限 是 
1 1 1 


3” Tx 


元 
2 


然而 , 假设 我 们 用 3z2 替换 3z, 如 下 : 
Jim 2Z2 一 6z 十 4 
z 一 -co (272 二 77 一 8)tan-1(3z2) 


10.2 反 三 角子 数 ”195 


现在 , 当 x 一 一 00 时 , tan-! (3z2) 趋 于 x/2, 因为 3z2 趋 于 co, 而 不 是 -co. 因此 ， 
在 这 种 情况 下 , 整个 极限 是 1/r. 
10.2.4 反正 割 函数 

我 们 继续 学 习 . 以 下 是 y = sec (x) 的 图 像 , 如 图 10-16 所 示 : 


图 10-16 
没有 什么 惊奇 的 , 形势 和 我 们 反 转 余弦 函数 时 过 到 的 情况 很 相似 . 我 们 必须 将 定义 


域 限制 在 [0,7] 上 , 除了 点 x/2, 它 甚至 不 在 sec (z) 的 原始 定义 域 中 . 正 割 函 数 的 值 
域 是 (-o00, 一 1] 和 [1, co) 这 两 个 区 间 的 并 集 , 因此 , 它 就 是 反 函数 sec-1( 或 arcsec) 
的 定义 域 . 至 于 sec-! 的 值 域 , 它 和 受 限 定义 域 是 一 样 的 : [0, 7 减 去 点 x/2. 如 
10-17 所 示 . 


J 


己 


人 


图 10-17 
注意 到 , 在 y = x/2 处 , 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 , 故 
lim sec-1(7z) = 7 及 im sec-1(z) = 7 
我 们 来 求 导 吧 . 如 果 yy = sec-! (x), 那么 z = sec (yy), 故 
d d 
(0) = (secly), 
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ES 


保 你 知道 为 什么 会 有 


dy 1 

dz sec(y) tan(y) 
现在 , z = sec(y), 由 于 sec? (y) = 1+tan2 (y), 我 们 可 以 重新 整理 并 取 平 方 根来 证 
明 tan (y) = 士 Vz2 一 1. 这 意味 着 

dy 1 

dz +rxVri—l1 
它 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 我 们 来 看 看 上 面 y = sec-1 (x) 的 图 像 吧 , 你 可 以 看 到 其 斜率 
总 为 正 . 因此 , 事实 上 , 我 们 需要 更 聪明 些 一 一 不 用 正 号 或 负 号 , 我 们 可 以 简单 地 
用 lz| 代替 z 并 且 我 们 总 能 得 到 正 的 结果 . 即 ， 
三 1 晤 本 
到 sec A 对 于 zx>1 或 x < 一 1. 
我 们 可 以 将 有 关 反 正 割 函数 的 其 他 事实 总 结 如 下 ; 
sec-! 既 不 是 奇 轴 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 是 (-oo, -Hu 
[1,00) 且 值 域 是 0, \ {=} 
, 我 使 用 了 标准 缩写 U 来 表示 两 个 区 间 的 并 集 , 而 \ 表示 “不 包括 .”) 
10.2.5“” 反 余 割 函数 及 反 余 切 函 数 

让 我 们 一 起 来 迅速 地 看 一 下 最 后 两 个 反 三 角 函 数 . 你 可 以 重复 以 上 分 析 来 求 

y 二 csc-1(z) 和 y= cot-! (x) 的 定义 域 、 值 域 以 及 图 像 : 
csc-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 为 (一 co, -JU [L co) 且 值 域 是 |-3, | \ {0}. 


HE 


(这 是 


cot-1 婚 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 为 RR 且 值 域 是 (0, x). 
它们 的 图 像 如 图 10-18 所 示 . 


图 10-18 


这 两 个 函数 都 有 水 平 渐 近 线 : y = csc-1 (xz) 在 y = 0 处 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 ， 


%= cot-1(z) 在 y= 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 而 在 y = 0 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 
近 线 . 我 们 可 以 将 这 些 极限 总 结 如 下 : 
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lim csc (x)=0| 及 | lm csc (x)=0 


lim cot-1l(z) = 一 0 及 | _lim cot™1(zx) 一 艺 . 


当然 , 如 果 你 知道 上 述 图 像 , 你 就 可 以 重新 构造 这 些 极限 , 不 需要 死记 硬 背 . 注意 ， 
上 述 y = csc-1 (xz) 的 图 像 和 y = sec-!1 (x) 的 图 像 非 常 相 似 ; 事实 上 , 你 可 以 通 
过 将 一 个 图 像 关于 y = x/4 作对 称 得 到 另 一 个 图 像 . 这 正好 和 y = sin 1 (zx) 与 
y = cos-1 (zx) 的 相互 关系 是 一 样 的 ， 因 此 , 并 不 奇怪 ,csc-1(z) 的 导数 就 是 负 的 
sec-1 (zx) 的 导数 : 


1 
lzlVz2 一 1 
同 理 , 对 于 cot-1(z) 与 tan-!1(z) 有 


对 于 z> 1 或 < 一 | 


d 
元 csc (x) = 


1 


ds 
元 cot (x) = 


10.2.6 ”计算 反 三 角 函 数 

我 们 对 反 三 角 函 数 已 经 做 了 一 个 相当 彻底 的 研究 . 因为 你 还 有 一 些 更 多 的 求 
导 法 则 , 练习 一 下 对 涉及 反 三 角 函 数 的 函数 求 导 是 很 棒 的 主意 ， 同 时 ， 让 我 们 不 
要 忽略 一 些 基 本 的 不 涉及 微 积 分 的 反 三 角 函 数 的 计算 . 一 方面 , 你 应 该 尝试 确保 不 
用 费力 就 可 以 算出 诸如 sin-1(1/2) 、cos-1() 以 及 tan-1(1) 等 值 . 例如 , 为 了 求 
sin 1(1/2), 请 记 住 你 要 在 [-n/2, zx/2] 上 找 一 个 角 , 其 正弦 值 是 1/2. 当然 , 这 个 角 
就 是 x/6. 类 似 地 , 也 应 该 反 笔 就 可 以 写 出 cos-1(1) = 0 和 tan-1(1) = /4. 所 有 
这 些 和 常用 值 都 列 在 第 2 章 开 始 部 分 的 那 张 表 里 了 . 
现在 , 还 有 一 个 更 有 趣 的 问题 : 你 如 何 化 简 
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sin 一 ! (sn ( 字 ))? 
下 意识 的 反应 是 删除 反正 弦 函 数 和 正弦 函数 , 只 剩 下 13x/10. 尽管 如 此 , 这 不 可 能 
是 正确 的 , 因为 反正 弦 函 数 的 值 域 是 [-x/2, 7/2], 正如 我 们 在 10.2.1 节 中 看 到 的 . 
我 们 真正 需要 做 的 就 是 求 出 一 个 角 , 其 正弦 值 也 为 13x/10. 好 吧 , 注意 到 13x/10 
在 第 三 象限 , 因为 它 大 于 x 但 小 于 3r/2, 因此 , 它 的 正弦 值 是 负 的 . 而 且 , 参照 角 是 
3r/10. 在 [nx/2,7/2] 中 带 有 相同 参照 角 的 可 能 的 角 是 3r/10 和 -3r/10. 第 一 个 
角 的 正弦 为 正 , 而 第 二 个 角 的 正弦 为 负 . 我 们 需要 一 个 负 的 正弦 值 , 因此 我 们 证 明 


sin-! | sin TL 二 
10 ”10 


现在 , 如 何 来 求 


之 前 的 答案 -3r/10 在 这 里 不 可 能 是 正确 的 了 , 因为 反 余弦 函数 的 值 域 是 [0, zd]. 好 
家 伙 , 为 什么 这 些 不 得 不 这 么 混乱 呢 ? 不 辛 的 是 , 对 此 我 无 能 为 力 ……… 因此 , 让 我 
们 这 样 对 付 它 吧 : 再 一 次 , 13rV/10 在 第 三 象限 , 因此 其 余弦 值 为 负 . 参照 角 是 3x/10; 
在 [0,7] 中 带 有 相同 参照 角 的 角 是 3r/10 和 7x/10. 这 两 个 角 的 余弦 值 分 别 是 正 的 
和 负 的 ; 因为 我 们 想 要 一 个 负 的 余弦 , 我 们 必须 有 


现在 , 我 留 给 你 来 证 明 


只 要 记 住 正切 函数 在 第 三 象限 为 正 就 可 以 了 ! 不 管 怎样 , 那些 都 是 很 难 的 例子 , 因 
此 , 如 果 你 认为 , 求 
a 

也 很 难 的 话 , 我 不 会 责怪 你 . 幸运 的 是 , 它 不 难 , 答案 就 是 1/5. 一 般 地 , sin (sin :+(z)) 
= Xx, 只 要 z 在 反正 弱 函 数 的 定义 域 [-1,1] 中 就 可 以 了 . (否则 , sin (sn (xz)) 甚至 
没有 意义 0) 当 你 尝试 写 出 sn-l(sin (z)) = zz 时 , 问题 就 来 了 . 这 不 正确 , 正如 上 述 
例子 , 其 中 的 z = 13x/10 证 明 的 那样 . 当然 , 我 们 要 对 所 有 其 他 的 反 三 角 函 数 进行 
相同 的 观察 . ( 见 1.2 节 结 尾部 分 的 讨论 .) 
再 来 看 两 个 例子 : 我 们 考虑 如 何 求 

Sin (oo (于 )) 及 sin (ee (- 全) 


求解 这 两 种 情况 的 技巧 是 使 用 三 角 恒 等 式 cos? (z) 十 sin? (z) = 1. 对 于 第 一 个 问题 ， 
仿 
| 了 
ZX 一 cos 一 一 
4 

并 注意 我 们 想 要 求 sn (x). 事实 上 , 我 们 知道 cos (x): 

( - (于 ) 15 
cos(Z) = cos | cos = 三 二 


4 
请 记 住 , 取 一 个 反 余弦 的 余弦 是 没有 问题 的 : 这 只 是 另外 的 一 种 提问 的 方式 . 不 管 
怎样 , 我 们 知道 cos (z), 因此 , 通过 重新 整理 恒等式 cos? (z) + sin2 (z) = 1, 我 们 必 


S 


sin(7z) 一 土 vV1 cos2(Z) 二 土 和 /1 一 (于 一 工 二 一 + 
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王 
想 要 


因此 , 我 们 


的 答案 是 1/4 或 -1/4. 到 底 是 哪 一 个 
反 余弦 必定 位 于 [0,r/2] 上 . 即 , x 在 第 一 象限 , 故 其 


sin | cos 四 
4 
全 十 
sin (oo (- Vn 
4 
你 可 以 重复 上 述 论 证 过 程 来 证 明 


sin(7) 一 土 vV1l ba cos2 (zx) 二 土 和 /1 一 


1 
不: 


1 


16 


1 
二 


呢 ? 因为 V15/4 是 正 的 , 它 的 
E 弦 为 正 . 最 终 , 我 们 证 明了 


你 或 许 猜 出 这 次 的 答案 是 -1/4, 但 那 不 好 . 你 看 , -V15/4 是 负 的 , 故 其 反 余弦 必 
定位 于 区 间 [x/2, 7 中 . 即 , x 在 第 二 象限 . 问题 是 , 正弦 函数 在 第 二 象限 还 是 正 的 ! 


因此 sin (z) 必定 为 了 


注意 4 必须 位 于 [一 
区 间 [0, 7] 上 的 ， 


且 正 弦 函 数 在 这 个 


E, 这 样 我 们 也 就 证 明了 
af + V1 
SI | COS 


4 


1,1] 中 , 因 


又 间 上 是 非 负 


事实 上 , 我 人 
形 妇 


sin (cos-1 (4)) 的 方法 . 目前 , 让 我 们 从 反 三 角 函 数 


迅速 地 看 一 下 反 双 曲 函 数 . 


这 里 的 情况 和 我 们 在 9.7 节 


反 函 数 , 你 必须 抛弃 
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事实 上 , 我 们 已 经 注意 到 , sin (cos-1(4)) 必定 总 是 非 负 的 , 尽管 如 果 4 是 负 的 (请 
为 那 是 反 余弦 的 定义 域 ). 这 是 


_1 
~ 4 


的 . 


数 


因为 cos-! (A) 


FP 解放 出 来 


休 , 


P 看 到 的 双 曲 函数 有 


点 儿 不 同 . 现在 回忆 一 下 3 


是 在 


门将 在 19.3 节 中 看 到 如 何 做 三 角 蔡 换 , 这 会 给 我 们 提供 另 一 种 求解 
旧 一 下 ,来 


让 


自己 想起 这 些 函 数 的 图 像 是 什么 样 的 . 特别 地 , 你 可 以 看 到 y = cosh(x) 的 图 像 有 
点 像 y= 22 的 图 像 , 除了 向 上 移动 了 1 且 形 状 略 有 不 同 . 如 果 你 想 要 求 这 个 函数 的 


该 图 像 的 左 半 部 分 , 就 像 是 当 你 取 正 的 平方 根 时 是 一 样 的 ( 抛 


弃 负 的 那个 ). 另 一 方面 , y = sinh (x) 已 经 满足 了 水 3 
也 的 工作 了 . 这 样 , 我 


人 


带 


门 得 到 带 有 以 下 性 质 的 


FE 线 检验 , 因此 没有 必要 
两 个 反 函数 : 


了 做 其 


cosh-! 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 侦 


男 数 ; 


定义 域 是 [1, co) 


日 值 域 是 [0, co). 


sin ji -1 是 奇 冰 数 ; 其 定义 域 和 值 


域 都 是 所 有 的 耻 . 


2 
Ti 


像 往 


一 样 , 它们 的 图 


像 可 以 通过 将 原始 图 像 关 于 直线 y 


2 反射 获得 


图 10-19. 


y=cosh!(z) y=sin hr!(z) 
图 10-19 


我 们 可 以 使 用 与 求 反 三 角 函 数 的 导数 相同 的 方法 来 求 它们 的 导数 .特别 地 ， 如 果 
=cosj 1 (z), 那么 x= cosh(y); 对 它 关 于 z 进行 隐 函 数 求 导 , 我 们 得 到 
d 
1 = sin h(y) 
(请 记 住 , cosh (xz) 关于 2z 的 导数 是 sinh (zx), 而 不 是 一 sinh (7z).) 现在 , cos h? (x) 一 
1, 


sinh? (x) = 因此 ， 我 们 可 以 对 它 重新 整理 并 取 平 方 根 , 会 看 到 sinh(y) = 
土 Vcos 及 (yy) 一 1 二 土 Vx? 一 1. 由 于 cosh-!1(z) 在 x 上 明显 是 递增 的 , 故我 们 以 
A osh (2) i 对 于 z > 1. 
以 相同 的 方法 , 你 应 该 可 以 检验 
人 1 i 
gz sn 1(zx) = 和 对 于 所 有 的 实数 x. 
现在 , 让 我 们 将 微 积 分 先 抛 开 几 秒 钟 , 回忆 一 下 cosh (zx) 和 sinh (x) 的 定义 : 
ee i 二 一 


于 我 们 可 以 用 指数 来 表示 cosh (zx) 和 sinh (zx), 我 们 应 该 可 以 写 出 以 对 数 表示 的 
反 函 数 . 毕竟 , 指数 函数 和 对 数 函数 互 为 反 函 数 . 我 们 来 看 看 它 是 如 何 工作 的 . 例 
如 , 如 果 y = cosh-1(z), 那么 z= cosh(y) = (ey 十 e-Y) /2. 现在 , 你 可 以 用 一 个 小 
技巧 来 求解 y. 令 w= ey 那么 e-Y = 1/w. 方程 看 起 来 变 为 : 

ut 1/u 


2 
两 边 同 乘 以 2u 并 整理 ; 我 们 得 到 一 个 v 的 二 次 方程 , 就 是 2 一 2zu 十 1 = 0. 根据 
二 次 公式 ， 


ey 二 w= 二 人 X 土 xz2—1 


对 两 边 取 对 数 ， 


LY 
| 

fs 

Se 


/一 In(z 士 VZz 
那么 , 到 底 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 做 些 体操 之 后 
么 xz 一 V2 一 1 <1. 这 意味 着 , 它 的 对 数 是 
数 的 对 数 是 负 的 0). 这 不 是 我 们 想 要 的 . 因由 


实 上 , 你 可 以 看 到 , 如 果 x > 1, 那 
请 记 住 , 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 
E 的 平方 根 , 并 且 我 们 刚刚 证 明 


演 : 
Cry 还 Cet 
六 


~ 


各 


E 
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了 , 当 >z 关 工时 ， 


cosjP -li(z) = In(z 十 


类 似 地 , 你 可 以 证 明 , 对 于 所 有 的 x 


sinh-1(x) 一 ln(z 


22 一 ]) 


- VETT) 


作为 练习 , 你 应 该 尝试 对 这 后 两 个 方程 的 右边 求 导 并 检验 你 的 答案 是 否 与 我 们 求 出 


的 cosh-1(z) 和 sinh-! (zx) 的 导数 
其 他 的 反 双 曲 函数 


到 目前 为 止 , 我 们 只 研究 了 双 曲 正弦 和 双 | 
E 复 这 个 分 析 过 程 , 你 应 该 可 以 得 出 结论 : 


| 


| 


余弦 . 如 果 你 对 其 他 四 个 双 曲 函数 


tanh-! 是 奇 阔 数 ; 其 定义 域 是 (-1,1); 值 域 是 所 有 的 及. 


sec 1 1 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 侦 函 数 ; 其 定义 域 是 (0, 1]; 值 域 是 [0, co). 


csch-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 和 值 域 都 是 R\ {0}. 


coth-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 


是 (一 00, 一 1) U(Lco); 其 值 


域 是 R\ {0}. 


注意 到 , 为 了 得 到 反 函 数 , 我 们 已 经 将 sech 的 定义 域 限制 为 [0,co), 正如 我 们 对 


cosh 所 做 的 一 样 . 


现在 , 下 面 有 些 图 像 , 你 应 该 将 图 10-20 和 9.7 节 


作 比 较 . 


y= tan hi(z) 


y= csch!(z) 


图 10-20 


y= sech!(z) 


y= cot hi(z) 


的 原始 ( 非 反 ) 函数 的 图 像 
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最 后 , 通过 使 用 求解 z 的 标准 技巧 并 且 对 它 关 于 x 进行 隐 函 数 求 导 , 你 就 可 以 求 其 


导数 了 . 下 面 就 是 它们 的 导数 : 


d 
pe 二 一 一 - (zz>1 或 z< 一 1) 
dz 1— zx? 

d _ 2 1 

jzseeh Ws (0<z<1) 

d 1 

一 csc jz) = 一 一 一 一 一 0). 

-A (#0 


解释 了 为 什么 tanh-!1 (zx) 和 cot h-! (zx) 
非常 不 同 . 特别 是 , tan h-1 (zx) 只 有 在 (一 


的 导数 是 相同 的 , 尽管 它 


[1,1] 之 外 有 定义 . 它们 没有 重 炙 部 分 ， 


们 的 图 


请 记 住 , 所 有 这 些 导 数 公 式 上 只 有 当 x 在 相关 函数 本 身 的 定义 域内 时 才 成 立 ， 这 就 


像 看 起 来 


1,1) 上 有 定义 , 而 cot h-1 (x) 只 有 在 区 间 


因此 , 这 两 个 函数 有 相同 的 导数 是 不 成 问 
题 的 . 到 现在 为 止 , 我 们 已 经 讨论 了 足够 多 的 反 函 数 了 ! 
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我 们 已 经 学 过 了 怎样 求 不 同 函数 家 族 一 一 多 项 式 和 多 种 类 型 的 函数 , 三 角 消 
数 和 反 三 角 冰 数 , 指数 函数 和 对 数 函 数 , 以 及 双 曲 函数 和 它 的 反 函 数 的 导数 . 现在 
我 们 要 用 导数 的 知识 来 帮助 我 们 绘制 一 般 的 函数 图 像 , 帮助 我 们 理解 函数 的 最 大 值 
和 最 小 值 问题 , 用 二 次 导数 帮助 我 们 理解 函数 的 凹凸 性 . 总 的 来 说 , 我 们 要 介绍 以 


(1) 函数 的 局 部 和 全 局 极 大 值 及 极 小 值 ( 极 值 ) 问题 , 以 及 怎样 用 导数 的 知识 去 
找 极 值 . 

(2) 罗 尔 定理 和 中 值 定理 , 以 及 它们 对 绘制 函数 图 像 的 作用 . 

(3) 二 次 导数 的 图 像 解释 . 

(4) 对 不 可 导 的 点 的 分 类 . 
在 接 下 来 的 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 用 上 述 方法 综合 而 成 的 方法 去 绘制 函数 图 像 . 


11.1 函数 的 极 值 问题 


如 果 说 xz = a 是 一 个 函数 f 的 极 值 点 , 这 就 意味 着 函数 f 在 a 点 有 极 大 值 或 
极 小 值 . 在 5.1.6 节 中 , 我 们 已 经 提 到 了 一 点 儿 极 大 值 和 极 小 值 问题 . 在 学 习 下 面 章 
节 之 前 , 我 强烈 建议 你 翻 回 第 5 章 复习 一 下 . 接 下 来 , 我 们 将 要 深入 学 习 和 区 别 全 
局 极 值 和 局 部 极 值 . 
11.1.1 ”全 局 极 值 和 局 部 极 值 


极 大 值 的 基本 思想 是 它 出 现在 函数 图 像 的 最 高 位 置 . 考虑 图 11-1 中 函数 在 定 
义 域 [0, 7] 区 间 内 的 最 大 值 . 


(2, —1) 
图 11-1 
该 函数 的 最 大 值 当然 为 3, 出 现在 x =0 的 位 置 . 因此 , 该 函数 在 x = 0 处 有 最 
大 值 是 成 立 的 . 男 一 方面 , 想象 这 个 图 像 为 一 座 小 山 的 截面 , 你 正在 攀登 它 . 假设 
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你 从 (2, 一 1) 点 开始 , 向 山 的 右 侧 攀登 , 最 后 到 达 了 顶点 (5, 2), 你 继续 向 下 走 . 这 


个 顶点 感觉 就 是 某 种 最 大 值 ( 它 是 山 的 一 个 高 点 , 高 度 为 2, 尽管 在 它 的 左 侧 有 个 
相 邻 的 更 高 点 ). 如 果 在 x = 0 处 的 高 地 被 大 和 雾 所 笼罩 , 那么 你 在 (5, 2) 点 的 时 候 是 


看 不 到 它 的 , 这 时 你 感觉 好 像 真 的 是 在 最 高 点 了 . 事实 上 , 如 果 我 们 限制 定义 域 为 


[2, 7], 这 时 > = 5 这 点 实际 上 就 是 最 大 值 . 


我 们 需要 一 种 方法 来 澄清 这 种 情况 . 如 果 当 x = a 时 , f(a) 是 函数 /整个 定义 
域内 的 最 大 值 , 那么 我 们 说 它 是 全 局 最 大 值 (或 绝对 最 大 值 ). 用 函数 符号 来 表达 , 我 


的 整数 倍 .) 


们 说 对 于 在 该 函数 定义 域 中 的 任何 数值 > 都 有 f(a) > f(z). 这 是 我 们 从 前 使 用 过 
的 定义 , 这 次 我 们 定义 得 更 准确 了 , 把 它 说 为 全 局 最 大 值 而 不 仅仅 是 最 大 值 . 

我 们 以 前 提 到 过 , 一 个 函数 可 能 有 多 个 全 局 最 大 值 . 例如 cos(z) 的 最 大 值 为 1， 
但 是 有 无 数 个 x 的 值 与 之 对 应 . (从 y = cos(z) 的 图 像 中 可 以 看 到 , 这 些 值 都 是 2x 


关于 男 一 类 的 最 值 情况 又 是 怎样 呢 ? 在 某 段 包含 a 的 定义 域内 , 如 果 在 x = a 
这 点 , f(a) 有 最 大 值 , 我 们 叫 这 点 为 局 部 最 大 值 , 也 叫 相对 最 大 值 . 我 们 可 以 只 考虑 


在 z 接近 于 a 点 的 一 小 段 定义 域内 , 而 忽略 


其 他 的 定义 域 , 那么 这 种 类 型 的 最 值 就 


是 该 函数 在 这 一 小 段 定义 域内 的 最 值 . 


通过 上 图 , 我 们 看 看 这 种 类 型 的 最 值 . 我 们 可 以 发 现 x = 5 这 点 就 是 局 部 最 大 
值 , 因为 如 果 你 把 定义 域 控制 在 x = 5 这 点 的 附近 , (5, 2) 这 点 就 是 最 高 点 . 例如 ， 


如 果 我 们 把 图 像 向 左 延伸 到 x = 3 这 点 , (5， 


2) 这 点 依然 是 最 高 点 . 但 是 , zx = 5 这 


点 不 是 全 局 最 大 值 , 因为 (0, 3) 这 点 更 高 . 这 意味 着 x = 0 是 全 局 最 大 值 , 当然 , 它 
也 可 以 说 是 局 部 最 大 值 . 事实 上 , 很 明显 , 每 一 个 全 局 最 大 值 都 是 局 部 最 大 值 . 


用 同样 的 方式 , 我 们 也 可 以 定义 全 局 和 局 部 最 小 值 . 上 图 中 , 我 们 可 以 看 出 x = 


2 是 全 局 最 小 值 , 此 时 的 值 为 -1, 因为 它 的 高 度 最 低 . 另 一 方面 , x =7 是 局 部 最 小 
值 , 该 值 为 0. 的 确 , 如 果 你 看 图 像 的 右 侧 , 从 xz = 5 到 z =7 的 这 一 段 , 你 会 发 现 


11.1.2” 极 值 定理 


右 端 点 的 z=7 这 点 就 是 该 段 区 间 的 最 低 点 


在 第 5 章 中 , 我 们 提 到 了 最 大 值 - 最 小 值 定理 , 也 就 是 说 连续 函数 在 一 段 闭 区 


间 [a,9] 内 一 定 有 一 个 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 


如 果 函 数 不 是 连续 的 , 或 者 它 的 定义 


域 不 是 闭 区 间 , 这 时 该 函数 可 能 没有 全 局 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 , 函数 f(x) = 1/z 


值 . ( 画 一 下 图 像 , 想 想 原因 1) 


在 闭 区 间 [-1 1] 上 , 但 z 不 能 为 0, 则 该 函数 在 定义 域内 就 没有 全 局 最 大 值 和 最 小 


最 大 值 - 最 小 值 定理 并 没有 告诉 我 们 全 局 最 大 值 和 最 小 值 出 现 的 位 置 . 这 就 是 
为 什么 我 们 要 引入 导数 的 概念 . 如 果 函 数 在 e 点 的 导数 为 零 或 在 该 点 的 导数 不 存 


在 , 我 们 就 说 z = ce 的 点 为 临界 点 . 这 样 就 得 出 以 下 结论 ": 


Q@ 最 大 -最 小 值 定理 也 经 常会 被 称 为 极 值 定理 , 有 时 也 会 与 极 值 定理 一 起 使 用 . 


11.1 


函数 的 极 值 问题 
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极 值 定理 ”函数 广 定 义 在 


果 e 点 为 沙 数 的 局 部 最 大 值 或 最 小 值 , 昼 
也 就 是 说 f(c) = 0 或 Jr(c) 不 存在 . 


区 间 (a,5) 内 , 并 


量 c 点 在 (a,b) 


区 间 内 . 如 


bh 么 c 点 一 定 为 该 函数 的 


各 界 点 . 


所 以 在 一 段 开 


区 间 内 局 部 最 大 值 和 最 小 


临界 点 一 定 是 最 大 
为 jz) = 3z2, 我 们 可 以 看 出 


另 一 方面 , 从 图 像 y= z3 中 可 以 看 
但 如 果 定 义 域 为 团 区 间 [a, 9], 情况 又 会 怎样 呢 ? 端点 
包括 这 些 . 所 以 综 上 所 述 ， 


上 述 定理 应 用 在 开 区 间 ， 


a 和 5b 可 能 是 局 部 最 大 值 或 最 小 值 ， 


值 或 最 小 值 就 不 一 定 成 立 . 
了 (0) = 0. 这 就 


直 仅 仅 出 现在 临界 点 . 
例如 , 如 果 函 数 f(z) = zs, 它 的 导数 
it 是 说 x = 0 是 该 函数 的 | 


上 ,该 点 既 不 是 局 部 最 大 值 也 不 是 局 部 最 小 值 . 


上 述 定 理 


一 段 闭 区 间 内 , 局 部 最 大 值 或 最 小 
端点 . 例如 , 让 我 们 重新 仔细 观察 一 下 图 


并 没有 


和 最 可 能 出 现在 临界 点 , 也 可 能 出 现在 该 
11-2. 


从 图 像 中 可 以 看 出 ， 


局部 最 大 值 出 现 帮 


点 ; 而 z= 二 0 和 z=7 两 点 为 端点 . 


在 a 点 的 左边 图 
图 像 是 上 坡 的 , 因 


象 是 下 坡 的 ， 


男 一 方面 , 如 果 f(x) = |zx|, 它 的 斜率 从 -1 到 1, 而 不 经 过 x = 0 这 点 . E 
2 =0 这 点 的 导数 不 存在 (参照 5.2.10 节 ), 所 以 该 点 依然 为 临界 点 , 它 也 是 个 局 部 
便 说 一 下 , 上 述 逻 辑 在 本 章 并 不 会 给 出 严格 证 明 ， 


极 小 值 的 点 (你 知道 原因 吗 ?). 顺 
证 明 请 参考 附录 A 的 A6.6. 


尔 可 能 很 想 知 道 为 什么 该 定型 


11.1.3 ”怎样 求全 局 最 大 值 和 全 局 最 小 值 


极 值 定 理 


基本 思路 是 这 村 


的 : 每 一 个 全 局 极 值 


点 , 所 以 找 出 所 有 的 临界 点 并 解 


也 是 局 部 极 值 . 
它们 对 应 的 函数 值 , 最 大 值 就 是 全 


但 是 反 过 来 说 


血 界 点 , 但 是 


点 


在 
区 间 的 


Tt 


Ez 二 0 和 z=5 这 两 点 , 局 部 最 小 值 出 现在 
z= 二 2 和 z=7 这 两 点 . 在 z=2 和 z= 5 这 两 点 的 斜率 为 零 , 所 以 这 两 点 为 临界 


有 意义 . 假设 在 x = a 这 点 有 局 部 最 小 值 , 这 时 
图 像 的 斜率 (如 果 存 在 的 话 ) 是 负 的 ; 在 a 点 的 右边 ， 


此 斜率 是 正 的 . 斜率 从 负 到 正 , 你 会 想到 之 间 有 斜率 为 零 的 一 点 . 


局 限 了 求解 全 局 最 大 值 和 最 小 值 的 范围 , 从 而 使 得 发 现 它们 很 容易 . 
局 部 极 值 可 能 仅 仪 出 现在 临界 


局 最 大 值 , 最 
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小 值 就 是 全 
最 小 值 的 具体 详细 的 步 又. 


(1) 求 F(z), 列 出 (zx) 在 (a,) 


局 最 小 值 . 接 下 来 , 我 给 


怎样 求解 在 闭 区 间 [a, 8] 内 的 全 局 最 大 值 和 
FP 不 存在 的 点 或 者 是 f(x) = 0 的 点 . 也 就 是 


说 , 列 出 在 开 区 间 (a, b) 内 所 有 的 临界 点 . 


(2) 把 端点 xz =a 和 z=。 与 上 述 列 H 
(3) 

的 函数 值 . 
(4) 找 出 最 大 的 函数 值 以 及 它 所 对 应 


局 最 大 值 和 最 小 值 是 什么 ? 


的 2 的 值 , 这 就 是 全 局 最 大 值 . 
用 同样 的 方法 找到 最 小 的 函数 值 来 求解 全 局 最 小 值 . 
在 11.5 节 中 我 们 会 着 重 讲述 局 部 极 值 , 现在 我 举 个 例子 看 看 如 何 应 用 这 个 方 


的 点 放 在 一 起 . 
对 于 上 述 列 举 出 来 的 每 一 个 点 , 将 它们 代入 到 y = f(x) 中 求 出 它们 所 对 应 


法 . 假设 f(z) = 12z5 十 15z4 一 40x3 十 1, 其 定义 域 为 [-1, 2], 求 在 此 定义 域内 的 全 


用 上 述 方法 . 第 一 步 : 找到 1'(z). 这 没 问 题 . 你 应 该 先 检验 一 下 f(x) = 60z4 十 


60z3 一 120z2, 很 明显 在 开 区 
去 找 满足 导数 为 零 的 所 有 z 


间 (1, 2) 内 该 函数 的 导数 都 存在 , 所 以 我 们 仅仅 需要 
的 值 . 如 果 我 们 对 导 函 数 进行 因 式 分 解 , 得 到 f'(z) = 


60z2(z 一 1)(z 十 2), 就 可 以 很 容易 地 找到 使 导 函 数 为 零 的 所 有 z 的 值 , 很 显然 如 果 


1 或 z 2. 


要 f(z) = 0, 必须 有 7z = 0、z 


保留 x =0 和 z= 1 两 点 . 通过 第 二 步 , 我 们 知 


加 入 到 列表 中 . 


于 -2 不 在 定义 域内 , 所 以 我 们 只 
道 应 该 把 z= -1 和 z= 2 两 点 也 


接 下 来 , 我 们 到 了 第 三 步 , 全 局 最 大 值 和 最 小 


我 们 需要 求 出 它们 所 对 应 的 函数 值 ， 
f(-1) = 44, f(0) = 1, f(1) 


Zz 二 2 是 该 函数 的 全 


直 存 在 于 一 1, 0, 1, 2 这 四 点 中 . 


很 简单 , 只 需要 将 它们 逐一 代入 就 可 以 了 , 则 


一 12, f(2) = 305. 这 
仅仅 是 从 上 述 数值 中 选 出 最 大 值 和 最 小 值 . 最 大 值 是 305, 出 
局 最 大 值 ; 最 小 值 是 -12, 出 现在 x =1 时 , 所 以 z = 1 是 该 函 


时 进入 最 后 两 步 , 我 们 需要 做 的 
现在 xz = 2 这 点 , 所 以 


数 的 全 局 最 小 值 . 这 样 , 我 们 就 找到 了 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 


在 我 们 讲解 
把 它 的 定义 域 扩大 , 两 个 原因 可 能 时 


新 的 知识 点 之 前 , 再 仔 旨 


研究 一 下 刚才 的 函数 f， 首先 , 如 果 我 们 


情况 的 变化 : 端点 可 能 会 改变 , x = -2 这 点 


可 能 会 是 临界 点 . 其 次 , 我 们 需要 仔细 看 看 在 临界 点 z=0 这 点 的 情 
是 局 部 最 大 值 点 还 是 最 小 值 点 , 或 者 两 者 都 不 


况 是 怎样 的 , 它 


是 ? 一 个 很 简单 的 方法 就 是 图 像 观 察 


法 , 图 像 看 上 去 肯定 是 这 样 的 . 

(一 1,44) 这 点 比 (0, 1) 这 点 要 高 , 比 (1 -12) 也 要 高 . 所 以 在 x = 0 这 点 不 可 
能 有 局 部 最 大 值 , 也 不 可 能 有 局 部 最 小 值 . 但 是 , 等 等 , 你 可 能 会 说 图 像 可 能 会 像 下 
图 这 样 . 


在 


图 11-3 中 , z = 0 点 是 


局 部 最 大 值 . 问题 是 该 


个 局 部 最 小 值 . 如 果 我 们 观察 从 (一 1,44) 到 (0, 1) 之 间 的 函数 图 像 , (0, 1) 点 仍 在 


图 像 在 -1 和 0 之 间 有 了 另 


高 点 , 图 像 0 点 附近 的 左边 逐步 向 下 走 # 


Zz 二 0 之 间 可 能 会 有 个 局 音 
间 没 有 临界 点 . 所 以 第 一 个 图 


11.1 


像 应 该 更 接近 该 函数 的 


点 既 不 是 局 部 最 大 值 也 不 是 局 部 最 小 值 . 


(2, 305) 
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到 高 度 1 以 下 . 这 意味 着 在 x = -1 和 
最 小 值 点 . 但 是 , 这 不 可 能 , 因为 在 z= -1 和 7z=0 之 
图 像 , 可 能 得 出 结论 z=0 的 


如 果 定 义 域 没有 被 限制 , 情况 会 变 得 更 复杂 一 点 儿 . 例如 , 考虑 下 面 两 个 函数 
f 和 9g, 定义 域 都 为 [0,+co), 见 图 11-4. 


(2, 3) 


(2, 3) 


y=f(7) 


图 11-4 


在 上 述 的 例子 中 , 很 显然 > = 2 是 临界 点 , 端点 是 0 和 oo. 等 一 下 , oo 并 不 是 


真正 的 端点 , 因为 它 并 不 存在 ! 但 是 我 们 依然 把 它 算 做 让 
0， 


2 和 co. 注意 : 对 于 f 和 g 两 个 函数 而 言 , 列表 是 一 


家 点 ， 所 以 端点 加 临界 点 是 
的 


我 们 首先 研究 函数 f. 可 以 看 出 f(0) = 0, f(2) = 3, 然而 f(oo) 只 有 当 你 考虑 


Jim f(z) 时 才 有 意义 . 该 极限 值 为 1, 因 


为 y= 1 为 函数 了 的 水 平 渐 近 线 . 函数 的 


最 大 值 点 出 现在 x = 2, 函数 值 为 3, 所 以 xz = 2 是 该 函数 的 全 局 最 大 值 . 函数 的 最 
小 值 出 现在 x =0 这 点 , 所 以 z = 0 是 该 函数 的 全 局 最 小 值 . 右 端点 oo 并 没有 派 上 


用 场 . 


接 下 来 我 们 研究 函数 g，g(0) = 2, g(2) = 3, 但 这 次 需要 考虑 右 端点 的 极限 


Jim_ 9g(z) = 1. 最 大 值 依然 
最 大 值 . 最 小 值 又 为 多 少 呢 ? 这 个 值 


ce 是 全 局 最 小 值 呢 ? 当 
9 没有 全 局 最 小 值 ". 


然 不 是 ， 


现在 x =2 这 点 , 数值 为 3, 所 以 x =2 为 函数 的 全 局 
是 当 x 一 00 的 极限 值 


1. 那么 , 这 是 否 意味 着 


因为 oo 不 是 一 个 实 实在 在 存在 的 数 , 所 以 该 函数 


@ 另 一 方面 , 9 确定 有 一 个 全 局 下 确 界 . 这 一 概念 并 不 在 本 书 i 
于 实 变 函数 的 其 他 书籍 


解 范围 


之 内 , 如 想 深入 学 习 , 请 参阅 关 
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11.2 罗 尔 定理 


想象 你 正 开车 沿 着 高 速 公 路 行驶 . 我 看 到 你 在 一 家 加 


站 停 了 下 来 , 车 的 方向 


没有 改变 , 尽管 你 可 以 随时 改变 车 的 方向 . 过 了 一 会 儿 , 我 又 在 这 家 加 油 站 看 到 了 


你 , 但 在 中 间 这 段 时 间 没 有 看 到 
的 某 个 时 刻 , 你 的 车 速 为 零 . 


为 什么 我 对 这 个 结论 如 此 丰 


时 你 的 速度 一 直 为 零 . 如 果 你 离开 过 加 
站 . 那么 , 当 你 停止 前 进 开始 掉头 时 


则 不 可 能 又 回 到 加 ; 
定 停 下 来 过 , 哪怕 只 是 


它 的 速度 为 零 


已 经 前 后 改变 了 几 次 运动 方向 , 但 效果 是 相同 的 , 即 你 一 定 在 某 时 刻 停 下 来 过 . 
论 你 向 哪个 方向 走 , 你 可 能 停 下 来 过 很 多 次 ; 但 是 我 知道 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 


就 是 罗 尔 定理 %, 该 定理 陈述 如 下 . 


定 呢 ?首先 , 可 能 你 从 来 就 没有 离开 过 加 ; 


尔 做 什么 . 我 可 以 做 出 以 下 绪论 : 在 我 没有 看 到 你 


站 , 这 


个 道 


理 


I 站, 并 癌 前 走 , 那么 你 一 定 在 某 处 掉头 , 否 


, 会 出 现 什么 情况 ?你 一 


瞬间 ! 在 改变 方向 的 过 程 中 不 可 能 没有 停 下 来 过 . 这 同 我 
们 在 6.4.1 节 中 研究 过 的 上 抛 球 运动 是 


的 , 在 小 球 到 达 最 高 点 的 这 一 瞬间 ， 


罗 尔 定理 ”如 果 函 数 f 在 闭 


区 


间 [a,4] 内 连续 , 在 开 区 间 (a, 妨 内 可 导 . 如 
果 f(a) = f(b), 这 时 在 开 区 间 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 e 使 得 户 (e) = 0. 


在 上 述 的 运动 过 程 
时 刻 t 的 速度 . 时 


b 你 所 在 的 位 置 相同 一 都 是 在 加 


闻 a 和 5b 是 我 在 加 ; 


中 , 我 们 说 f(t) 是 汽车 在 时 刻 t 的 位 移 . 这 意味 着 f'(t) 是 你 在 
1 站 观察 的 时 刻 ; f(a) = f(0) 说 明 在 时 间 a 和 


就 不 是 可 导 的 了 , 比如 车 撞 到 
现在 让 我 们 考虑 罗 尔 定理 


@ 关于 罗 尔 定理 的 详细 证 明 请 参阅 附录 A 


图 11-5 


站 . 最 后 , c 是 你 停 下 来 的 时 间 , 因为 f(c) = 0. 
罗 尔 定理 告诉 我 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 我 不 知道 你 是 什么 时 候 停 下 来 的 ， 
有 看 到 , 但 是 我 确定 你 肯定 停 下 来 过 . (我 假定 你 的 车 的 运动 的 位 移 是 可 导 的 , 这 个 
假设 在 大 多 数 情况 下 都 很 合理 . 另 一 方面 , 如 果 你 考虑 撞车 的 情况 , 这 时 车 的 运动 


因为 我 没 


FPF 的 A.6.7 节 . 
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在 前 两 个 图 


中 , 仅仅 有 


在 的 数值 使 得 导数 为 零 , 这 是 可 以 的 ， 


办 为 罗 尔 定型 


们 看 一 些 不 能 应 用 罗 尔 定型 


在 上 边 三 个 图 像 中 , 导数 从 来 都 不 为 0. 这 并 不 影响 罗 尔 定理 
罗 尔 定理 的 要 求 . 在 第 一 个 图 像 中 , 函数 在 开 区 间 (a,5) 内 
像 出 现 了 尖 点 . 是 的 , 一 点 是 以 说 明 函 数 在 该 区 间 内 不 可 
b), 所 以 罗 尔 定型 
导 的 , 但 该 函数 在 闭 


图 
数 是 可 导 的 , 但 是 f(a) zz f( 


并 且 函 数 在 开 区 间 (a,5) 内 是 可 


常 函数 图 像 , 导数 一 直 为 零 . 这 说 明 c 可 以 是 a 和 5 之 间 
的 图 像 , 见 图 11-6. 


图 11-6 


个 可 能 的 数值 c 使 得 导数 为 零 . 在 第 三 个 图 中 , 有 三 个 潜 


说 至 少 有 一 个 . 第 
的 任何 值 . 接 下 来 , 让 我 


大 


? 


是 


不 可 导 的 ， 


Ey 


村 


2 三 a 这 点 ), 所 以 罗 尔 定理 依然 不 适用 . 
下 面 我 们 列举 一 个 罗 尔 定理 应 用 的 例子 . 假设 有 
于 所 有 的 x). 在 10.1.1 节 趾 


定理 配合 反 证 法 去 证 明 . 首 儿 


标 为 a 入 那么 则 有 
理 (我 们 已 经 知道 f 


a 和 5 之 间 一 定 存 有 有 


E 我 们 人 


f(a) = 
是 处 处 可 导 的 , 所 以 它 也 一 定 是 处 处 连续 
E 一 点 c 使 得 fr(c) = 0. 这 是 不 可 能 的 , 因 


f(0)= 芽 . 因 


段 设 f 不 满足 水 平 检验 法 , 那么 
平 线 , 我 们 设 为 y = 二 它 与 图 像 相交 两 次 或 更 多 . 假设 这 些 交 点 中 的 两 点 的 横 坐 
为 fa) = f(), 所 以 我 们 可 以 用 罗 尔 定 
的 ). 这 个 定理 说 明 在 


所 以 该 函数 满足 水 平 线 检验 法 . 


四 个 图 像 为 


为 它们 都 不 满足 
因为 在 s 点 
. 中间 那个 图 像 , 郴 
EE 不 适用 .在 右 侧 的 图 中 , f(a) = f(2) 
区 间 [a,0| 内 不 是 连续 的 (在 


个 函数 了 满足 f(z) > 0( 对 
FP, 我 们 断言 该 函数 一 定 满足 水 平 线 检验 法 . 我 们 用 罗 尔 


定 会 有 


条 水 


为 f(x) 一直 是 正 的 ! 


现在 我 们 看 一 个 更 难 一 点 的 例子 . 假设 对 于 所 有 实数 z, 函数 f 的 二 次 导数 处 


处 存在 并 大 于 零 . 这 次 的 问 


题 是 


题 之 前 , 我 们 是 考虑 二 次 导 交 


两 个 交点 意味 着 什么 ? 你 能 


角 , 我 们 的 问题 是 证 明 交 点 的 
事实 上 , 关键 的 思路 是 : 
设 有 两 个 以 | 


有 


着 找到 三 个 交点 的 情况 . 请 不 要 在 这 上 面 ; 


个 数 不 能 超过 两 个 . 
妇 


恨 费 太 多 的 时 间 ， 


FE 明 函数 与 x 轴 至 多 有 两 个 交点 .在 玫 


F 始 解决 问 


相 


DN 


象 


个 二 次 导数 大 于 夫 
的 函数 与 z 轴 没 有 交点 吗 ? 或 者 只 有 一个 交点 ? 两 个 交点 ? 如 果 你 能 想象 得 到 , 斌 


因为 这 是 不 可 能 的 . 的 


I 果 超 过 两 个 交点 , 就 是 说 至 少 有 三 个 交点 . 我 们 假 
上 的 交点 , 则 至 少 有 三 个 交点 , 它们 中 的 三 个 为 wb 和 ec 并且 < < c. 


因为 它们 都 为 > 轴 的 截 距 , 所 以 有 f(a) = f(b) = flc) = 0. 在 闭 区 间 [ac 内 我 们 


应 用 罗 尔 定理 , 因为 该 函数 在 闭 区 间 内 处 处 连续 , 开 区 间 内 处 处 可 导 , 所 以 一 定 有 
一 点 了 在 开 区 间 (a,b) 内 使 得 fr(p) = 0. 我 为 什么 要 用 p 呢 ? 因为 ec 已 经 用 过 了 ! 
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接 下 来 我 们 看 闭 区 间 [b, a 内 , 再 一 次 地 ， 
区 间 (b,c) 内 一 定 存在 一 点 9 使 得 f(g) = 


那么 让 我 们 在 闭 


区 间 [p,q] 中 使 用 罗 尔 定型 


知道 fr(p) = f(gq) = 0, 所 以 根据 罗 尔 定理 , 可 以 说 在 (p,q) 区 间 内 有 一 点 


(f)'(7) = 0 等 一 下 (f)' 就 是 二 次 导数 六 所 以 我 人 


因为 f(5) = Fo, 根据 罗 尔 定理 在 开 
0. 请 不 要 态 记 , 我 们 已 经 有 f'(p) = 0. 
,这 次 我 们 考虑 函数 的 导 函 数 .我 们 


4% 旦 


史 每 


门 可 以 说 在 


区 间 (p,q) 有 一 


点 7 使 得 六 (>) = 0. 这 是 一 个 很 大 的 问题 , 因为 我 们 已 经 假设 它 的 二 次 导数 大 于 


零 . 则 我 们 假设 该 


隙 数 与 和 引 


超过 两 个 , 这 样 这 个 问题 就 解决 了 . 


顺便 说 一 下 , 对 于 z 轴 
的 函数 ? 如 果 没 有 找到 , 请 校 验 f(z) = xz? 十 C, 其 


假设 你 开始 了 另 一 段 旅行 , 在 两 个 小 时 之 内 行驶 了 100 英 


自 吐 


11.3 中 值 定 


E 为 0,1 和 2 的 所 有 x, 你 是 否 


找 至 


PC 分 别 为 正 


理 


的 交点 个 数 大 于 2 是 错误 的 , 也 就 是 说 交点 个 数 不 能 


1 了 满足 f(x) >0 


数 、 零 或 负数 . 


英里 /小 时 . 这 3 


英里 . 现在 我 有 个 


答案 


当然 你 可 能 会 


不 是 说 你 在 整个 行驶 的 过 程 中 每 个 小 时 行驶 的 速度 都 准 胡 
问题 , 你 的 速度 会 在 行驶 的 某 一 时 刻 正好 为 
是 : 是 的 . 即使 你 在 开始 的 第 一 个 小 时 速度 为 45 英里 / 
55 英里 /小 时 , 这 就 是 说 在 从 低速 到 高 速 的 过 程 中 你 不 得 不 加 
某 一 时 刻 , 你 的 速度 为 50 英里 每 小 时 . 这 是 不 可 i 
你 的 平均 速度 为 50 英 


50 


速 


避免 的 ! 不 管 你 的 旅程 妇 
/小 时 , 那么 至 少 会 在 某 一 时 刻 的 速度 为 50 英里 /小 时 ? 
在 中 间 很 多 时 刻 的 速度 为 50 英里 /小 时 , 或 者 你 的 速度 一 直 都 是 50 
英里 /小 时 . 这 就 引出 了 中 值 定理 . 


EE, 平均 速度 为 50 
上 地 为 50 
英里 /小 时 吗 ? 

小 时 , 第 二 小 时 为 
, 在 这 个 过 程 中 的 
1 何 , 如 果 


个 


么 在 开 


驻 间 ( 


中 值 定理 ”假设 函数 f 在 闭 


区 间 [中 内 连续 


, 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 . 那 


内 至 少 有 一点 c 使得: 
ns 


这 看 起 来 有 点 儿 奇 怪 , 但 实际 上 很 合 
始 和 结束 的 时 刻 分 别 为 c 和 6, 那么 你 的 3 


里 . 假设 f(t) 是 你 在 时 刻写 的 位 移 , 你 开 
F 均 速度 为 多 少 ? 你 的 位 移 为 


f (5) fla), 


用 的 时 间 为 5 一 a, 所 以 上 述 等 式 的 右边 为 你 的 平均 速度 . 另外 , 7(c) 是 你 在 时 刻 c 
的 即时 速度 . 中 值 定理 说 明 , 在 你 的 整个 行程 中 至 少 会 有 这 样 的 一 个 时 刻 。 使 得 你 
的 即时 速度 等 于 平均 速度 


让 我 们 看 这 利 


情况 的 图 像 . 假设 函数 图 像 如 图 


11-7 所 示 . 


一 次 地 , 所 有 这 些 都 合理 地 假设 了 你 的 汽车 的 运动 是 可 导 的 ! 


11.3 中 值 定 理 
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图 11-7 


连接 (o, f(o)) 和 (6, (0)) 两 点 的 虚线 侧 率 为 了 二 了 四 ,根据 中 值 定理 ,一 定 


至 少 存在 一 条 斜率 与 虚线 斜率 相同 的 切线 ; 也 就 是 说 至 少 会 有 
行 的 . 在 上 述 图 像 中 , 实际 上 有 两 条 切线 与 虚线 是 3 
和 ci. 两 条 切线 的 任何 一 条 都 满足 该 定理 . 


条 切线 与 虚线 是 平 


F 行 的 , 它们 的 横 坐 标 分 别 为 co 


中 值 定理 与 罗 尔 定理 看 起 来 很 相似 . 实际 上 , 满足 这 两 个 定理 的 条 件 几 乎 是 相 


同 的 ， 在 两 个 定理 中 , 都 要 求 在 闭 区 间 [a,8] 内 连续 , 开 


尔 定理 要 求 f(a) = f(b), 中 值 定 理 却 没 有 做 这 个 要 求 . 实际 上 , 假设 函数 了 满足 


f(a) = f(b), 对 其 应 用 中 值 定 理 , 很 


区 


间 (a,5) 内 可 导 . 但 罗 


显然 f(a) -f(b5) = 0, 也 就 是 说 在 开 区 间 (a,5) 


内 有 一 点 < 使 得 f'(c) = 0. 所 以 中 值 定 纪 


下 面 让 我 们 看 一 些 如 
e 十 1 = 二 0 这 个 方程 有 
可 以 试 试 . 另 一 个 方法 是 
用 中 值 定理 , 这 是 可 行 的 ， 
值 定理 , 可 以 说 在 闭 区 间 


0, 1] 


个 解 ? 一 个 方法 是 可 以 使 
用 中 值 定理 , 我 建议 你 对 函数 f(z) = em 
因为 该 函数 在 其 定义 域内 是 处 处 连续 并 可 导 的 . 根据 中 
内 至 少 存在 一 点 c 满足 (ce) = 


里 可 以 推导 出 罗 尔 定理 . 


我 们 需要 求 f(x), 用 链 式 求 导 法 则 ， 
12 名 
变 为 2cec 二 5 


eo 


1—0 


可 应 用 这 个 定理 的 例子 . 第 一 个 例子 是 如 何 证 明 2ze* - 
日 介 值 定理 (参照 5.1.4 市 ), 你 


在 区 间 [0, 1] 内 


~ f(0) 
一 人 那么 


你 应 该 可 以 证 明 (x) = 2ze”, 这 样 上 述 方程 


一 个 解 . 


这 儿 有 个 难 一 点 的 例子 . 假设 有 这 样 一 个 函数 , 对 于 所 有 


二 e 一 1， 这 样 得 到 2cec -e+l = 0, 完成 了 我 们 要 证 明 
2zer -e+1= 0 至少 有 一 个 解 的 要 求 . 事实 上 , 我 们 也 证 明了 在 0 与 1 之 间 存 在 


的 实数 x 处 处 可 导 并 


且 jz) >4 问题 是 如 何 证 明 这 个 函数 y = f(z) 的 图 像 与 线性 函数 y= 3z 一 2 最 


个 六 


多 只 有 
究竟 该 怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 


仆 交 点 . 试 一 下 , 看 看 你 是 否 可 以 在 阅读 下 段 文字 
有 实 上 , 这 同 我 们 上 一 市 


前 目 己 找 到 答案 . 
中 的 罗 尔 定理 的 例子 很 


相似 ， 首先 , 如 果 点 (zx,y) 是 同时 满足 函数 y = f(z) 和 线性 函数 y = 3x 一 2 的 


点 , 那么 我 们 一 定 会 有 f(x) 


其 横 坐 标 分 别 为 和 Ma < 吕 ). 


37x 一 2. 六 
只 满足 交点 的 x. 依然 用 反 证 法 , 我 们 假设 交点 不 4 


FE 意 这 个 方程 对 于 大 多 数 z 并 不 成 立 ! 它 
一个. 选取 其 中 的 两 个 交点 , 设 
于 它们 是 交点 , 这 样 我 们 知道 f(a) = 34 一 2 和 


© 


so 
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f(5) = 30 一 2,， 又 因为 该 函数 对 了 


F 所 有 实数 都 处 处 可 导 并 连续 , 根据 中 值 定型 


在 


区 间 (a, b) 内 一 定 有 -点 e 使 得 1(9 = 了 二 9; 代入 lo) = 34 一 2 和 


(0) 一 35 一 2 可 得 站 (9 = 名 -人 一 人 3 外 二 全 一 3. 这 不 可 能 正确 , 基 
为 对 于 所 有 we fa) > 4 所 以 最 多 只 能 有 一 个 交点 
这 样 我 们 就 完成 了 这 个 证 明 , 你 可 能 会 考虑 这 样 的 函数 应 该 还 有 其 他 的 交点 


让 我 1 


且 f(t) > 4, 说 明 你 在 任意 时 刻 


问题 是 你 不 能 与 4 车 相遇 的 次 数 超过 1 次 . 假设 你 们 相遇 超过 1 次 ， 


门 用 一 个 实际 的 例子 来 说 明 问 题 . 想象 一 辆 车 4 了 
进 , 它 的 开始 位 移 为 -2, 那么 它 在 任意 时 刻 t 的 位 移 表 
车 前 进 (注意 你 与 4 车 的 运动 方向 是 相同 的 ), 在 任意 时 刻 tf 


的 速度 永远 大 于 4 英里 /小 时 . 所 以 所 需要 说 明 的 


E 以 3 英里 /小 时 的 速度 前 
达 式 为 3t 


一 2. 假设 你 也 了] 
的 位 移 是 /的 , 并 


为 4 车 的 


大 


速度 恒 为 3 英里 /小 时 , 如 果 相 遇 超 过 1 次 那么 说 明 你 至 少 在 某 一 时 刻 的 速度 为 3 


< 


关 

话 , 它 就 很 有 意义 ! 

中 值 定理 的 应 用 
我 


/小 时 . 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 你 的 速度 


那么 这 个 函数 一 定 为 常 函数 . 尽管 这 是 个 显而易见 的 问题 , 但 却 很 值得 证 明 . 下 面 


让 我 们 用 中 值 定理 去 i 

(1) 假设 函数 了 在 开 区 间 (a， 
图 像 是 水 平 的 . 事实 上 , 很 显然 ， 
呢 ? 首 先 在 该 区 间 内 固定 一 点 5， 
值 定理 可 以 说 , 好 
我 们 已 经 假设 函数 的 导数 


E 明 三 个 关于 导数 的 有 用 的 事实 . 
b) 内 的 任意 一 点 的 导数 都 为 零 , 这 说 明 该 函数 的 


直 都 大 于 4. 如 果 你 这 村 


思考 本 例 的 


门 已 经 讨论 了 很 多 关于 导数 的 问题 . 比如 说 如 果 一 个 函数 的 导数 一 直 为 零 ， 


该 函 


数 在 这 个 


间 


区 


后 三 


2 


f"'(0) 


或 


区 间 内 的 函数 有 f(z) = C, 所 以 该 函数 为 


刘 
让 


内 是 常 函 数 . 那么 怎 柱 
区 间 内 取 一 点 z(z 不 同 于 5), 根据 中 
E x 和 5 之 间 一 定 存在 一 点 c 满足 f'(c) = 
直 为 零 , 这 说 明 fr(Q) 


去 证 明 


/四 一 FS) 


因为 


也 一 定 为 零 . 所 以 上 述 方程 变 为 
_ EA = 0, 这 说 明 f(z) = f(5). 如 果 设 C = f(5), 那么 对 于 所 有 大 
函数 . 于 是 我 们 有 这 样 的 结论 ， 


如 果 
间 (a,5) 内 为 常 函数 . 


对 于 在 定义 域 (a,5) 内 的 所 有 zx, 都 有 


万 (z) = 0, 尺 


bh 么 函数 f 在 开 区 


事实 上 , 在 10.2.2 节 中 我 们 已 经 使 
Z, 如 果 f(x) = sin-1(x) 十 cos-1(z), 那么 f(x) = 0, 我 们 可 
于 f(0) = r/2, 我 们 得 到 : 对 于 所 有 在 开 区 间 (一 1, 1) 
(z+) = 7/2. 
(2) 假设 两 个 可 导 函 数 有 相同 的 导数 , 那么 它们 


该 区 间 内 为 常 函数 , 事实 上 ， 
内 的 xz 都 有 sin-1(z) + cos- 


可 
安 只 | 


Fs 
完全 


有 必 相同 , 可 能 


用 过 这 个 结论 . 对 了 


二 


E 开 


驻 间 (一 1, 1) 内 的 所 有 


以 得 出 结论 , 函数 f 在 


的 函数 表达 式 是 相同 的 吗 ? 没 


个 常数 不 同 . 例如 : 函数 f(x) = z2 逢 


lg(z) = xz2+1 


二 次 导数 及 图 像 


函数 处 处 有 相同 的 导数 吗 


11.4 
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有 相同 的 导数 2z, 但 很 明显 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 函数 . 还 有 其 他 的 方法 使 这 两 个 
? 答案 是 否定 的 , 常数 不 同 是 唯一 的 方法 . 


如 果 对 于 任意 实数 z 者 


BP 有 f(z)=g'(x), 那么 有 f(z)=g(x) 十 C(C 为 常数 ). 


g (zr) 并且 h(xz) = f(x) 一 g(z). 我 们 对 等 式 两 端 同时 求 导 , 有 
0, 所 以 h 为 常数 , 也 就 是 对 于 常数 C 而 


f(zx) = g(x) 十 C. 函数 了 


事实 表明 , 使 用 上 述 的 第 1 条 很 容易 证 明 这 个 结论 . 


腿 设 对 于 所 有 zx, f(x) = 


Wz) = f (2)— 9 (7) = 


言 , h(x) = C, 这 说 明 f(z) 一 g(x)=0 即 


和 9 的 差 的 确 只 为 一 个 常数 . 这 个 结论 对 于 我 们 后 面 章节 


的 积分 学 习 将 是 非常 有 


则 


AI 


有 f(a) < f(b)， 换 句 
你 从 左 向 右 看 时 , 此 


于 所 有 zx, 有 f(x)>0 并 
常数 。 便 得 让 (QO = 一 下 ,也 就 是 说 JW) 一 fo) = O00) 
并 且 5-a > 0, 所 以 等 式 的 右边 为 正 , 这 样 我 们 有 f() 一 f(a) > 0 


用 的 . 
(3) 如 果 函 数 的 导 函 数 一 直 为 正 , 那么 该 函数 为 增 函 数 . 也 就 


是 说 如 果 a < bb， 


话说 , 在 图 像 上 任 取 两 点 , 那么 左边 的 点 一 定 低 于 右边 的 . 


a <b. 根据 中 值 定理 


| 线 一 点 点 变 高 . 为 什么 这 样 呢 ? 让 我 们 来 证 


明 一 下 , 假设 对 


开 


广 间 (ob) 内 至 少 存在 一 个 


因为 P(o) >0 
因此 f(b) > f(a). 


所 以 该 函数 的 确 为 增 函 数 . 相反 , 如 果 对 于 所 有 zx, 了 (zx) < 0, 那么 这 样 的 函数 一 定 
为 减 函 数 ; 也 就 是 说 如 果 a <。b, 则 有 f(a) > f(b). 证 明 的 方法 是 基本 一 样 的 . 


11.4 


到 目前 为 止 , 我 们 


度 , 实际 上 它 有 更 广泛 的 应 


二 次 导数 及 图 像 


直 没 有 讨论 过 二 次 导数 . 我 们 仅仅 用 二 次 导数 定义 了 加 速 
用 , 它 可 以 告诉 你 许多 关于 函数 图 像 的 应 用 . 例如 , 假设 


羡 数 的 二 次 导数 f(z) > 0 对 于 所 有 在 开 区 间 (a,5) 内 的 z 都 成 立 . 如 果 我 们 把 二 


次 导数 看 做 一 次 导数 的 导数 , 二 次 导数 可 以 写 为 ( 户 )/(z) > 0, 也 就 是 说 一 次 导 函 数 


直 为 增 函 数 . 


那 又 怎么 样 呢 ? 如 果 你 知道 一 次 导 函 数 为 增 函 数 , 也 就 是 说 它 的 图 像 会 变 得 越 


来 越 “ 陡 峭 ”, 图 11-8 向 


我 们 展示 了 这 种 情况 : 


把 这 个 图 像 想 象 为 上 山下 山 的 情景 . 在 zx = a 


的 右 侧 附近 , 登山 人 很 轻松 自 
区 域 , 很 容易 走 . 在 逐渐 接近 c 点 的 过 程 中 , 路 面 
变 得 越 来 越 水 平 , 直至 到 达 c 点 , 路面 
要 的 是 , 在 从 c 点 到 点 的 过 程 中 ， 


如 , 斜率 为 负 , 是 下 山 


| 会 
A 


完全 水 平 . 


市 


由 于 斜率 是 增 


加 的 , 所 以 坡度 会 越 来 越 陡 , 路 会 越 来 越 不 好 走 . 这 


就 是 二 次 导数 f(z) > 0 


我 们 需要 用 数学 的 术语 去 描述 上 述 的 图 


给 我 们 的 暗示 . 


图 11-8 
像 . 如 果 函 数 的 斜率 在 某 段 区 间 (a,5) 
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内 为 增 函 数 或 者 说 它 的 二 
那么 我 们 说 该 函数 的 图 像 的 开 


例子 : 


这 些 图像 的 形状 都 像 碗 . 注意 仅仅 通过 y”(x) > 0 我 们 无 法 判断 一 次 导数 的 正 负 . 
像 的 一 次 导数 为 负 的 ; 最 右边 的 一 次 导数 为 正 的 ; 最 无 


例如 上 述 图 像 的 中 间 两 个 图 


次 导数 在 该 段 区 间 内 是 永远 大 于 零 


ES 


图 11-9 


边 的 一 次 导数 由 负 到 正 . 


零 的 ( 设 二 


次 导数 存在 )， 
是 向 上 四 的 .图 11-9 是 一 些 开 口 向 上 的 


图 像 的 


如 果 二 次 导数 f"(z) 为 负 , 那么 情况 会 是 怎样 呢 ? 同上 述 的 情况 恰恰 相反 . 它 
的 图 像 的 形状 都 像 开口 向 下 的 碗 ， 如 果 在 某 段 区 间 内 函数 的 二 次 导数 一 直 为 负 ®， 
那么 就 说 这 个 图 像 是 开口 向 下 的 .图 11-10 是 一 些 在 定义 域内 开口 向 下 的 图 像 的 
例子 . 
图 11-10 
在 这 些 图 像 中 , 函数 的 导 函 数 都 为 减 函数 ， 也 就 是 
说 如 果 你 把 这 看 成 是 上 山 , 那么 上 坡 会 越 来 越 平坦 ; 
如 果 看 做 下 山 , 山坡 会 越 来 越 陡峭 (你 是 从 左 向 右 
登山 的 ) 
当然 凹凸 性 并 不 是 每 一 个 地 方 都 是 一 样 的 , 它 
， 可 能 会 改变 . 
如 图 11-11 所 示 , 在 x = c 点 的 左边 , 图 像 是 开 
口 向 下 的 ; 而 在 xz = c 点 的 右边 , 图 像 是 开口 向 上 
的 . 这 时 , 我 们 说 c 点 为 函数 的 拐点 , 因为 函数 在 c 
点 改变 了 它 的 四 凸 性 . 
关于 拐点 的 几 点 说 明 
在 上 述 图 像 中 , 我 们 说 在 e 点 的 左边 二 次 导数 小 于 零 , 在 < 点 的 右边 二 次 导数 
@ 如 果 你 记 不 清 哪 一 个 是 向 上 , 哪 一 个 是 向 下 的 , 那么 下 面 这 些 同 韵 词 也 许 能 帮助 你 : 杯 状 
样 ， 向 上 ; 皱眉 相 ， 向 下 . 


大 于 零 . 那么 在 c 点 的 二 次 导数 是 怎样 的 呢 ? 它 肯定 为 0, 因 


么 优 和 
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为 所 有 的 一 切 都 是 那 


及 平滑 . 总 的 来 说 , 如 果 c 点 为 拐点 , 那么 在 < 点 的 两 侧 的 二 次 导数 的 符号 
一 定 是 相反 的 . 假设 当 x 接近 于 e 点 时 J7(z) 闻 


定 存在 , 那么 必 有 以 下 的 结论 : 


如 果 z=c 的 点 是 该 函数 的 抛 点 , 那么 则 有 f(o) 


0. 


但 是 , 男 一 方面 , 如 采 


f"(c) = 0, 那么 


AN 


] 能 是 也 可 能 不 是 拐点 ! 也 就 是 说 : 


如 果 大 (9 =0, 那么 < 点 不 一 定 总 是 函 


数 了 的 拐点 . 


例如 , 假设 函数 f(x) 
12z2. 当 z=0 时 ， 它 


二 z4, 男 


的 二 次 导数 逐渐 消失 ， 


是 拐点 吗 ? 答案 当然 是 否定 的 . 


从 图 


另 一 方面 , 如 果 你 想 找 拐点 , 你 的 确 应 i 
, 然后 我 们 在 逐一 校 验 . 例如 , 假设 f(x) = sin(z), 那么 f(z) = cos(z)， 


小 寻找 范 转 


人 么 它 的 一 次 导 


图 11-12 为 i 
像 中 可 以 看 出 函数 在 其 定义 域内 都 是 开口 向 上 的 ; 所 
以 在 z = 0 这 点 该 函数 并 没有 改变 它 的 四 吓 
尽管 17(0) = 0,z= 0 这 点 并 不 是 它 的 拐点 . 


| 


数 为 f(z) = 473, 二 次 导数 为 f(z) 
因为 17(0) = 12(0)2 = 0. 那么 z=0 还 


去 函 数 图 像 : 


图 11-12 


性 . 也 就 是 说 


玄 找 导数 为 零 的 点 , 这 样 做 至 少 可 以 缩 


f(z) = 一 sin(z). 当 z 的 值 为 的 整数 倍 时 , 该 函数 的 二 次 导数 为 零 . 我 们 将 注意 


11.5 ”对 于 导数 为 


上 述 的 定理 应 月 
一 点 使 得 fr(c) = 0. 我 们 除了 可 以 说 c 点 是 函数 了 的 | 


现在 我 们 把 


力 集中 在 当 xz = 0 时 , 函数 的 
一 sin(0) = 0, x ==0 是 拐点 


f" (0) 
图 11-13. 


图 像 是 怎样 的 . 此 时 ， 
吗 ? 让 我 们 看 看 


是 的 , z = 0 是 拐点 , 因为 图 像 从 0 左 端的 开口 


向 上 到 0, 右 端的 开口 向 下 . 注意 在 x = 0 点 的 切 
线 通过 函数 y = sin(z). 这 点 是 个 典型 的 拐点 , 因为 
它 的 图 像 分 别 在 图 像 的 上 方 和 下 方 
零点 的 分 类 
上 到 实际 中 去 . 假设 有 这 样 一 个 函数 /其 中 有 这 样 
界 点 ,还 可 以 说 什么 呢 ? 


事实 证 明 , 这 仅仅 有 三 种 可 能 性 : 


该 点 可 能 为 


局部 最 大 值 点 ; 也 可 能 为 局 部 最 小 值 


点 ; 也 可 能 为 水 平 拐点 (也 就 是 说 这 点 不 仅 是 拐点 , 通过 该 点 的 切线 也 是 水 平 的 %. 


(对 于 所 有 接近 于 c 


的 z 来 说 , f(x) 也 可 能 是 党 
最 大 值 也 是 局 部 最 小 值 .) 图 11-14 是 一 些 | 


EF- 述 例子 


数 , 但 如 果 这 样 的 话 , c 就 既是 
的 图 像 . 


局 部 


@ 另 一 种 可 能 性 是 在 临界 值 附近 的 凹凸 性 是 很 难 定义 的 . 例如 f(z) = z4 sin(1/z) 这 个 函数 , 当 x 趋 


于 临界 点 0 时 , 二 次 导数 的 符号 大 幅 振荡 , 所 以 凹凸 性 也 在 不 停 变 化 ! 


| 
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C C C C 
局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-14 


在 每 一 种 情况 下 , 切线 都 是 水 平 的 , 如 果 你 只 知道 J(c) = 0, 那么 你 只 能 得 
这 个 结论 . 那么 怎样 才能 判断 是 上 图 中 的 哪 种 情况 呢 ? 有 两 个 方法 , 第 一 个 方法 
我 们 用 一 次 导数 ; 第 二 个 方法 我 们 用 三 阶 导数 . 当 你 用 一 次 导数 时 , 要 观察 在 z= c 
两 侧 的 一 阶 导 数 的 符号 (是 正 还 是 负 ). 男 一 方面 , 当 你 使 用 二 阶 导数 的 时 候 , 同样 
也 要 考虑 在 z = e 点 时 的 二 阶 导数 的 符号 . 下 面 我 将 详细 介绍 这 两 个 方法 . 
11.5.1 一 次 导数 的 应 用 


我 们 再 次 看 上 边 的 图 像 , 但 这 次 在 z = e 点 两 侧 画 一 些 切 线 , 如 图 11-15 所 示 . 


图 11-15 


在 第 一 个 图 像 中 , x = e 点 为 局 部 最 大 值 . c 点 的 左 侧 , 图 像 的 斜率 为 正 的 , 也 就 是 说 
在 那 一 部 分 该 函数 为 增 函 数 (参照 11.3.1 节 ). 另 一 方面 , 在 c 点 的 右 侧 , 图 像 的 斜 
率 为 负 的, 也 就 是 说 在 那 一 部 分 函数 为 减 函数 . 很 清楚 , 如 果 在 茶 一 点 的 导数 为 零 ， 
在 该 点 的 左 侧 斜 率 为 正 , 右 侧 斜率 为 负 , 那么 , 这 样 的 点 为 函数 的 局 部 最 大 值 点 . 
对 于 第 二 个 函数 图 像 , 情况 恰恰 相反 . 如 果 某 点 的 导数 为 零 , 从 这 点 的 左 到 右 
函数 的 斜率 由 负 到 正 , 那么 这 样 的 点 就 是 局 部 最 小 值 点 . 在 第 三 个 图 像 中 , 除 c 点 
外 , 斜率 一 直 为 正 ; 在 第 四 个 图 中 , 除 e 点 外 , 斜率 一 直 为 负 . 以 上 两 个 图 像 中 的 c 
点 均 为 拐点 (c 点 两 侧 的 导数 的 斜率 并 没有 改变 ). 

下 面 是 通过 观察 得 出 的 总 结 . 假设 fr(c) = 0, 这 时 我 们 有 : 

。 如 果 从 无 到 右 通 过 c 点 , 一 次 导数 了 (z) 的 符号 由 正 到 负 发 生变 化 , 那么 c 
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点 为 局 部 最 大 值 点 . 
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。 如 采 从 无 到 右 通过 e 点 , 一 次 导数 了 (z) 的 符号 没有 发 生变 化 , 那么 e 点 为 


点 为 局 部 最 小 值 点 . 
水 平 拐点 . 
例如 函数 f(x) = 23, 那么 它 的 导数 为 f(z) = 3z2. 


于 当 x =0 时 的 导数 为 


零 , 所 以 我 们 说 z = 0 一 定 是 
底 是 哪 一 个 呢 ? 因为 当 x 关 0 时 , 导 函 数 


节 也 会 看 到 该 函数 图 像 ) 


检验 并 相信 这 一 点 ! ) 我 们 在 求 方程 
通过 重新 整理 , 得 到 In(z) = -1, 两 边 同时 取 寡 , 得 
到 z =e-! = 二 这 是 只 需要 考虑 的 点 , 那么 它 会 
是 哪 种 类 型 的 临界 点 呢 ? 

让 我 们 看 Pr(z) = In(z)+1 在 zx 接近 于 1/e 附近 
的 符号 . 最 简单 的 方式 是 快速 绘制 导 函 数 y = f7(z) 
的 图 像 . 我 们 可 以 通过 把 In(z) 的 图 像 向 上 平移 一 


个 单位 而 得 到 . 图 11-16 就 是 这 样 得 到 的 . 
y=f(D=7 In(J) 


从 图 


到 正 ， 这 说 明 该 点 为 


os 到 jd/ = (1/0) mn(1/e) = 
lIn(1/e) = In(e-!) = — ln(e) 
图 11-17 点 (1/e, -1/e) 有 


正如 你 所 看 到 的 一 样 , 我 们 并 不 知道 完整 的 函数 图 


绘制 完整 的 函数 图 像 . 
11.5.2 ”二 阶 导 数 的 应 用 


让 我 们 再 次 看 一 下 刚才 满足 f(c) = 0 的 四 种 函数 图 像 , 如 
想象 J”(c) > 0, 从 11.4 节 中 我 们 知道 这 样 的 函数 y = f(z) 的 图 像 在 c 点 
像 只 有 第 二 个 满足 条 件 , 这 时 在 c 点 是 
向 下 的 , 是 上 述 图 像 的 第 一 个 , 此 时 c 点 为 局 部 最 大 


向 上 的 . 上 述 图 
f"(c) < 0, 那么 图 像 就 是 开 
值 点 . 


局 部 最 大 值 , 局 部 最 小 值 或 水 平 拐点 中 的 一 点 . 它 到 
直 为 正 , 则 从 无 


已 粮 


名 而 通过 z=0 时 ， 可 
的 符号 不 发 生变 化 , 所 以 该 点 一 定 为 拐点 . 你 可 以 画 函 数 图 像 校 验 一 下 (在 11.5.2 


男 一 个 例子 , 如 果 设 f(z) = zln(z), 那么 函数 f 的 局 部 最 大 值 , 局 部 最 小 值 和 水 


平 拐点 又 会 出 现在 哪里 昵 ? 首先 我 们 可 以 使 用 乘法 规则 去 求 导 f(x) = In(z)+4 


1( 请 


图 


像 中 可 以 看 出 在 x = 1/e 上 


f(x) = 0 的 解 . 那么 方程 f(x) = In(z)+1= 0. 


11-16 


的 两 侧 导 函数 由 负 


局 部 最 小 值 点 。 那么 在 该 点 


的 函数 值 又 为 多 少 呢 ? 把 x = 1/e 代入 原 函 数 得 
一 1/e. 


我 们 注意 到 
一 1, 所 以 该 函数 在 


局 部 最 小 值 . 如 图 11-17 所 示 . 
像 , 在 12.3.2 节 中 我 将 介绍 如 何 


图 11-18 所 示 . 


附近 是 开 


局 部 最 小 值 


. 同样 地 , 如 果 
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局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 
图 11-18 


水 平 拐点 


是 在 上 述 四 种 情况 的 任意 一 种 ! 例如 ， 假设 ja )= 7 Sl ) = 那么 了 r(x) 
372, 所 以 (0) = 0. 接 下 来 我 们 用 它 的 二 次 导数 去 对 这 个 临界 


fr(z) = 6z, 则 有 f”(0) = 0. 


另外 一 方面 , 图 数 g 又 是 怎样 呢 ? 在 11.4.1 市 


中 我 们 已 经 求 得 


点 进行 分 类 . 因为 


g(xz) = 4z3, 所 


以 g(0) = 0. x = 0 又 是 一 种 什么 样 的 临界 点 呢 ? 让 我 们 用 二 次 导数 来 校 验 一 下 ， 


gz) = 12z2 所 以 g*(0) = 0 


在 两 种 情况 下 , 在 临界 点 x = 0 的 二 次 导数 都 为 零 . 从 图 


冰 数 了 在 0 点 是 拐点 , 但 函数 g 在 0 点 是 局 


局部 最 小 值 点 . 


11-19 中 可 以 看 出 


y=/(D = y=9(D)=7! 
图 11-19 

所 以 使 用 二 次 导数 是 无 法 区 分 这 两 种 情况 的 . 当 二 次 导数 为 零 的 时 候 , 你 好 像 在 一 

个 黑 瞳 的 屋子 里 紧 闭 双眼 . 你 无 法 判断 究竟 是 局 部 最 大 值 还 是 局 部 最 小 值 还 是 水 


平 拐点 . 那么 下 面 是 一 些 总 结 . 设 P(o) = 0, 则 有 : 


。 如果 六 (ce) < 0, 那么 z=e 的 点 为 局 部 最 大 值 点 . 


。 如果 f"(c) > 0, 那么 z=e 的 点 为 局 部 最 小 值 点 . 


。 如果 J"(c) = 0, 那么 无 法 判断 发 生 了 什么 ! 需要 用 到 上 


数 测试 法 . 


当然 , 一 次 导数 测试 法 更 适用 , 尽管 它 比 较 麻 烦 . 它 在 任何 情况 下 都 可 以 使 


像 二 次 导数 有 局 限 性 .尽管 如 此 ,下面 是 一 个 两 种 测试 的 方法 都 可 以 使 用 的 例子 . 
1 


假设 函数 f(z) = zln(z), 这 是 上 一 节 中 使 


有 过 的 例子 . 我 们 已 经 


一 次 导数 测试 法 


,而 不 
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发 现 1/e 是 该 函数 的 局 部 最 小 值 . 让 我 们 用 二 次 导数 的 方法 再 测试 一 下 . 

首先 , 通过 回忆 , 我 们 知道 它 的 一 次 导数 为 f(z) = In(z) 十 1, 所 以 (1/e) = 0. 
很 容易 求 出 它 的 二 次 导数 为 f(x) = 1/z, 那么 当 x = 1/e 时 , 我 们 得 到 f"(e) = e， 
是 个 大 于 零 的 数 . 所 以 该 函数 在 x = 1/e 的 凹凸 性 为 开口 向 上 的 , 就 像 一 个 碗 的 形 
状 一 样 . 根据 上 述 结论 可 以 说 x = 1/e 的 确 为 局 部 最 小 值 点 . 
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现在 到 了 该 介绍 如 何 给 已 知 函数 y 绘制 函数 图 像 y = f(z) 了 . 当 我们 绘制 函 
数 图 像 时 , 我 们 并 没有 要 绘制 完美 无 缺 的 函数 图 像 , 我 们 的 目的 是 要 把 函数 的 主要 
特性 体现 出 来 . 的 确 , 我 们 可 以 使 用 已 经 掌握 的 微 积分 知识 去 解决 这 个 问题 : 比如 
用 极限 的 知识 去 找 渐 近 线 ; 用 一 次 导数 的 知识 去 找 极 大 值 和 极 小 值 ; 用 二 次 导数 去 
找 函 数 的 凹凸 性 . 以 下 是 我 要 讲解 的 知识 点 ; 

。 绘制 符号 表格 的 有 用 的 技巧 ; 

。 如 何 用 一 般 的 方法 去 绘制 函数 图 像 ; 

。 应 用 该 方法 的 五 个 例子 . 


12.1 怎样 建立 符号 表格 


段 设 你 想 绘 制 y = f(z) 的 函数 图 像 . 对 于 任意 的 x 值 , 它 所 对 应 的 函数 值 可 
能 为 正 , 也 可 能 为 负 , 也 可 能 为 零 , 也 可 能 在 该 点 没有 意义 . 幸运 的 是 , 如 果 该 函数 
除了 一 些 固定 点 之 外 都 是 连续 的 , 那么 我 们 就 能 找到 它 的 零点 以 及 不 连续 的 点 , 通 
过 使 用 符号 表格 就 可 以 很 容易 地 看 出 函数 的 哪里 为 正 哪里 为 负 了 . 
下 面 我 将 通过 实例 来 说 明 如 何 使 用 符号 表格 . 以 递增 的 顺序 列举 出 
的 点 以 及 不 连续 的 点 . 例如 : 如 果 

(z— 3)(z—1) 


那么 , 使 函数 值 为 零 的 点 的 横 坐 标 值 分 别 为 3 和 1, 不 连续 的 点 的 横 坐 标 为 0 和 
一 2. 按 递 增 的 | 3 


Pk 
| 


全 


》 


贰 序 排列 是 -2, 0, 1 3. 现在 让 我 们 绘制 一 个 三 行 多 列 的 表格 , 前 两 
行 分 别 为 zx 和 f(x); 第 三 行 目前 是 空白 . 接 下 来 我 们 把 刚才 列举 出 来 的 零点 值 以 


及 不 连续 的 值 填 入 表格 的 第 一 行 中 , 注意 每 个 数 的 左右 都 要 有 空格 . 请 看 图 12-1. 
ba 一 2 0 1 地 
f(x) 
图 12-1 


下 面 我 们 填充 第 二 行 , 函数 值 为 零 的 位 置 直接 填 零 , 不 连续 的 位 置 用 星 号 填写 , 得 
到 图 12-2. 
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f(z) 大 大 0 0 


接 下 来 处 理 第 一 行 的 空格 部 分 . 在 任 两 个 数字 之 间 的 空格 选取 这 两 个 数字 之 间 的 
任意 你 喜欢 的 数字 , 别 筷 了 第 一 个 格 和 最 后 一 个 格 都 要 填写 . 在 这 个 例子 中 , 第 一 
个 格子 我 选 的 是 3; 一 2 和 0 之 间 我 选 的 是 -1, 等 等 . 请 看 图 12-3. 


1 
了 一 3 一 2 汪汪 0 3 1 2 3 4 
f(z) 大 大 0 0 
图 12-3 


对 于 第 一 个 格子 你 可 以 选 -4 而 不 是 -3, 0 和 1 之 间 你 也 可 以 选 1/3 而 不 是 1/2 
一 一 这 没有 任何 的 不 同 . 我 们 可 以 选 在 这 两 个 特别 的 数 之 间 的 任意 数 . 下 面 是 去 判 
断 我 们 所 选 的 数 所 对 应 的 函数 值 的 正 负 . 例如 当 x = -3 时 ， 
(-3— 3)(-3— 1)? 32 

人 (3)3(-342) 9 
根据 计算 结果 我 们 在 -3 的 下 面 填写 一 个 减 号 . 实际 上 我 们 没有 必要 人 
数值 , 因为 我 们 不 怎么 关心 f(-3) 的 值 , 而 只 关心 它 的 正 负 . 我 们 通过 判断 每 一 
因 式 的 正 负 去 判断 整个 算式 的 正 负 . 特别 是 , 当 z = -3 时 , (x 一 3) 为 负 , (x 一 站 
为 正 (必然 为 正 , 因为 这 是 个 平方 表达 式 ! ), z3 为 负 , (z 十 2) 也 为 负 . 这 样 , 我 们 的 
结果 是 : 


二 


EN 
人 JJ 
所 以 -3) 为 负 . 下 面 我 们 对 每 一 个 数据 做 同样 的 分 析 , 然后 如 图 12-4 所 示 填 表格 . 
人 一 3 一 2 一 1 0 1 2 3 
2 
f(z) 二 大 十 大 一 0 一 0 十 
图 12-4 


问题 的 关键 点 不 是 J(-3) 为 负 , 而 是 f(z) 对 于 所 有 的 = < -2 者 为 负 , 数 -3 仅 
仅 是 (-o0, -2) 中 所 有 数据 的 一 个 代表 , 一 个 样本 ，f(-3) 的 正 负 决 定 了 该 函数 在 
(00, 一 2) 区 间 内 的 正 负 . 类 似 地 , (一 1) 是 正 的 , 那么 f(z) 在 (-2,0) 的 整个 区 间 内 
是 下 的 这 样 的 表格 给 了 我 们 关于 这 个 国 数 y ”Ja) 的 很 多 信息 我 们 将 在 1233 
中 有 更 多 的 介绍 
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下 面 是 另 一 个 例子 . 假设 函数 
jz) = 7 (7 — 5)°. 
我 们 在 10.1.4 节 中 已 经 见 过 这 个 函数 了 . 我 们 再 用 符号 表格 来 仔细 分 析 这 个 函数 . 
该 函数 的 零点 只 有 z =0 和 z =5, 但 没有 不 连续 的 点 . 所 以 关键 点 为 0 和 5. 接 下 
来 我 们 填 表 . 在 0 之 前 我 选 -1 0 和 5 之 间 我 选 2; 5 之 后 我 选 6. 则 图 12-5 如 下 . 
ba —1|10 2 5 6 
f(z) 0 0 


图 12-5 

下 边 是 我 在 -1, 2 和 6 点 得 到 的 符号 : 

。 当 z= 一 1 的 时 候 , x 和 (zx 一 5) 都 为 负 . 因此 f(-]) 为 (-)?(-)3= (+)(-) = 

(— 

。 当 z==2 的 时 候 , z 为 正 , (z 一 5) 为 负 . 因此 f(2) 为 (二 )2( 一 )3, 仍然 为 负 . 

。 当 z=6 的 时 候 , x 和 (x 一 5) 都 为 正 . 因此 f(6) 为 (+)2(+)3 = (+). 
上 述 表 格 将 帮助 我 们 在 12.3.3 节 中 绘制 y = f(x) 的 图 像 . 下 面 让 我 们 看 看 如 
何 制 作 一 次 导数 和 二 次 导数 的 符号 表格 . 
12.1.1 ”制作 一 次 导数 的 符号 表格 
在 11.3.1 节 中 我 们 已 经 知道 了 一 次 导数 对 于 函数 的 重要 性 . 无 论 什么 情况 下 ， 
要 导数 为 正 ， 函 数 就 为 增 函 数 ; 导数 为 负 , 函数 为 减 函 数 ; 导数 为 零 ， 函数 有 局 
部 最 大 值 或 最 小 值 或 水 平 拐点 .一 个 符号 表格 能 对 上 边 的 复杂 情况 做 一 个 简单 的 
总 结 . 


和 


方法 同 刚才 的 符号 的 表格 中 所 用 方法 是 一 样 的 . 只 是 现在 是 应 用 在 f(z) 上 
唯一 的 另 一 个 不 同 是 , 当 PP(z) 为 堆 时 ,我 们 在 第 三 行 画 一 条 小 水 平 横 线 ; 当 Pa 
大 于 零 时 , 我 们 画 一 条 斜率 向 上 的 斜 线 ; 当 了 (x) 小 于 零 时 , 我 们 画 一 条 斜率 向 下 的 

我 将 用 刚才 的 例子 f(z) = z?(z - 5)3 展示 如 何 使 用 这 个 表格 . 在 10.1.4 节 中 
我 们 已 经 计算 了 jz) = 5zx(z 一 5)?(x 一 2)( 如 果 你 不 想 翻 回去 看 , 可 以 自己 重新 计 
算 一 下 ! ). 通过 这 个 表达 式 可 以 看 出 当 z =0, z =2 或 xz =5 时 f(x) = 0. 让 我 们 
选 一 下 它们 之 间 的 关键 点 : 小 于 零 的 点 我 们 选 -1; 0 和 2 之 间 的 点 我 们 选 1; 2 和 
5 之 间 我 们 选 3; 最 后 , 大 于 5 的 点 选 6. 这 样 , 就 有 图 12.6 了 . 

也 一 | 0 1 2 3 5 6 
f(z) 0 0 0 


图 12-6 


12.1 


怎样 建立 符号 表格 
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接 下 来 我 们 要 选 F(x) 在 我 们 选 的 这 些 点 上 的 符号 . 例如 , 当 x = -1 时 , 5z 为 负 ， 


(z 一 5) 为 负 , (x 一 2) 也 为 负 


方法 可 以 得 到 其 余 几 点 的 正 负 , 我 把 这 个 人 


,所 以 (1) 的 符号 为 (-)(-)2(-) = (+). 用 同样 的 
E 务 留 给 你 . 这 样 我 们 有 图 12-7. 
省 一 工 0 1 2 3 5 6 
f(z) | #0 | | 0 0 [+ 
-ll = | 7 
图 12-7 


注意 我 在 第 3 行 怎样 画 


画 线 的 : 当 了 (zx) 为 了 


FE 时 (+), 我 们 画 的 是 斜率 向 上 的 线 ; (一 ) 


为 斜率 向 下 的 线 ; 0 时 是 水 平 的 线 . 这 样 我 们 马上 就 可 以 知道 当 z <0 和 >z >2 时 上 


为 增 函 数 ; 当 0< z <2 时 , 了 为 减 函数 . 上 i 
部 最 小 值 , z =5 为 水 平 拐点 . 我 


2 =2 为 局 
去 绘制 函数 


图 像 y= f(z). 


表格 也 可 以 看 
门 在 12.3.3 节 


bh x=0 为 


局 部 最 大 值 


提示 : 表格 中 的 第 3 行 仅仅 是 指 
是 让 我 们 明 


同 它 完 全 一 致 . 表格 中 的 信 
减 函数 , 哪些 区 间 为 水 平 的 . 


/DA 


| 


12.1.2 ”制作 二 次 导数 的 表格 


导 你 如 何 绘 第 


在 哪些 区 间 函 数 为 ] 


中 将 展示 如 何 月 


日 这 个 表格 


1 函数 图 像 , 六 


不 是 说 该 函数 图 像 


消 函 数 ,哪些 


区 间 为 


在 11.4 节 中 我 们 已 经 看 到 了 二 次 导数 的 重要 性 (回顾 一 下 11.4 节 ). 当 二 次 导 
数 为 正 时 , 图 像 的 开口 是 向 上 的 ; 为 负 时 , 图 像 是 开口 向 下 的 ; 为 零 时 , 可 能 会 有 一 
个 拐点 , 但 不 一 定 . 二 次 导数 的 表格 会 告诉 我 们 这 些 信 息 . 

方法 同一 次 导数 或 函数 是 一 样 的 , 区 别 是 第 3 行 要 用 开口 向 上 和 开口 向 下 来 
表示 . 当 符 号 为 正 (+) 时 , 我 们 用 一 个 开口 向 上 的 抛物 线 来 表示 ; 当 符 号 为 负 (一 ) 
时 , 用 一 个 开口 向 下 的 抛物 线 来 表示 ; 为 零 时 , 用 点 来 表示 . 


比如 刚才 的 例子 f(z) = 


x2(z 一 5)3 


5z(Z 一 5)2(z 一 2) 对 这 个 昨 


有 求 导 , 我 们 将 > 和 (zx 


5(z 一 5)?(zx? 一 2z). 接 下 来 ， 


f(z) =5( — 


我 


门 用 导数 乘法 规则 ， 
x (2(z —5))+ (xz — 5)*(2z 一 2)). 


27) 


日 
出 公 因 


5) 并 重新 整理 ， 


我 们 可 
们 可 以 把 


六 (x) 完全 地 因 


我 们 得 到 f(x) = 10(x 
以 使 用 二 次 函数 的 公式 去 求 222 - gz + 5 = 0 的 解 , 解 为 2 士 了 V6， 所 以 我 
式 分 解 为 


,我 们 已 经 知道 它 的 


全 
日 


在 二 


2) 
得 到 : 


5)(222 


次 导数 为 f(x) = 
起 , 得 到 f(z) = 


8z 十 5). 实际 上 


r=20 (0- (0-35)) (e- (2+3v6)) -5 


这 说 明 当 z = 2 一 3V6, 2 =2+ 了 V6 和 z= 5 时 , J”(z) 的 值 


f”(z) 的 图 12-8. 


零 , 那么 我 们 做 


© 
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z 上 V5 2 十 3V5 5 
f” (7) 0 0 0 
图 12-8 
= > 个 > 丰台 已 示 计 涤 且 生性 FE 浑 ， 
现在 , 我 们 要 填写 空白 处 ， 如 果 我 们 能 知道 2 土 >V6 的 值 将 是 一 件 非 常 好 的 事情 


3 1 
2 一 二 二 二 
2 2 


和 2-1=1 之 间 , 同班 


1 a 
可 说 明 2+ 了 V6 是 在 2+1=3 和 2 十 


所 以 让 我 们 试 试 不 用 计算 器 去 估算 这 个 数值 . 我 们 可 以 发 现 V6 是 在 2 
(因为 6 是 在 4 和 9 之 间 ), 所 以 5V6 是 在 1 和 3/2 之 间 ， 这 说 明 2 - 了 V6 是 在 


3 


所 以 小 于 2 一 了 V6 的 部 分 我 们 选 0; 2 一 了 V6 和 2+ 了 V6 之 间 我 们 选 2; 


和 5 之 间 我 们 选 4; 最 后 大 于 5 的 部 分 我 们 选 6. 这 样 , 有 图 12-9. 
也 0 2— 3V6 2 2+ 3V6 4 5 6 
f"(z) 一 0 十 0 一 0 | 二 

图 12-9 


想 地 看 到 当 2- 了 V6 < 


或 2+ 2V6 <z <5 时 , 图像 是 开 向 下 的 . 这 三 个 使 二 次 导数 为 零 的 点 2 
因为 在 这 些 点 的 左右 两 侧 的 凹凸 性 


2+ 了 V6 和 5 都 为 拐点 ， 


1 i 
7 <2+3V6 或 z >5 时 ， 


5 = 


和 3 之 间 


1 
33 之 加 . 
1 


E 2+3V6 


请 确信 你 同意 上 表 中 我 所 填写 的 所 有 符号 是 正确 的 . 例如 当 xz = 0 时 , f(z) 的 三 
个 因 式 都 是 负 的 , 所 以 乘积 也 是 负 的 . 请 注意 在 第 三 行 我 绘制 了 小 抛物 线 . 可 以 很 清 
图 像 是 开口 向 上 的 . 当 z < 2- V6 


1 


我 们 在 12.3.3 节 中 将 继续 讨论 该 函数 
下 面 让 我 们 看 另 一 个 例子 , 假设 g(x) = z9 一 9z8, 很 容易 计算 出 该 函数 的 一 次 


3 和 z 


3V0, 


正好 是 相反 的 . 再 一 次 ， 


导 函 数 为 g (x) = 9z8 一 72z", 二 次 导 图 数 为 g”(z) =72z7 一 72 x7z6 = 72z6(z 一 7). 
8 为 这 些 点 的 


所 以 当 z =0 或 xz =7 时 %(z) 为 零 . 让 我 们 选 > = -1 >z 


中 间 点 . 我 把 证 明 %(-1) < 0, g”(3) <0 和 g”(8) > 0 的 人 


的 表格 如 图 12-10 所 示 


我 们 可 以 发 现 xz =0 并 不 是 抛 点 , 因为 在 x =0 的 两 侧 都 是 


zr |-110|3|7|8 
9 (7) 0 0 
图 12-10 


E 务 留 给 你 . 这样, g” (x) 


向 下 的 . 


为 一 方面 ， 
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zx =7 却 是 拐点 , 小 于 7 时 开口 向 下 , 大 于 7 时 


开口 向 上 . 


像 我 们 在 上 一 节 中 说 过 的 一 样 , 表格 中 的 第 三 行 仅仅 给 出 了 我 们 一 个 表格 的 大 


地 


概 走势 . 它 只 告诉 我 们 原来 的 图 像 在 哪里 是 开 


LH 
LU 7D 辽 


系 好 安全 带 .….… 


向 上 的 哪里 是 开口 向 下 的 , 不 能 给 


完全 准确 的 函数 图 像 . 这 就 是 为 什么 我 们 还 要 去 学 习 绘制 图 像 的 完全 的 方法 . 前 
边 介 绍 的 三 个 符号 表格 将 在 下 边 的 讲解 中 用 到 , 但 这 并 不 是 方法 的 全 部 . 现在 , 请 


12.2 ”绘制 函数 图 像 的 完全 方法 


下 边 是 如 何 绘制 函数 图 像 的 11 步 . 在 你 帮 


对 称 性 去 绘制 . 这 将 能 节省 好 多 时 间 . 
(2) y 轴 的 截 距 通过 设 > =0 来 求 y 轴 的 
图 像 上 . 


(3) x 轴 的 截 距 通过 设 y =0 来 求 x 轴 的 截 距 并 求解 z 有 时 会 有 很 大 的 困 
难 或 几乎 不 太 可 能 . 例如 : 如 果 要 因 式 分 解 一 个 最 高 项 度数 为 3 或 大 于 3 的 多 项 式 


F 始 绘制 图 像 前 , 请 先 画 好 坐标 轴 , 这 


样 你 能 把 收集 到 的 一 些 关 键 的 信息 标记 在 图 像 上 . 
(1) 对 称 性 ” 校 验 函数 的 奇偶 性 . 如 果 f(x) = f(z) 为 个 函 

一 f(z) 为 奇 函数 ; 如 果 两 个 都 不 满足 , 则 为 非 奇 非 偶 . 如 果 为 偶 函 类 

利用 函数 的 对 称 性 去 绘制 函数 图 像 . 我 们 只 绘制 z > 0 的 那 一 部 


数 
的 


; 如 果 f(x) = 
或 奇 函 数 , 则 可 
分 , 其 余部 分 利用 


荆 吐 


ti 
es 
对 


1 果 存 在 的 话 ) 并 把 它 标记 在 


将 是 一 件 很 困难 的 事情 . 你 不 得 不 费力 地 求解 出 一 个 根 , 然后 利用 多 项 式 的 除法 继 


续 因 式 分 解 , 并 在 图 像 的 坐标 轴 上 做 好 标记 . 


(4) 定义 域 求 出 函数 f 的 定义 域 . 如 果 定 义 域 在 f 的 定义 中 已 给 出 , 那 问题 


将 会 非常 简单 . 否则 就 需要 我 们 来 求解 定义 域 . 


记 住 , 分 母 一 定 要 大 于 零 ; 偶 次 根 号 


下 要 大 于 等 于 零 ; log 里 的 数 要 大 于 零 . 如 果 是 带 有 反 三 角 函 数 , 那 问题 就 更 复杂 化 
了 . 所 以 我 建议 你 知道 反 三 角 函 数 的 所 有 定义 域 . (例如 sine 的 反 函 数 的 定义 域 为 


-1, 车 .) 


(5) 垂直 渐 近 线 ”该 渐 近 线 通常 出 现在 分 母 为 零 的 位 置 (如 果 有 分 母 的 话 ! ). 


然 , 由 于 指数 因 式 可 能 也 会 存在 垂直 渐 近 线 . 忆 
直 渐 近 线 . 


青 注意 : 如 果 此 时 的 分 子 也 为 零 , 那 就 是 可 去 不 连续 点 ”而 不 是 垂直 渐 近 线 了 . 当 


E 你 的 图 像 上 用 垂直 的 虚线 来 表示 和 


(6) 函数 的 正 负 对 于 这 个 问题 , 像 12.1 节 描 述 的 那样 绘制 一 个 符号 表格 . 从 
点 


上 边 的 #3 中 我 们 知道 了 函数 的 零点 , 从 #4 和 


#5 中 知道 了 函数 的 不 连续 


该 表格 可 以 准确 地 告诉 你 该 函数 哪 段 在 z 轴 上 方 哪 段 在 xz 轴 下 方 . 


@ 例如 : 如 果 f(z) = (z? 一 3z 十 2)/(z 一 2), 通过 因 
f(x) = 工 一 1( 除 了 在 z=2 上 ,函数 人 没有 定义 ). 


式 分 解 , 分 子 变 为 (x 一 1)(z 一 2), 很 容易 发 现 
其 图 像 见 3.1 节 . 
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(7) 水 平 渐 近 线 ”通过 计算 lim f(z) 和 lim f(z) 来 求解 函数 的 水 平 浙 近 线 


即使 这 个 极限 为 3 
所 谓 的 “倾斜 ” 渐 近 线 . 不 管 怎 术 


以 便 提 醒 你 . 


在 


Hoo, 这 也 会 告诉 你 当 > 为 


# 如 果 有 水 平 渐 近 线 , 请 
E 水 平和 垂直 渐 近 线 周 围 选取 一 些 合适 的 点 去 计算 这 些 点 的 函数 值 


FE 负 无 穷 时 函数 的 走势 , 从 而 得 到 一 种 


并 把 这 些 点 填充 进 符号 表格 里 , 以 此 来 判断 函数 在 渐 近 线 


(8) 导数 的 正 负 


界 点 , 记 住 : 


现在 是 
临界 点 是 所 有 使 
的 那样 , 绘制 一 个 关于 一 次 导数 的 符号 表格 . 月 
何 时 为 减 函数 , 何 时 为 水 平 . 
(9) 最 大 值 和 最 小 值 从 | 


利 微 积分 


导数 为 零 


的 点 或 


图 像 


的 什么 位 置 . 


小 值 , 记 住 这 些 值 仅 仪 H 
2 的 值 代入 y = f(z), 求 出 对 应 的 函数 值 . 同时 不 要 忘记 把 这 些 点 标记 在 函数 


像 上 . 


(10) 二 次 导数 的 正 负 


行 说 明了 在 哪 段 区 站 

(11) 拐点 ”使 
一 定 为 零 , 并 在 该 点 的 丙 
将 其 代入 y = f(x) 来 求 
现在 , 使 用 所 有 你 收集 到 的 信息 


续 , 那 你 一 定 


F 面 的 符号 表格 中 , 你 能 找到 所 有 的 


找 出 二 次 导数 , 并 求 出 所 有 使 二 次 导数 为 零 的 或 不 存在 
.2 中 描述 的 那样 , 绘制 一 个 关于 二 次 导数 的 符号 表格 . 该 表格 的 第 三 


| 函数 的 


该 点 


口 是 


向 


上 的 , 哪 段 区 间 是 开 


于 每 一 个 拐点 , 你 都 需 


向 下 的 . 


一 定 会 帮助 


E 何 地 方 看 起 来 不 


中 标记 出 来 


知识 的 时 候 了 . 求 一 次 导数 , 找到 所 有 的 临 
像 12.1.1 中 讲解 
第 三 行 去 标记 该 函数 何 时 为 增 函 数 ， 


局 部 最 大 值 或 最 


图 


二 次 导数 的 符号 表格 去 寻找 拐点 ， 记 住 在 拐点 处 的 二 次 导 站 
侧 二 次 导数 的 符号 是 相反 的 . 对 
的 z 值 所 对 应 的 函数 值 , 并 把 这 些 点 标记 在 图 像 
去 完成 函数 图 像 的 绘制 . 如 果 人 外 
什么 地 方 出 错 了 ! 你 收集 到 的 所 有 的 这 些 信 息 


了 王 
x 


车 


尔 绘制 一 个 


j, 它 有 一 定 的 局 限 性 , 这 就 


全 使 用 上 述 


漂亮 的 函数 图 像 . 

顺便 提 一 下 , 对 于 第 九 步 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 , 你 也 可 以 用 二 次 导数 的 正 负 
来 校 验 一 下 (参照 11.5.2 节 ). 但 这 个 方法 有 时 并 不 适 
是 我 为 什么 绘制 一 次 导数 (zx) 的 符号 表格 . 

12.3 例 题 

我 们 首先 看 一 个 不 使 用 一 次 导数 和 二 次 导数 的 例子 , 接 下 来 再 看 完 
十 一 步 的 另外 四 个 例子 . 
12.3.1 一 个 不 使 用 导数 的 例子 

在 12.1 市 的 开始 , 我 们 有 这 样 一 个 函数 


f(z) = 


(7 — 3)(z— D> 


7z3(z + 2) 
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让 我 们 用 刚才 的 前 七 步 去 绘制 函数 图 像 : 


(1) 对 称 性 ”把 -x 而 不 是 z 代入 原 函 数 去 判断 奇偶 性 , 但 是 此 函数 比较 特别 ， 


BH 


为 该 函数 是 非 奇 非 偶 的 . 


轴 的 截 距 . 
(3) 在 x 轴 的 截 距 设置 y =0; 我 们 表 定 有 zx 


(2) 在 y 轴 的 截 距 设置 x =0; 该 函数 分 母 为 零 , 分 子 不 为 零 , 说 明 它 没有 y 


轴 的 截 距 为 1 和 3. 
(4) 定义 域 很 显然 , 该 函数 的 定义 域 为 不 能 为 
是 说 {zlz € R,zz0 有 zz2}. 


3 二 0 或 zy 一 1=0, 所 以 在 zx 


0 和 不 能 为 2 的 所 有 zx, 也 就 


(5) 垂直 渐 近 线 当 z=0 和 zz= 一 2 时 , 分母 都 趋 于 零 , 而 此 时 的 分 子 不 为 零 ， 


所 以 这 两 点 是 垂直 渐 近 线 . 


(6) 函数 的 正 负 ”我们 已 经 全 面 地 绘制 过 该 函数 的 符号 表格 , 知道 该 函数 在 


(-2,0) 和 (3, co) 为 正 ,， 其余 全 为 负 (请 注意 要 把 x 轴 截 距 和 垂直 渐 近 线 除外 ). 


出 


作为 参考 , 图 12-11 是 我 们 已 经 在 12.1 节 中 见 过 的 表格 . 
Vv 一 3 一 2 一 1 0 = 3 2 ei 4 
f(z) | 大 十 大 一 0 Pe 0 十 
图 12-11 
2 
平 渐 近 线 “我 们 需要 夫 求 1 (Zz —3)(z—1) (Tz—3)(z—1) 
(7) 水 平 渐 近 线 ”我 们 需要 去 求 Jim i 和 lim a 


的 极限 . 把 这 个 计算 这 两 个 极限 均 为 0 的 任务 留 给 你 去 完成 , (请 使 用 4.3 节 中 的 方 


法 .), 所 以 该 函数 的 双 侧 水 平 渐 近 线 为 y = 0. 


现在 让 我 们 画 函 数 图 像 , 让 我 们 把 我 们 知道 的 点 标记 在 图 12-12 上 . 


图 12-12 


两 条 水 平 渐 近 线 都 是 y =0. 在 左 侧 垂 直 渐 近 线 的 左 仙 


Cs 


, 图 像 是 在 x 轴 的 下 方 的 , 因 
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为 当 z < -2 时 函数 的 值 是 负 的 . 在 右 侧 垂 直 渐 近 线 的 右 侧 , 图 像 在 x 轴 的 上 方 , 因 
为 当 z >3 时 函数 的 值 是 正 的 (通过 符号 表格 看 得 出 来 .). 在 z = -2 的 垂直 渐 近 线 
的 右 侧 , 函数 为 正 . 在 其 左 侧 函数 则 为 负 . 我 们 可 以 用 同样 的 方式 来 分 析 z = 0( 也 
就 是 y 轴 ) 这 条 线 的 两 侧 的 函数 值 的 正 负 . 现在 我 们 来 考虑 在 x 轴 的 截 距 . 在 > =1 
点 函数 与 z 轴 相 切 , 因为 在 该 点 的 两 侧 函 数值 都 是 负 的 . 另 一 方面 , 在 为 一 点 x =3， 
函数 通过 x 轴 , 因为 在 该 点 两 侧 的 函数 值 的 正 负 是 相反 的 . 下 面 让 我 们 把 这 些小 段 
用 平滑 的 曲线 连接 起 来 , 从 而 得 到 图 12-13. 


(z—3)(z—1) 
Z3(Z 十 2) 


y= 


图 12-13 


这 是 一 个 非常 好 的 估 画 函数 图 像 的 方式 . 可 有 个 严重 的 问题 , 我 们 不 知道 局 部 最 大 
值 和 局 部 最 小 值 出 现 的 位 置 (除了 知道 在 x = 1 点 有 个 局 部 最 大 值 外 ). 当然 , 通过 
这 个 估 画 的 图 像 我 们 可 以 观察 出 来 , 在 x = -2 和 z =0 点 之 间 可 能 至 少 有 个 局 部 
最 小 值 ; 在 x =1 和 x =3 之 间 也 可 能 至 少 有 个 局 部 最 小 值 ; 在 x 大 于 3 的 点 可 能 
至 少 有 一 个 局 部 最 大 值 . 可 能 会 有 更 多 的 摆动 是 这 个 图 像 没 有 体现 出 来 的 , 也 是 我 
们 没有 发 现 的 . 如 果 不 用 导数 的 知识 , 我 们 将 不 能 解决 这 些 问题 . 

那么 为 什么 不 引入 导数 呢 ? 对 于 这 个 函数 , 实在 太 难 求解 了 ! 通过 计算 , 我 们 
得 出 导数 为 : 


， z4 十 10z3 - 11z2 - 16z 十 18 

f(z) = ZU 0 
实际 上 , 我 们 知道 z = 1 是 它 的 局 部 最 大 值 点 , 所 以 11(1) 应 该 为 零 . 代入 校 验 可 
知 当 x =1 时 , 分 子 确实 为 零 . 这 说 明 (zx-1) 确实 为 该 导数 分 子 的 一 个 因 式 , 通过 
做 一 个 长 长 的 多 项 式 的 除法 可 得 分 子 为 (z 一 1)( 一 x3 十 9x? 一 2z 一 18). 这 仍然 留 下 
个 三 次 方 需要 我 们 去 处 理 , 但 至 少 我 们 知道 这 个 三 次 方 最 多 有 三 个 解 . 这 说 明 除了 
Zz 二 1 外 ,最 多 还 有 另外 三 个 临界 点 . 特别 是 , 通过 图 像 可 以 看 出 这 个 函数 并 没有 太 
多 的 不 确定 点 , 仅仅 是 有 从 上 图 中 可 以 看 出 的 四 个 临界 点 . 

通过 二 次 导数 的 使 用 我 们 可 以 找到 该 函数 的 eh 向 下 的 区 

域 以 及 它 的 抛 点 . 但 是 这 个 函数 的 二 次 导数 的 计算 量 比 一 次 导数 还 要 大 . 男 一 方面 ， 


刁 
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当然 并 不 是 每 一 个 函数 都 有 这 么 大 的 计算 量 . 让 我 们 看 以 下 的 四 个 例子 , 并 用 这 十 


一 步 绘 秆 


12.3.2 


在 11.5.1 节 中 , 我 们 


| 完整 的 函数 图 像 . 
使 用 完全 方法 绘制 函数 图 像 : 例 1 
通过 计算 得 知 函 数 f(z) = zimn(z) 在 xz = 1/e 这 点 有 局 部 


最 小 值 . 现在 我 们 要 开始 画 它 的 函数 图 像 了 . 让 我 们 用 刚才 的 十 一 步 完 整地 把 函数 


f(z) 的 图 像 绘 制 出 来 : 


当 z 小 于 等 于 零 时 , 函数 没有 定义 域 , 所 以 一 定 不 是 偶 函 数 . 通过 


a ) 对 称 性 


观察 可 知 , 也 不 是 奇 函 数 , 所 以 为 非 奇 非 偶 . 
(2) y 轴 的 截 距 设 x = 0; 该 函数 在 


截 距 . 


(3) z 轴 的 截 距 设 y=0; 这 样 一 定 有 zx=0 或 In(z)=0. 不 可 能 有 z =0， 
在 z=0 处 没有 定义 ; 如 果 In(z) = 0, 那么 
因为 有 对 数 In(z) 为 


(4) 定义 域 
(5) 垂直 渐 近 线 


大 ( 趋 于 一 
侧 趋 于 原点 ). 
(6) 函数 的 正 负 


co). 所 以 


和 zz =2. 当 zxz= 


(7) 水 平 渐 近 线 ”我 们 仅仅 需要 考虑 im zln(z). 
需要 考虑 z 一 -co 的 极限 . 所 以 我 们 仅 
当 z 一 +eo 时 ,>z 和 ln(z) 都 趋 于 了 
一 次 导数 的 正 负 


(8) 


直 渐 近 线 . 让 我 们 校 验 一 


同 相 


f£, 因 


为 有 对 数 In(z) 为 因 


化 


Zz 二 1. 所 以 在 并 


0 点 没有 定义 , 所 以 没有 在 y 轴 的 


因为 


的 截 距 为 z = 1. 


天 


子 , 所 以 该 函数 的 定义 域 一 定 为 (0, +o0). 


: 


因为 i 


我 们 已 经 知道 


子 , 所 以 可 


全 
三 


能 在 x =0(y 轴 ) 


有 辫子 数 只 有 在 x >0 才 有 定义 域 , 所 以 我 们 只 
需要 考虑 它 的 右 极限 , 即 lim, zlIn(z). 实际 上 , 从 9.4.6 节 中 我 们 知道 它 的 极 
0 因为 当 z 从 0 的 右 侧 赵 子 0 


限 为 


的 时 候 (z 一 0+), 对 数 (logs) 缓慢 地 趋 于 负 的 无 穷 
该 函数 没有 垂直 渐 近 线 , 仅仅 在 原点 有 个 可 去 不 连 


车 续 点 


头 辟 


(从 石 


图 12-14. 


I 


<0 二 


jz) 


| DI 


大 0 | 十 


图 


12-14 


双 需 要 考虑 当 


该 函数 在 z 小 于 等 于 零 的 区 
的 , 与 z 轴 的 截 距 仅仅 有 一 点 是 z =1. 所 以 我 们 对 表 
1/2 时 , In(1/2) = -ln(2), 为 负 , 所 以 函数 的 符号 为 (-). 当 z=2 


时 , 很 容易 可 以 看 出 函数 的 符号 为 (+). 这 样 有 


格 的 空白 


又 域 是 没有 定义 域 
处 可 以 填写 x = 1/2 


由 于 函数 的 定义 域 , 所 以 不 


2Z 趋 ] 


| 


E 无 穷 时 函数 的 极限 . 


FE 无 穷 . 所 以 没有 水 平 渐 近 线 . 


通过 使 用 乘法 规则 可 以 得 出 f(x) = 


ln(z) 十 1( 在 11.5.1 


a 所 以 当 In(x) = 一 1, 即 x =e-!1=1/e 时 , 该 函数 的 导数 为 


即 f(x) = 0. 我 们 需要 在 x =0 和 x = 1/e 之 间 选 一 点 , 以 及 在 x >1/e 


区 间 也 
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E 的 . 这 相 


EE 然 是 负 的 ; 了 (1) = ln(1) 十 1, 是 了 


所 示 . 


吕 Ie l 哺 


10 
f(z) E 


\ 


12-15 


In(1/10) 十 1 = 一 In(10) 十 1, 很 
fF 我 们 就 有 f(x) 的 图 像 表格 如 


图 12-15 


(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”通过 上 边 的 表格 我 们 可 以 知道 , 仅仅 在 z = 1/e 点 有 局 
部 最 小 值 . 我 们 仅 需要 计算 出 y 值 , 把 x 的 值 代入 可 得 y = erimle-0) = -el = 


一 1/e. 所 以 局 部 最 小 值 的 坐标 为 (1/e, 一 1/e), 我 们 刀 
的 结论 . 
(10) 


人 
一 /人 -证 


数 的 正 负 


上 日 
A 


都 


口 同 上 的 . 

(11) 拐点 ”因为 f(x) = 1/z, 永远 不 可 和 
现在 , 让 我 们 把 这 11 条 都 汇聚 到 一 起 去 绘制 完整 的 
不 连续 点 ; 在 点 (1/e, -1/e) 有 一 个 局 部 最 小 值 点 ; 在 
或 垂直 渐 近 线 . 当 z <1 时 , 图 像 在 x 轴 的 下 方 ; 当 zx 


的 


E 11.5.1 节 吕 


函数 医 
作 和 有 
>1 时 , 图 


-的 堆 8 
像 在 加 


已 经 得 到 了 同样 


因为 f(z) = In(z) 十 1, 再 次 求 导 得 f(x) = 1/x. 
辫 数 f 的 定义 域 为 z >0, 所 以 对 于 相关 的 x, 可 知 f(z) > 0. 这 说 明 该 函数 


为 


Sik 


因 


个 可 取 


0 < zx < 1l/e 时 冰 数 为 减 函 数 ; 当 z > 1/e 时 为 增 函 数 ; j 


这 样 图 


像 肯 定 如 图 


12-16 所 示 . 


12-16 


它 比 11.5.1 节 中 的 图 


这 个 图 像 并 不 一 定 完全 准确 , 但 
得 到 的 信息 更 多 . 

12.3.3 例 2 

再 让 我 们 看 一 个 以 前 的 例子 : f(x) = z2(z 一 5)3， 


了 y= f(z) 的 大 概 的 函数 图 像 ; 我 们 刀 
和 二 次 导数 的 符号 表格 . 这 就 是 说 我 们 可 以 直接 


像 要 准 而 


4 


日 一 直 都 是 开口 向 -| 


E 10.1.4 节 中 , 我 们 已 经 绘 和 
E 12.1 节 中 也 已 经 绘制 了 该 函数 的 一 次 
刚才 的 方法 去 绘制 函数 图 像 了 : 


为 此 时 我 们 


所 
导数 
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(1) 对 称 性 ”如 果 你 用 (-z) 替换 zx, 可 得 f(x) = (-2z)?(-x 一 5)3 = 一 z2(z 十 
5)3. 既 不 是 f(x) 也 不 是 一 f(x), 所 以 该 函数 非 奇 非 偶 . 

(2) 9 轴 的 截 距 当 x =0 时 , 我 们 看 到 y = f(0) = 0. 所 以 在 y 轴 的 截 距 为 
y=0. 

(3) x 轴 的 截 距 如果 y =0, 则 肯定 有 xz? = 0 或 (zx 一 5)”=0, 所 以 在 x 轴 的 
截 距 为 z=0 或 z=5. 

(4) 定义 域 很 显然 , 对 于 所 有 z, f(z) 均 成 立 , 所 以 该 函数 的 定义 域 为 全 体 实 
数 及 . 

(5) 垂直 渐 近 线 ”因为 定义 域 为 全 体 实数 , 所 以 没有 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 根据 12.1 节 的 符号 表格 可 知 仅 当 x >5 时 函数 在 z 轴 上 方 . 
见 图 12-17. 


zr —1 0 2 5 6 
f(x) 0 0 
图 12-17 


(7) 水 平 渐 近 线 很 容易 可 以 求 出 下 列 极限 : lm 172 (7+—5) =o00 和 lim 22 
(z 一 5 = 一 00. 很 显然 , 当 x 一 co 时 , z2 和 (x 一 5)” 都 趋 于 无 穷 大 , 因此 它们 的 
乘积 也 趋 于 无 穷 大 ; 当 x 一 -co 时 , z2 趋 于 co 而 (zx 一 5)3 趋 于 -oo, 所 以 乘积 依 
然 趋 于 -co. 我 们 可 以 发 现 当 x 趋 于 负 的 无 穷 大 或 正 的 无 穷 大 时 , (z - 5) 的 数量 
值 很 接近 它 的 最 高 项 xz, 所 以 zx? (x 一 5)” 的 数量 值 很 接近 于 zx5 在 正 负 无 穷 方向 而 
不 是 原点 附近 . 

(8) 一 次 导数 的 正 负 在 12.1.1 节 中 我 们 已 经 绘制 了 该 函数 的 一 次 导数 符号 
格 , 见 图 12-18. 


外 
下 


ba —1] 0 1 2 3 5 6 
f’'(z) 十 0 一 0 0 十 
Re | le li 
图 12-18 
通过 表格 可 以 找到 函数 的 递增 区 间 , 递减 区 间 和 水 平 区 间 . 


(9) 最 大 值 和 最 小 值 ” 从 上 表格 中 可 以 看 出 : x = 0 为 局 部 最 大 值 点 ; x = 2 是 局 
部 最 小 值 点 ; z = 5 是 水 平 抛 点 . 现在 我 们 需要 去 计算 这 些 点 对 应 的 函数 值 . 通过 把 
这 些 z 值 代 入 f(x) = z2(z 一 5)3 可 得 : f(0) = 0; f(2) = (2)*(-3)3 = 一 108; /5) = 0. 
所 以 可 以 说 , 在 原点 有 局 部 最 大 值 ; 在 点 (2, -108) 是 局 部 最 小 值 点 ; 点 (5, 0) 是 水 
平 拐点 . 
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图 


在 12.1.2 节 中 , 我 们 已 经 绘制 了 二 次 导数 符号 表格 , 见 


I 
2+ 5V6 


十 


0 


Se 


图 


12- 


19 


通过 该 表格 , 我 们 可 以 找到 
次 导数 测试 法 去 找 极 值 . 因 


口 向 上 的 区 间 和 开口 向 
为 产 (0) < 0, 所 以 z =0 的 临界 点 为 局 部 最 大 值 点 . 又 


的 区 间 . 


(11) 拐点 “从 上 表 中 可 
拐点 . 


对 于 其 他 的 两 点 计算 量 会 比较 大 , 我 们 需要 


MA 


我 们 也 可 以 使 用 二 


J 以 判断 出 x 二 2-3V5z 到 243V6 和 z 二 5 为 该 函数 的 
事实 上 , 最 后 一 个 点 我 们 已 经 知道 了 . 第 九 步 已 经 说 明了 (5, 0) 点 为 水 平 拐点 . 
别 把 z=2 一 了 V6,z 一 2+ 了 V6 代入 


刀 


LH 


原 函 数 f(x) = z2(z 一 5)3. 不 笠 的 是 , 很 难 ; 


之 3 
(> 3v6] (3+ v6) .实际 上 ,如果 
的 事情 . 我 们 可 以 使 用 计算 器 去 计算 得 到 a 大 约 等 于 -45.3, 8 大 约 
器 不 可 能 给 出 一 个 像 a 或 9 这 样 的 无 理 
志 函 数 的 拐点 为 ( 2 = (> tv, 中 


并 不 是 个 容易 
等 于 -58.2. 但 这 些 仅仅 是 估算 ! 计 
准确 数值 . 无 论 怎样 , 我 们 都 可 以 说 i 
和 (5, 0). 


管 


五 - 


图 12-20 


注意 , 从 一 次 导数 的 符号 表格 中 可 以 看 出 ， 


结果 . 我 们 使 个 小 计谋 , 可 以 设 a 
1(2- 3v6 和 = 7 (2+3v5), 这 说 明 a = ( 


| 


已 它 乘 开 , 可 以 化 简 这 个 表达 式 , 但 是 这 


现在 ， 让 我 们 


数 的 


把 上 述 信 ， 


来 . 从 绘制 x 轴 和 


y 轴 截 距 


截 
最 大 值 在 原点 ; 局 
108); 水 平 拐点 在 ( 
@ 2 "中 和 
也 知道 当 z 一 co 日 


E 为 原点 , x 轴 截 距 为 0 用 


部 最 小 值 在 点 (2， 
5, 0); 非 水 平 扎 点 在 


(2 + 3V6, 外 我 们 


中 , y 一 00; z 一 一 co 


时 , y 一 一 00. 这 林 
段 


了 


E 损 点 (2-3v5) 处 的 斜率 为 负 , 在 


我 们 可 以 通过 一 小 


| 线 来 展示 一 下 , 就 得 到 图 12-20. 
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拐点 (2+ v6) 处 的 斜率 为 正 . 我 们 所 要 做 的 是 把 上 图 的 每 一 段 连 接 起 来 , 如 图 


12-21 所 示 . 


图 
同样 , 这 比 我 们 在 10.1.4 节 中 的 插图 要 更 准确 , 更 平滑 , 因为 它 也 体现 了 拐点 . 
12.3.4 例 3 


现在 , 让 我 们 绘制 y = f(z) 的 函数 图 像 , 其 中 f(x) = ze-37 /2. 

(1) 对 称 性 用 (-z) 代替 x, 我 们 得 到 -ze-sC-o /2 = -ze-3 712 一 一 Fz), 所 
以 该 函数 为 奇 函 数 . 这 样 问题 就 简单 了 , 我 们 仅仅 需要 绘制 x > 0 的 部 分 , 剩 下 的 
部 分 可 以 利用 对 称 性 去 得 到 . 

(2) y 轴 的 截 距 “ 当 z =0 时 ,y = 0e-3(0) /2 = 0. 所 以 在 y 轴 的 截 距 为 y= 0. 

(3) z 轴 的 截 距 当 y= 0 时 ,0 = ze-sz 02 所 以 z=0 或 er3r 102 = 0. 后 边 的 
方程 是 无 解 的 , 因为 指数 函数 永远 为 正 . 因此 在 x 轴 的 截 距 仅仅 有 一 点 , 为 x = 0. 
到 目前 为 止 , 我 们 所 知道 是 该 函数 为 奇 函 数 并 通过 坐标 轴 的 唯一 一 点 原点 . 

(4) 定义 域 很 明显 , z 等 于 任何 值 都 不 会 有 问题 , 则 该 函数 的 定义 域 为 全 体 
实数 . 这 个 函数 既 没 有 侦 次 根 的 形式 也 没有 对 数 的 情况 , 我 们 可 以 把 函数 写 为 y = 
a 分 母 不 会 为 0, 因为 指数 函数 一 直 为 正 . 所 以 定义 域 为 全 体 实数 RR. 

(5) 垂直 渐 近 线 ”没有 垂直 渐 近 线 , 因为 定义 域 为 全 体 实数 及. 

(6) 函数 的 正 负 我们 知道 使 函数 为 0 的 点 仅 有 一 点 , 就 是 当 x 也 为 0 时 . 这 


样 我 们 就 上 只 有 一 个 这 样 非常 简单 的 表格 , 如 图 12-22 所 示 . 
人 一 L1011 
jz)| 一 |10| 十 
图 12-22 


从 表格 中 可 以 看 出 ， 


由 


ZX >0 时 函数 为 正 , 当 x <0 时 函数 为 负 . 
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(7) 水 平 渐 近 线 为 求 水 平 渐 近 线 , 我 们 需要 求 lim 53 和 lim -7 极 
限 的 值 . 由 于 在 两 个 极限 值 中 3z2/2 都 是 一 个 很 大 的 正 数 , 又 是 以 。 为 底 , 所 以 分 
母 将 是 一 个 很 大 的 数 ， 因 为 指数 的 增长 速度 要 比 线性 关系 快 得 多 (参照 9.4.4 节 )， 
所 以 两 个 极限 的 结果 都 为 0. 这 样 , 两 端的 水 平 渐 近 线 都 是 y = 0. 

(8) 一 次 导数 的 正 负 现在 我 们 开始 求 导 . 通过 使 用 乘法 法 则 和 链 式 求 导 法 则 ， 


f'(z) = Z( 一 3z)e-3 /2 十 er-3z2/12 一 (1— 3z2)e-3z212 
该 导数 在 任何 一 点 都 有 意义 , 那么 什么 时 候 它 的 函数 值 才 为 零 呢 ? 因为 指数 永远 为 
正 , 所 以 仅 当 (1 一 3z?) 为 0 时, 它 才 为 0. 也 就 是 说 当 z = 1/V3 或 z= -1/V3 时 ， 
函数 值 才 为 零 . 让 我 们 选 -1, 0 和 1 点 填 入 表格 的 空白 处 , 这 样 , 关于 一 次 导数 的 


河 


符号 表格 就 如 图 12-23 所 示 . 
一 | 下 
we 一 5 0 5 1 
A | = 0 |+| 0 |= 
os dN 
图 12-23 


从 表格 中 可 以 看 出 , 当 -1/V3 < x < 1/V3 时 , 函数 为 增 函 数 , 其 余 区 间 为 减 函 
数 . 表格 中 第 三 行 的 图 像 走 势 同 我 们 在 第 一 步 中 所 得 到 的 结论 是 一 样 的 , 函数 为 奇 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 ” 从 刚才 的 表格 中 可 以 看 出 ,很 明显 ,x = 1/V3 对 应 的 是 局 
部 最 大 值 点 , z = 一 1/V3 所 对 应 的 点 为 局 部 最 小 值 点 . 这 样 我 们 余下 的 工作 仅仅 需 


汰 
这 此 的 信人 入 原画 数 当 = 1/v5 时 ,我 们 有 3 放生 


这 样 我 们 在 点 (1/V3, e-22/V3) 有 局 部 最 大 值 点 . 因为 函数 为 奇 函数 , 所 以 我 们 并 
不 需要 把 z = -1/V3 代入 , 但 依然 可 以 得 出 它 所 对 应 的 函数 值 , (-1/V3, -e-1/2/ 
V3) 为 该 函数 的 局 部 最 小 值 点 . 

(10) 二 次 导数 的 正 负 我们 不 得 不 继续 使 用 乘法 规则 和 链 式 求 导 法 则 去 对 它 
的 一 次 导数 求 导 , 可 得 : 

f° (x) = (1 — 322)(—37x)e 3 12 4 (—6r)e 3 /2 ~ 9z(z2 — 1)e-3z /2. 

了 一次, 因为 指数 永远 为 正 , 所 以 仅 当 x = 0 或 22 一 1 =0 时 , 也 就 是 说 当 x =0， 
2 二 1 或 z= 一 1 时 ,二 次 导数 才 为 零 . 这 样 , 我 们 就 有 图 12-24. 


1 


一 2 一 工 一 一 0 


0 十 


[Ne 
) Ii- 


f"(z) | 一 0 十 0 


他 — 
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=1/2 时 , 因子 9z 为 正 , 但 (x? we 又 因为 指数 


直 为 正 , 所 以 最 后 的 结 


导数 为 正 . 我 们 可 以 通过 奇 函数 的 对 


果 是 该 因 式 为 负 . 当 x =2 时 , 很 容易 看 出 二 
几 


称 性 去 得 出 z= -1/2 和 7z= -2 1 (因为 原 函 数 为 


函数 为 偶 函 数 , 它 的 二 次 导 函 数 为 奇 函 数 , 你 必须 要 仔细 地 考虑 
第 三 行 可 以 看 出 , 当 x < 一 1 或 0< x <1 时 , 函数 


的 图 像 是 开 


奇 函数 , 它 的 一 次 导 
Fe ee 从 


向 下 的 ; 当 z >1 或 


-1<2 <0 时 , 图 像 是 开口 向 上 的 . 顺便 说 一 下 , 请 注意 , 在 临界 点 x = 1/V3, 二 次 


导数 为 负 , 这 更 确定 了 我 们 在 该 点 有 局 部 最 大 值 的 结论 . 同样 ， 


导数 为 正 , 这 也 再 次 确认 了 在 该 点 有 局 部 
(11) 拐点 ”从 上 表 中 可 以 看 出 ,在 x 


最 小 值 . 


0,z=1 或 zx 


当 z= -1/V3, 二 次 


一 1] 这 些 点 时 , 函数 的 四 


凸 性 都 会 发 生变 化 . 所 以 这 些 点 都 是 函数 的 拐点 , 我 们 需要 做 的 仅仅 是 求 出 这 些 点 
对 应 的 函数 值 . 通过 把 这 些 点 代入 原 函 数 y = ze-3* /2 可 知 这 些 拐点 的 坐标 分 别 为 


(Le , (—1, ~e-3/2) 和 (0, 0). 
如 果 此 时 你 已 经 画 得 很 熟练 了 , 通过 
用 虚线 画 出 函数 大 致 的 走势 , 见 图 12-25. 


在 坐标 轴 的 可 


距 及 一 些 关 键 点 , 你 就 可 以 


在 上 图 中 , 我 们 可 以 看 出 : > 轴 和 y 轴 


图 12-25 


大 值 点 的 坐标 是 (1/V3, e-72/V3), 最 小 


的 坐标 为 (0, 0) 和 (1,e-3/2) , (一 | 
中 我 们 已 经 知道 了 函数 的 正 负 , 甚至 已 经 分 析 了 该 


的 截 距 都 在 原点 ; 水 平 渐 近 线 是 x 轴 ; 最 
直 点 的 坐标 是 (1/V3, -e-V2/V3); 拐点 


用 虚线 来 表示 的 )， 从 第 六 步 
函数 在 水 平 渐 近 线 附 近 的 走势， 
并 在 图 中 将 这 些 信息 全 部 表现 了 出 来 . 请 看 图 12-26, 我 们 已 把 上 图 中 的 虚线 连 好 . 
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该 图 像 确实 把 这 个 函数 的 关键 点 都 体现 了 出 来 . 


例 4 
我 们 再 举 


12.3.5 


个 例子 , 我 们 画 y = f(z) 的 图 像 , 这 次 函数 更 


复 芍 了 ， 


23 一 6z2 十 13z 一 8 


f(z) = 


(1) 对 称 性 


(2) y 轴 的 截 距 把 z=0 代 入 ， 
的 截 距 . 
(3) z 轴 的 截 距 


X73 一 622 十 13z 一 8 二 0. 这 是 


得 
可 


. 很 粳 糕 ! 
到 -8/0, 这 样 使 分 母 为 零 了 , 所 以 没有 2 负 


化 


6z2 — 13z 


用 (一 x) 代替 x, 得 到 (一 x3 
也 不 是 一 了 (zx), 所 以 该 函数 没有 对 称 性 


i 粒 
去 


8) / (一 z), 既 不 是 f(z) 


! 


现在 情况 开始 令 人 讨厌 了 . 我 们 需要 设置 
个 三 次 方程 , 所 以 
的 办 法 是 试 根 . 当 x =1 时 , 我 们 得 到 1 -6 


y 三 0， 这 意味 着 
因 式 分 解 可 能 会 有 些 麻 烦 . 最 好 
8 = 0. 很 幸运 , 第 一 次 就 成 功 


13 


六 运 ,入 
了 ! (基本 上 说 , 该 方程 的 根 只 能 为 -8 的 因子 , 所 以 如 果 士 1, 士 2, 士 4 和 
那 这 个 方程 在 整数 范围 内 将 无 法 因 式 分 解 , 避 ) 


4 况 将 非常 复杂 . 


8 不 适用 ， 
幸运 的 是 , 我 们 的 


初次 尝试 就 成 功 了 , 我 们 知道 (z 一 1) 为 它 的 一 个 因子 . 接 下 来 , 我 们 可 以 用 多 项 式 


的 除法 了 , 得 到 : 


rT—1)x3—672+137—8 


我 把 这 个 工作 留 给 你 去 做 , 计算 后 可 得 (z2 - 5z 十 8) 为 它 的 另 一 个 因子 .你 能 对 
这 个 二 次 函数 因 式 分 解 吗 ? 它 的 判别 式 为 (-5)” 一 4(8) = 7, 为 负 的 , 所 以 不 能 进 
行 因 式 分 解 . 这 样 我 们 有 (x3 一 6x? 十 13x 一 8) 


(Zz 一 1) (zx? 一 5z 十 8)， 因为 第 二 


个 因子 永远 为 正 , 所 以 在 x 轴 仅 有 的 截 距 为 x =1. 
(4) 定义 域 仪 存 的 问题 是 z=0, 所 以 定义 域 为 不 等 于 0 的 所 有 实数 , 即 R\{0}. 
(5) 垂直 渐 近 线 z = 0 为 垂直 渐 近 线 . 因 


= 


可 能 再 有 殿 


(6) 


f(z) = 


了 其 他 的 垂直 渐 近 线 了 , 因为 
函数 的 正 负 我 们 把 函数 写 为 
(2 — (2 -52+8) 


为 此 时 分 母 为 零 , 而 分 子 不 为 零 . 不 


E 其 他 位 置 函 数 都 有 定义 . 


在 z 轴 的 唯 


的 截 距 为 必 = 唯 


化 


的 不 连续 点 是 z=0, 这 样 , 我 们 有 图 12-27. 


x 一 工 


1 
Dy 二 
2 


1 | 2 


jz) 


0 


大 


te, 
Ed 


图 


12-27 


定 你 校 验 了 在 z= -1 z= 1/2 和 z=2 时 国 数 的 情况 .) 
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(7) 水 平 渐 近 线 ”考虑 下 列 两 个 极限 


x 3 Ag)2 
jm 23 一 6z2 十 13z 一 8 和 lim 也 67 二 3 
这 两 个 极限 可 以 被 号 为 


lim (一 -e+ 下) 和 lim (“0+13-3). 
TX—00 0 ~ 


很 明显 , 这 两 个 极限 的 结果 都 是 无 穷 大 , 所 以 没有 水 平 渐 近 线 . 另 一 方面 , 无 论 当 x 
趋 于 正 的 无 穷 大 或 负 的 无 穷 大 时 , 我 们 都 可 以 参照 2? 的 走势 . 所 以 当 z 一 十 co 时 ， 
该 函数 的 走势 都 非常 类 似 于 抛物 线 y = zx?. 尽管 到 目前 为 止 我 们 还 没有 求 导 , 但 我 
们 对 这 个 函数 已 经 知道 很 多 了 , 如 图 12-28 所 示 . 


图 12-28 


注意 , 我 们 用 函数 的 正 负 去 判断 图 像 在 垂直 渐 近 线 附 近 的 情况 . 尤其 是 , 当 zx 
从 比 0 小 的 方向 接近 于 0 时 , 函数 值 为 正 . 所 以 在 垂直 渐 近 线 的 左边 , 函数 趋 于 正 
无 穷 大 . 类 似 地 , 当 x 从 比 0 大 的 方向 接近 于 0 时 , 函数 值 为 负 , 这 说 明 在 垂直 渐 
近 线 的 右边 , 函数 趋 于 负 的 无 穷 大 . 
(8) 一 次 导数 的 正 负 ”我 们 使 用 已 经 对 f(x) 化 简 的 三 种 形式 : 
Fr 62+137-8 _ (rz- Dr -57+8) 2 3 


67 十 13 
我 们 需要 求 fr(z), 你 可 以 选任 何 一 种 形式 的 ftz) 去 求 导 . 我 用 第 二 种 形式 因为 
它 的 求 导 相对 简单 ,于 不 用 乘法 规则 也 不 用 除法 规则 , 这 样 有 1%) = 20 一 6+ 吉 


再 整理 一 下 , 得 pa) = i 何 时 导数 为 零 ? 何 时 导数 不 存在 呢 ? 


很 显然 , 当 xz =0 时 ， 导数 不 存在 另 一 方面 , 求 导数 为 零 的 点 , 会 有 一 些 计 算 量 . 如 
果 f(x) = 0, 我 们 肯定 有 2z3 一 6x? + 8 = 0, 我 们 又 遇 到 了 解 三 次 方程 . 同样 的 方 
法 , 先 试 z =1, 但 这 次 没有 那么 幸运 了 , z = 1 不 适用 . 再 试 x = -1 正好 适用 . 这 
样 我 们 可 以 做 多 项 式 的 除法 了 , 计算 后 可 得 2x3 一 6x? +8= 2(z 二 1H(z 一 2)?. 这 样 
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我 们 有 : 


2 1)(z — 2)? 
Ms 
所 以 ,可 得 在 z=0 点 不 可 导 , 当 z = -1 或 z=2 时 导数 为 零 现在 , 我 们 就 可 以 画 


一 次 导数 的 符号 表格 了 , 如 图 12-29 所 示 . 


这 一 2 一 | i 0 2 
f’' (zx) 0 十 大 十 0 十 
| | 让 全 | 区 
图 12-29 


认 你 校 验 了 该 表格 的 各 个 细节 ， 不管 怎样 , 从 表格 中 可 以 看 出 : 当 x > -1 
时 , 函数 为 增 函 数 (z =0 和 z =2 的 这 两 个 临界 点 除外 ); 当 z < 一 1 时 , 函数 为 减 
函数 . 
(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”3 通过 符号 表格 看 出 , x = -1 为 局 部 最 小 值 点 , x =2 为 
水 平 拐点 . 我 们 现在 要 求 对 应 的 y 值 ; 很 简单 , 可 以 求 出 f(-1) = 28 和 f(2) =1. 
所 以 点 (1, 28) 为 局 部 最 小 值 点 , 点 (2, 1) 为 水 平 拐点 . 
(10) 二 次 导数 的 正 负 从 上 表 中 可 以 看 出 x = 2 为 拐点 , 但 还 有 划 他 的 拐点 
吗 ?让 我 们 找 找 看 , 因为 f(x) = 2z-6+ 与 ， 历 以 我 们 有 f"(z) =2 已 人 ” 
所 以 z =0 的 点 是 二 次 导数 不 存在 的 点 , z3 - 8 = 0, 即 x =2 是 二 次 导数 为 零 的 点 . 
没有 其 他 的 拐点 了 , 下 面 让 我 们 绘制 它 的 符号 表格 , 如 图 12-30 所 示 . 


kt 


流 —1 0 1 2 3 
f(z) | 十 | > 0 
图 12-30 
从 图 像 中 可 以 看 出 , 当 xz >2 和 xz <0 时 , 图 像 是 开口 向 上 的 ; 当 0< x <2 时 ， 


图 像 是 开口 向 下 的 . 顺便 提 一 下 , 在 临界 点 z = 一 1, 六 (z) > 0, 所 以 该 点 的 确 为 局 
部 最 小 值 点 . 另 一 方面 , 在 临界 点 z =2, 17(2) = 0, 所 以 二 次 导数 测试 法 不 能 判断 


第 八 步 的 表格 . 
(11) 拐点 ”我们 知道 x =2 是 唯一 的 拐点 , 所 以 我 们 已 经 看 出 拐点 的 坐标 为 

(2, 1). 

现在 让 我 们 完成 该 函数 的 图 像 的 绘制 , 主要 用 我 们 的 后 几 步 得 出 的 新 的 信息 . 我 们 

要 在 图 像 上 标记 出 最 小 值 点 (一 1, 28) 和 水 平 拐点 (2, 1). 但 28 是 个 很 大 的 数 , 这 给 

我 们 绘制 图 像 造成 了 很 大 的 麻烦 . 我 的 解决 办 法 是 压 遍 y 轴 (就 是 缩短 y 轴 的 单位 


' 


12.3 你 题 239 


长 度 ). 这 样 就 有 图 12-31. 


_ 23 一 67z2 十 137z 一 8 
4 一 区 


图 12-31 

我 们 把 倾斜 渐 近 线 y = z2 用 虚线 来 表示 , 尽管 它 实 际 上 不 存在 . 同样 , 在 图 像 
的 右 侧 , 实 线 被 认为 是 接近 于 y = z2 的 , 我 们 不 需要 做 太 多 的 工作 也 知道 图 像 很 接 
近 于 y = 22, 尽管 我 的 图 像 体现 的 不 是 很 明显 . 如 果 你 想 让 图 像 很 准确 , 可 以 使 用 
图 形 计 算 器 , 见 图 12-32. 


人 


旦 这 个 图 像 并 没有 体现 出 拐点 的 位 置 . 这 个 图 像 很 接近 于 y = x?, 即使 当 z 接 
近 于 0 点 时 , 但 它 没有 体现 出 这 个 函数 的 细节 . 这 就 是 图 像 计 算 器 绘制 的 图 像 和 人 
手动 绘制 图 像 的 区 别 . 毕竟 图 像 计算 器 是 通过 描 点 法 完成 图 像 绘 制 的 , 会 使 图 像 看 
起 来 很 平滑 , 但 这 种 方法 不 能 体现 出 某 个 函数 的 有 趣 的 特点 . 如 果 你 放大 , 你 可 能 会 
看 到 更 准确 的 函数 图 像 , 但 却 无 法 观察 当 xz 趋 于 无 穷 大 时 函数 的 走势 了 . 我 们 手动 
绘制 的 图 像 , 尽管 很 粗粮, 也 不 精确 , 但 却 很 实用 . 因为 它 不 仅 会 帮助 我 们 去 理解 这 
个 函数 , 更 能 体现 出 一 些 关 键 点 , 比如 极 值 点 和 拐点 . 它 体 现 出 了 这 个 函数 应 有 的 


ee 
村 点 . 


TS 
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现在 , 我 将 要 介绍 微 积分 的 两 个 重要 应 用 : 最 优化 和 线性 化 . 信 不 信 由 你 , 这 些 


技术 的 应 用 很 广泛 , 比如 工程 师 们 、 


本 上 来 说 , 最 优化 是 寻找 可 能 存 好 


的 却 不 会 倒塌 的 方式 或 到 达 某 个 目的 地 的 最 快 行驶 路 径 . 另 一 方面 , 线性 


个 对 估算 很 难 计算 的 数值 


的 点 的 数值 , 这 种 方法 叫 牛 顿 法 . 


比如 修建 一 座 桥 梁 的 最 


。 怎样 解决 最 优化 问题 , 我 们 要 给 出 三 个 例子 解释 这 个 问题 ; 
。 使 用 线性 化 和 微分 估算 某 些 数值 ; 
。 我 们 的 估算 有 多 好 ; 
。 估算 使 函数 为 零 的 点 的 数值 的 牛顿 方法 . 


13.1 ”最 优化 问题 


“最 优化 ” 指 的 是 要 使 某 事 足够 好 . 这 是 数学 问题 


假设 我 们 目前 有 一 些 要 处 理 的 数据 ， 
本 、 某 人 的 收入 或 某 些 其 他 的 问题 . 如 果 是 一 些 好 的 事 
越 多 越 好 ; 但 如 果 是 一 些 坏 的 事情 , 比如 花费 , 我 们 就 希望 使 其 越 低 越 好 . 简 而 言 之 ， 


, 所 以 我 们 要 同 数字 # 


经 济 学 家 们 及 医生 们 每 天 都 在 使 用 着 它们 . 基 
E 的 最 佳 情况 的 问题 ， 


省 钱 


化 则 是 一 
非常 有 用 的 技术 . 这 种 技术 常 被 使 用 去 估算 使 函 
总 的 来 说 , 我 们 要 介绍 以 下 知识 点 : 


数 为 零 


A 


J] 交道. 


这 些 数 据 可 外 # 是 数字 、 长 度 、 和 角度、 和 


中、 成 


情 , 比如 收入 , 我 们 当 


我 们 就 是 要 让 数据 最 大 化 或 最 小 化 . 所 以 , 在 下 文中 “最 优化 ”仅仅 指 的 是 在 某 些 


13.1.1 一 个 简单 的 最 优 


小 值 . 在 这 个 章节 中 ， ee 很 J 
小 值 . 在 11.1.3 节 中 , 我 们 给 


议 你 重新 看 看 该 节 以 便 加 
在 任何 情况 下 , 只 要 
函数 的 形式 来 表示 . 例如 


情况 下 的 适当 的 最 大 或 最 小 . 


化 例子 


2 出 


0 . 


在 以 前 的 几 个 章节 中 , 我 们 已 经 花 了 大 量 的 时 间 学 习 如 何 求 函 数 的 最 大 值 和 最 


FE 第 , 我 们 关心 的 是 全 局 最 大 
一 个 解决 最 值 问题 的 很 好 的 方法 . 所 以 我 强烈 建 


值 和 最 


使 用 我 们 的 方法 , 我 们 都 需要 
, 假设 两 个 实数 的 和 为 


么 , 这 两 个 数 的 乘积 最 大 可 能 是 多 大 ? 最 小 可 外 
在 开始 使 用 我 们 的 方法 之 前 ， 


那么 只 能 是 8, 另 一 个 数 贝 


| 为 2, 这 上 


10, 并 且 
E 是 多 小 ? 
首先 分 析 一 下 情况 .如果 其 中 的 一 个 数 足够 大 ， 
寺 的 乘积 为 16. 另 一 个 极限 的 情况 是 , 两 个 数 都 


巴 一 个 变量 用 另 一 个 


变量 的 


这 两 个 数 都 不 大 于 8. 那 
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为 5, 那么 乘积 为 25 


, 这 个 数 明显 比 16 要 大 . 我 们 能 使 乘积 比 25 还 大 或 比 16 还 小 


吗 ? 如 果 这 两 个 数 为 4 和 53, 那么 情况 又 是 怎样 呢 ? 试 试看 


现在 , 让 我 们 认 
量 , 假设 这 两 个 数 分 


最 优化 的 数值 是 已 


把 PP 表示 为 一 个 变量 的 函数 , 无 论 哪个 变量 都 可 以 . 幸运 的 是 我 们 还 有 另 一 个 已 


知 的 信息 : x 十 y = 
P= 2x(10 一 7z), 这 时 


真 地 用 正式 的 数学 方法 去 解答 这 个 问题 . 我 们 需要 设置 一 些 变 
别 为 zx 和 y, 它们 的 乘积 为 P. 现在 我 们 知道 P=zy. 我 们 想 要 
它 是 两 个 变量 > 和 y 的 乘积 . 但 这 并 不 是 我 们 想 要 的 , 我 们 要 


10. 这 说 明 我 们 可 以 通过 y = 10 一 z 把 y 削 掉 . 这 样 , 我 们 有 
PP 就 是 对 于 一 个 变量 x 的 函数 了 . 


现在 有 个 非常 重要 的 问题 : P 函数 的 定义 域 是 什么 ? 你 当然 可 能 随便 代入 一 个 
2 值 , 得 到 一 个 对 应 的 函数 值 , 但 请 注意 , x 的 值 不 可 能 比 8 大 . 实际 上 它 也 不 可 能 


比 2 小 , 如 果 那 样 y 


就 比 8 大 了 . 所 以 我 们 知道 x 必然 位 于 区 间 [2, 8] 中 , 这 就 是 


这 个 函数 的 定义 域 . 
这 样 我 们 可 以 把 我 们 的 问题 总 结 为 求 函数 P= z(10 - z) 在 区 间 [2, 8] 的 最 大 
值 . 情况 并 不 是 很 糟糕 . 我 们 可 以 写 已 = 10x 一 z?, 求 导 得 导数 为 dP/dz = 10 一 2x. 


当 z =5 时 , 导数 为 零 , 这 是 唯一 的 临界 点 . 在 两 个 端点 x =2 和 z =8 我 们 也 可 能 


有 极 大 值 和 极 小 值 
或 z =8 时 , P =16; 


的 时 候 . 注意 : 当 我 


所 以 可 能 出 现 极 值 点 的 位 置 是 z =2,z=5 和 x =8. 当 z=2 
当 z=5 时 P=25. 这 样 我 们 有 结论 : 乘积 的 最 大 值 的 确 为 25， 


出 现在 两 个 数 都 为 5 的 时 候 ; 乘积 的 最 小 值 的 确 为 16, 出 现在 一 个 为 8 另 一 个 为 2 


做 总 结 的 时 候 , 我 并 没有 提 到 已 x, y, 因为 这 些 变量 是 我 引入 


的 . 问题 中 并 没有 给 出 这 些 变量 , 你 并 不 需要 去 定义 它们 或 给 它们 起 名 字 . 你 需要 


做 的 仅仅 是 在 不 提 及 它们 的 情况 下 写 出 结果 . 
通过 该 函数 的 一 次 导 函 数 的 图 表 ? 并 没有 和 否定 我 们 刚才 的 结论 , 更 加 肯定 了 
Zz =5 为 该 函数 最 大 值 的 结论 . 使 用 P(z) = 10 - 2z, 如 图 13-1 所 示 . 


名 4|15 
P'(z) |+|0|-— 
A 

图 13-1 


是 的 , 它 是 最 大 值 . 你 也 可 以 通过 二 次 导数 再 次 证 明 x = 5 的 确 为 最 大 值 . 这 个 方 


法 我 们 在 11.5.2 节 


P 介 绍 过 . 因为 P"(z) = -2, 所 以 P"(5) = -2. 因为 这 是 负 的 ， 


所 以 再 次 证 明了 xz =5 这 点 为 局 部 最 大 值 的 结论 (也 可 以 说 是 全 局 最 大 值 ). 但 这 些 


方法 不 适用 于 端点 ， 


因为 它们 仅仅 适用 于 临界 点 . 


13.1.2 ”最 优化 问题 : 通常 的 方法 


下边 是 解决 最 优化 问题 的 常用 方法 : 
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(1) 定义 你 可 能 需要 的 所 有 变量 . 它们 中 的 一 个 量 可 能 就 是 你 想 要 最 大 化 或 最 
小 化 的 那个 , 确信 你 知道 是 哪 一 个 . 现在 让 我 们 把 它 设 为 9, 尽管 它 当 然 可 能 为 其 


他 字母 , 比如 P,m 或 a. 


(2) 要 分 析 极 值 的 情 


题 品 


Pz 只 能 在 2 和 8 之 间 .) 


况 , 看 你 的 变 


最 大 和 最 小 都 可 能 为 多 少 . (比如 上 一 道 例 


(3) 根据 已 知 条 件 写 下 关于 变量 的 所 有 方程 , 其 中 应 该 有 一 个 关于 8 的 方程 . 
(4) 用 这 些 方 程 去 化 简 变 量 , 尽量 用 只 有 一 个 变量 的 方程 去 表示 Q. 
( 


临界 点 出 现在 导数 为 零 或 不 存在 的 位 置 
上 @ 在 临界 点 及 端点 所 对 应 的 函数 值 , 从 中 选 出 最 大 值 和 最 小 值 .人 


(6) 求 蝇 


(7) 对 刚才 的 分 析 和 计算 总 结 
很 难 的 , 有 时 为 了 解决 问题 我 们 可 能 要 月 
P 讲 解 怎 术 


实际 上 , 第 四 步 有 时 可 


13.1.3 


能 会 
能 够 避免 它 . 我 们 将 在 13.1.5 让 
一 个 最 优化 的 例子 
现在 , 让 我 们 看 看 如 何 应 
直 直 的 篇 管 ， 这 个 农场 主 想 要 


一 下 ， 


现存 
13-2 左 图 所 示 . 


大 . 习 


的 笠 笛 为 一 边 (但 不 是 斜 边 ) 


用 这 个 方法 ,假设 有 这 
图 一 块 地 


也 


用 语言 文字 来 表示 这 些 变 量 而 不 是 用 字母 . 
到 隐 函 数 从 而 


有 


昌 隐 也 数 . 


一 个 农场 , 它 的 一 边 是 长 长 
喂 马 ， 这 个 农场 主 有 些 古 怪 , 想 以 这 个 


用 


些 篇 久 去 圈 一 个 直角 三 角形 的 栅栏 , 如 图 


Te 
自 儿 


二 设 三 人 


十 


类 


新 的 篱 管 


圈 占 地 


之 前 的 篇 爷 


请 


所 示 . 


段 设 只 有 300 长 的 篇 管 可 以 使 用 , 农场 主 想 使 这 块 面积 在 现 有 条 件 下 达到 最 
了 么 这 块 地 的 周 长 和 面积 分 别 为 多 少 ? 

E 让 我 们 设置 一 些 变 和 
尺 为 单位 ), 并 且 面 积 为 4( 以 3 


形 的 底 为 5, 高 为 h, 斜 边 为 五 (所 以 都 是 以 
F 方 天 尺 为 单位 ), 像 图 13-2 石 图 这 样 . 


bb 


图 13-2 


注意 , 篇 多 的 长 度 为 十 五, 我 们 想 要 最 大 化 4. 这 样 我 们 完成 了 第 一 
下 来 进入 第 二 步 , 考虑 一 些 我 们 可 以 用 300 英 


步 . 接 
的 篇 笛 做 成 的 特殊 形状 , 如 图 13-3 
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ae fe 


13-3 


在 第 一 个 图 中 , h 接近 于 0, 而 5 和 五 都 接近 于 300, 但 此 时 的 面积 却 很 小 . 在 第 
二 个 图 中 ,b 接近 于 0, 而 hh 和 五 都 接近 于 150, 这 时 的 面积 依然 非常 小 . 所 以 , 当 
处 于 中 间 值 时 , 情况 应 该 会 变 得 更 好 . 目前 我 们 至 少 应 该 可 以 知道 &。 和 五 都 是 在 0 
和 300 之 间 , 而 是 在 0 和 150 之 间 . 
下 面 进入 第 三 步 , 根据 三 角形 的 面积 公式 我 们 可 知 4 = 54/2 并 且 也 知道 hh 十 
五 = 300. 但 这 两 个 方程 式 是 不 够 的 , 我 们 还 需要 另外 一 个 方程 , 因为 我 要 用 一 个 方 
程 来 表示 b,h 和 五 . 0 这 很 简单 , 根据 直角 三 角形 的 特点 , 可 以 使 用 勾 股 定 
理 , 则 我 们 有 好 十 好 = 
现在 ， re 些 变量 对 刚才 的 等 式 两 边 开平 方 可 得 瓦 = V 好 十 12( 因 
为 我 们 知道 互 >0); 把 有 + 五 = 300 代入 , 可 得 十 V 及 十 h2 = 300. 接 下 来 , 让 我 们 
把 5 削 去 , 两 边 减 h 然后 再 平方 可 得 : 妨 十 h? = (300 一 有 ?= 90000 一 600h 十 h2. 这 
样 我 们 得 到 用 h 来 表达 5 的 表达 式 为 b= V90 000 一 600h = 10V900 一 6h, 同样 的 
原因 , 由 于 。 为 正 的 , 所 以 我 们 忽略 开 根 号 为 负 值 的 情况 . 最 后 , 根据 方程 A4=6bh/2， 
我 们 有 : 


A= 3 x 10V900 — 6h x h = 57V900 — 6h. 
h 的 定义 域 为 [0, 150]. 这 样 我 们 完成 了 第 四 步 . 至 于 第 五 步 , 我 们 要 用 到 乘法 规则 
和 链 式 求 导 法 则 去 对 刚才 的 表达 式 求 导 ; 
d4 6 45(100 一 包 
守 -5 (vim 6h 1h )- 2 
当 100 一 =0 时 , 该 导数 为 零 , 也 就 是 h =100. 进入 第 六 步 , 把 天 = 100 代入 原 方 
程 求 出 函数 值 , 我 们 得 到 : 
4= 5(100)V900 - 6(100) = 500V300 = 5000V3. 
另 一 方面 , 对 于 端点 值 , 当 h =0 时 , 我 们 可 以 看 出 4 =0; 类 似 地 , 当 h =150 时 , 表 
达 式 900 一 6h 也 趋 于 0, 所 以 4 又 为 0. 这 样 , 我 们 得 出 结论 : 当 hh =100 时 , 4 有 
最 大 值 . 我 们 可 以 用 符号 表格 来 校 验 一 下 . 情况 不 是 很 坏 , 计算 量 并 不 是 很 大 , 因为 
导数 的 分 子 是 45(100 一 门 , 而 分 母 一 直 为 正 . 于 是 , 我 们 有 图 13-4. 
h 99 | 100 | 101 
d4/dn | 二 | 0 1 一 
大 外 于 人 
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所 以 , 正如 表格 所 示 , 就 像 我 们 预测 的 那样 , 疡 = 100 的 确 为 局 部 最 大 值 . 


我 们 完成 了 这 道 例题 的 讲解 . 等 等 , 还 有 一 个 小 问题 , 我 们 还 需要 求 出 这 个 三 


角形 的 边 长 . 
看 最 开始 列 


我 们 已 经 知道 了 =100, 我 们 最 好 还 要 求 出 b 和 互 . 让 我 们 重新 看 


的 方程 , 知道 十 五 = 300, 我 们 立刻 可 以 算出 五 =200. 并 且 通 过 把 
hh = 二 100, 五 =200 代入 好 2 十 12 = 万 可 得 b= 100V3. 最 后 , 我 们 已 经 计算 出 了 面 


积 的 最 大 值 4 为 5 000V3. 下 面 我 们 开始 总 结 , 该 轿 地 的 最 大 面积 为 5 000V3 平方 


英尺 , 此 时 底 边 


13.1.4” 另 一 


这 里 有 


力 为 100V3 英尺 , 高 为 100 英尺 , 斜 边 为 200 英尺 . 
个 最 优化 的 例子 


个 很 好 的 例子 . 假设 你 要 生产 封闭 的 、 空 的 金属 圆柱 体 饮 子 . 你 可 以 


随意 选择 这 些 饶 子 的 边 长 , 但 它们 的 体积 是 固定 的 , 为 16r 立方 英寸 . 由 于 每 平方 


英寸 的 金属 成 本 为 2 美 分 , 所 以 我 们 要 尽量 


减少 爹 


< C—O 属 的 使 用 ， 怎 样 选择 镀 子 的 边 长 才能 使 成 本 最 低 ， 


此 时 每 个 铅 子 的 成 本 为 多 少 ? 


h 接 下 来 还 有 个 问题 , 如 果 我 们 把 负 子 的 盖 和 底 
都 焊接 到 它 的 上 面 , 焊接 成 本 是 每 英寸 14 美 分 , 那 


么 这 时 的 情况 又 会 是 怎样 ? 


135 让 我 们 从 第 一 个 问题 开始 , 下 图 是 这 个 负 子 的 


一 个 草图 , 如 图 13-5 所 示 . 


为 了 描述 该 圆柱 体 , 我 们 只 需要 知道 它 的 高 度 和 半径 分 别 为 多 少 , 所 以 我 们 设 


为 V 


一 


置 它 的 半径 为 ” 高 度 为 (单位 为 英寸 ). 问题 中 也 提 到 了 体积 , 所 以 我 们 设置 体积 
单位 为 立方 英寸 ). 成 本 主要 是 根据 我 们 使 用 了 多 少 金 属 , 也 就 是 该 圆柱 体 的 
表面 积 来 计算 的 . 我 们 设置 表面 积 为 4( 单 位 为 平方 英寸 ), 成 本 为 C( 


单位 为 关 分 ). 


成 本 价 C 是 我 们 要 最 小 化 的 , 很 显然 , 通过 最 小 化 表面 积 4 就 可 以 得 到 C 的 最 小 


值 . (但 对 于 问题 


页 二 这 个 结论 就 不 是 对 的 了 ! ) 


现在 , 我 们 开始 第 二 步 的 分 析 . 当 半 径 > 足够 小 的 时 候 , 情况 会 是 怎样 的 ? 这 


时 高 度 h 一 定 会 非常 大 才 会 满足 我 们 体积 为 16r 立方 英寸 的 要 求 . 这 样 
得 到 一 个 像 下 图 样 很 高 很 细 的 圆柱 体 . 另 一 方面 , 如 果 ” 很 大 , 那么 h 


于 是 我 们 会 


得 到 一 个 义 宽 又 扁 的 圆柱 体 , 见 图 13-6. 


图 13-6 


, 我 们 会 


各 会 很 小 ， 
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虽然 这 两 个 例子 看 起 来 很 极端 , 甚至 有 些 古 怪 ,但 事实 上 r 可 以 是 任意 正 实数 , 所 
以 它 没有 端点 值 , 但 + 和 户 都 要 在 开 区 间 (0, ce) 内, 这 是 我 们 要 注意 的 . 在 上 边 的 
Ee 中 ,每 个 看 上 去 都 要 用 很 多 金 必 原 料 ， 所 以 在 要 求 低 成 本 的 情况 下 , 很 有 
能 的 这 个 圆柱 体 的 比例 需要 是 很 适当 的 , 不 会 是 我 们 上 述 的 极端 情况 
接 下 来 , 我 们 开始 第 三 步 的 计算 了 , 首先 我 们 必须 要 找到 一 些 方程 . 我 们 知道 
= 16r 同时 也 知道 四 柱 体 的 体积 = mr2h 这 样 训 有 等 式 16 = m2hv 化 简 这 
个 算式 得 16 = rz 或 hh 一 站. 另外 , 这 个 圆柱 体 的 表面 积 为 4 = 2mrj + 2rr2， 第 
一 项 为 骨 面 面积 , 第 二 项 为 电 和 底 的 面积 (如 果 没 有 洛 , 第 二 项 则 为 wr2, 没有 售 数 
2 )， 最 后 再 用 成 本 两 美 分 与 总 面积 相 乘 , 于 是 我 们 有 C 二 24 = 4mrh + 4mr?， 找 到 
了 方程 后 我 们 开始 第 四 步 的 计算 , 由 于 这 两 个 都 有 ”而 具有 一 个 才 有 h 所 以 我 们 
把 前 掉 , 得 到 万 = 马 ,将 其 代入 得 : 


C= 各 (Ba) + dr -人 (于 + > 


很 好 ! 我 们 的 确 用 一 个 变量 7 来 表示 C 了 . 现在 的 问题 是 当 7 在 区 间 (0, oo) 上 时 
最 小 化 C. 下 面 我 们 求 导 : 


此 导 函 数 对 于 在 (0, co) 内 的 所 有 均 成 立 . 当 -区 + 27 = 0 时 , 导数 为 零 这 样 
我 们 有 2r3 = 16, 7 = 2 为 这 个 导 函 数 的 唯一 的 临 界 点 . 那么 端点 值 的 情况 又 是 怎 
样 呢 ? 我 们 无 法 把 x =0 代入 C 的 表达 式 , 但 我 们 可 以 求 此 时 的 极限 : 

lim C= lim 4r (= + 一 Co. 

7 一 0 7 一 0 十 村 
极限 为 无 穷 大 , 因为 当 7 一 0+ 时 ， 6 趋 于 无 穷 大 . 这 也 就 是 说 当 半 径 趋 于 0 的 时 
候 , 我 们 的 成 本 价 将 是 越 来 越 大 的 . 这 与 我 们 想 要 的 恰恰 相反 ! 所 以 这 个 端点 值 就 
不 考虑 了 . 那么 在 区 间 (0, ce) 内 的 另 一 个 端点 的 情况 又 是 怎样 呢 ? 我 们 再 一 次 求 


是 2=- 是 科 ( 人 + 站- 
这 次 是 r2 趋 于 无 穷 大 则 这 两 个 端点 值 都 可 以 不 考虑 了 ， 所 以 我 们 的 结论 是 在 
r =2 点 有 局 部 最 小 值 和 全 局 最 大 值 . 我 们 既 可 以 通过 一 次 导 函 数 的 符号 表格 来 校 
验 这 个 结果 , 也 可 以 通过 二 次 导数 测试 法 来 判断 . 让 我 们 使 用 二 次 导数 的 方法 ; 


I 


7 在 区 间 (0, co) 时 , 该 二 次 导数 一 直 为 正 ; 尤其 当 7 =2 时 , 它 也 为 正 , 所 以 在 这 
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接 下 来 , 我 们 需要 做 的 是 求 当 ” = 2 时 其 他 变量 的 值 来 得 到 我 们 想 要 的 结果 . 
实际 上 , 当 7 =2 时 , 可 以 得 到 万 = 16/r2 = 4 C = 4xrh 十 4nr? = 48x. 这 说 明 当 成 
本 价 最 低 的 时 候 半径 为 2 英寸 , 高 度 为 4 英寸 , 并 且 每 个 圆柱 体 的 成 本 价 为 48r 美 
分 , 大 约 是 1.50 美元 . (对 这 样 一 个 破 饶 子 来 说 有 点 贵 了 ! ) 请 注意 , 在 这 种 情况 下 ， 
包子 的 直径 和 高 度 都 是 相同 的 . 

下 面 我 们 来 解答 第 二 个 问题 . 除了 要 考虑 每 英寸 14 美 分 的 焊接 成 本 之 外 , 其 
他 的 情况 都 不 变 , 但 对 于 成 本 的 表达 式 C 就 发 生 了 变化 . 焊接 每 个 馈 子 要 人 花 多 少 
钱 呢 ? 我 们 需要 做 的 是 焊接 盖 和 底 , 也 就 是 说 是 底面 (或 顶 面 ) 周 长 的 2 倍 . 也 就 是 
说 , 对 于 每 个 包子 都 有 2 个 2rr 英寸 , 也 就 是 4rr 英寸 . 于 是 成 本 价 就 义 多 了 一 部 
分 : 每 个 馈 子 14 x 4rr 美 分 . 这 个 新 的 表达 式 C 为 : 

C=4n (+7) 十 14 x 4rr = 4 (+2+ldr] 
(提出 4r 的 确 是 个 好 主意 .) 不 管 怎样 , 现在 我 们 两 边 求 导 得 到 ; 


dC 16 
0 = 4 (~ 二 ++14) ) 


六 


可 以 看 出 当 -过 十 27 二 14 二 0 时 , 导 函 数 为 零 . 解 此 方程 , 两 边 同时 乘 以 rz 再 除 
以 2, 我 们 得 到 73 + 7r2 -8 = 0. (你 一 定 要 校 验 一 下 这 个 结果 ! ) 很 好 ! 我 们 又 要 
解 三 次 方程 了 . 首先 试 试 + =1 很 幸运 , 正好 合适 . 再 做 过 多 项 式 除法 后 我 们 知道 
另 一 个 因 式 为 (r? 十 8r + 8)( 检 查 一 下 ! ) 于 是 我 人 有 (7 一 1) (7? 十 8r 十 8) =0, 所 
以 + 二 1 或 民 填 8r 二 8 二 0. 这 个 二 次 函数 的 解 为 十 V32 由 于 V 红 的 值 约 为 6， 
所 以 这 个 解 永远 为 负 . 因为 为 正 的 , 所 以 =1 是 唯一 的 临界 点 . 再 一 次 地 , 因为 
端点 值 依然 为 无 穷 大 , 所 以 这 点 为 最 小 值 (原因 同方 法 一 相同 一 焊接 当然 不 会 
使 其 更 便宜 .). 我 们 再 用 二 次 导数 测试 的 方法 校 验 一 下 

dC = 4X (5 十 2) 5 

J 

这 个 同 之 前 的 结果 是 一 样 的 . 该 导 函 数 为 正 , 图 像 是 开口 向 上 , 说 明了 在 + =1 这 点 
的 确 为 最 小 值 点 . 
现在 , 我 们 要 求 对 应 的 函数 值 . 通过 代入 , 计算 得 出 h = 16/7? = 16,C = 
4x(16/1 十 12 十 14 x1) = 124r 美 分 , 实际 上 是 约 为 4 美元 ， 看 起 来 我 们 需要 在 
某 些 地 方 降低 成 本 了 ! 所 以 最 完美 的 情况 是 当 半 径 为 1 英寸, 高 度 为 16 英寸 时 , 此 
时 的 花费 为 124n 美 分 . 注意 ; 这 次 的 半径 比 我 们 第 一 次 计算 出 来 的 要 小 , 这 是 有 
意义 的 , 因为 这 样 能 减少 昂贵 的 焊接 成 本 . 
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13.1.5 ”在 最 优化 问题 中 使 用 隐 函 数 的 求 导 方 法 


在 我 讲解 最 后 一 个 例子 之 前 , 让 我 们 重新 看 一 下 刚才 例题 的 第 一 问 . 我 们 已 经 知道 
C = 4zrh 十 4xr? 和 16 = 7r2h, 我 们 是 通过 前 去 h 而 求 C 的 最 小 值 的 . 但 还 有 男 一 
个 方法 , 我 们 可 以 用 两 边 同 时 对 7 求 导 的 隐 函 数 求 导 方法 , 这 是 我 们 一 直 没 有 使 用 
的 方法 . (请 参考 8.1 节 . ) 求 导 后 我 们 有 : 

= 4 (n+ 全 +2r】 and 2rh+ 训 时 二 0. 
校 验 一 下 以 确保 计算 的 正确 性 . 如 果 我 们 解 第 二 个 关于 dh/dr 的 方程 , 因为 7 冯 0， 
所 以 我 们 有 : 


dh 2rh 2h 
dr 72 7 


再 把 这 个 结果 代入 第 一 个 方程 : 
d 2 
i (Pr +2r】 = 4x(h — 2h+ 2r) = 4r(2r — h). 
T 


dr 
因此 , 当 27 = h 时 , dC/dr = 0, 这 就 是 我 们 以 前 的 计算 结果 ! 为 了 证 明 这 个 临界 点 
就 是 极 小 值 点 , 我 们 继续 对 该 函数 的 两 边关 于 r 求 导 , 这 样 又 得 到 : 


55 = 姻 (2- 坚 ) = 如 (2+ 卫 ) 

(现在 我 们 用 了 刚才 的 计算 结果 dh/qr = -2h/r.) 我 们 需要 注意 的 关键 点 是 以 上 
等 式 的 右 端 一 直 为 正 , 所 以 这 个 图 像 是 开口 向 上 的 , 我 们 在 这 点 的 确 有 极 小 值 . 当 
然 , 我 们 知道 当 2r = h 时 有 最 小 值 , 但 并 不 能 告诉 我 们 这 些 变量 的 值 到 底 是 多 少 . 
我 们 需要 把 27 = 代入 16 = 72h 中 得 2r3 = 16, 这 样 有 7 =2, h =4, 这 同 我 们 的 
结果 是 一 样 的 . 

现在 , 你 能 和 否 能 够 自己 用 隐 函 数 的 方法 去 求解 第 二 问 , 且 确 定 可 以 得 到 与 我 们 
相同 的 结果 . 


13.1.6 ”一 个 较 难 的 最 优化 例题 


假设 距离 岸 边 灯塔 东部 8 英里 处 的 大 海里 有 一 处 石油 钻井 平台 . 备用 的 发 电 
机 在 该 灯塔 北部 2 英里 的 地 方 . 在 发 电机 和 平台 之 间 需 要 有 电缆 连接 . 在 灯塔 东部 
一 英里 处 以 内 的 海水 会 比较 浅 , 但 其 他 处 会 很 深 . 在 浅海 处 安装 每 英里 电缆 需要 花 
工作 人 员 1 天 的 时 间 , 但 在 深海 处 却 需要 5 天 的 时 间 . 找 出 一 种 最 快 的 安装 电缆 的 
方式 , 见 图 13-7( 所 有 测量 数据 都 以 英里 为 单位 ), 计算 出 在 那 种 情况 下 共 需 要 多 长 
的 电缆? 

这 个 问题 看 起 来 很 难 . 首先 , 我 们 观察 一 下 图 13-8, 这 个 网 至 少 在 一 定 程度 上 
还 真实 一 些 . 把 电缆 弯 弯 曲 曲 地 放 入 水 下 这 个 想法 不 可 行 , 因为 这 只 会 增加 它 的 长 
度 . 但 另 一 方面 , 我 们 应 该 认真 考虑 哪里 应 该 是 浅海 处 和 深海 处 的 分 界 点 . 因为 一 


A 
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旦 分 界 点 确定 , 这 就 意味 着 我 们 从 发 电机 到 分 界 点 要 连接 一 条 直 直 的 缆 线 , 从 分 界 
点 到 平台 也 要 连接 一 条 直 直 的 线 线 . 如 果 让 分 界 点 在 发 电机 的 北面 或 平台 的 南面 这 
种 想法 也 是 很 疯狂 的 , 因为 这 将 意味 着 花 更 多 的 时 间 . 下 图 是 一 些 合理 的 方案 . 


第 一 个 图 中 有 太 多 的 缆 线 在 深海 区 域 , 所 以 这 个 想法 不 是 很 好 . 让 我 们 再 看 看 
第 二 个 图 , 这 个 图 展示 了 使 用 缆 线 的 最 少 情况 , 但 它 并 不 意味 着 花 的 时 间 是 最 少 的 ， 
因为 在 深海 区 仍 有 很 多 缆 线 . 图 三 则 展示 了 一 种 深海 区 用 线 线 最 少 的 情况 , 但 这 次 
浅海 区 的 缆 线 又 太 多 了 . 通过 对 这 三 个 图 的 分 析 , 由 问题 本 身 可 以 看 出 , 最 佳 方案 
应 该 是 介 于 图 13-8 的 图 二 和 图 三 之 间 . 

现在 到 时 候 引 入 一 些 变量 了 , 像 图 13-9 展示 的 那样 我 们 引入 变量 


Ey, z,s 和 t. 


N 
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因此 , s 是 缆 线 在 浅海 区 的 长 度 ; t 则 是 在 深海 区 的 长 度 ?; 同样 , y 是 分 界 点 与 
灯塔 和 平台 的 水 平 连 线 之 间 的 距离 (以 英里 为 单位 ); z 是 分 界 点 与 发 电机 的 水 平 连 
线 之 间 的 距离 . 所 以 我 们 有 yy 十 z =2. 我 们 想 要 找 最 快 的 安装 缆 线 的 方式 , 其 实 当 
y 和 z 相等 都 为 1 时 , 是 最 快 的 , 那么 怎样 去 证 明 呢 ? 很 显然 , 我 们 知道 y 和 > 的 
定义 域 都 为 [0, 2], 这 就 不 需要 证 明了 . 

接 下 来 我 们 需要 做 的 是 计算 所 需要 的 总 时 间 . 因为 对 于 浅海 区 是 每 英里 一 天 ， 
一 共有 s 英里 , 这 样 共 需 1 x s = s 天 去 完成 浅海 部 分 的 工程 . 类 似 地 , 对 于 深海 部 
分 , 需要 5 天 每 英里 , 所 以 共 需 5t 天 . 让 了 代表 总 天 数 , 这 样 , 我 们 有 : T= s 十 5. 
这 是 我 们 要 最 小 化 的 数量 . 接 下 来 , 我 要 去 寻找 关于 s 和 的 方程 . 为 了 实现 这 一 
目的 , 根据 图 像 , 我 们 可 以 两 次 使 用 勾 股 定理 得 到 两 个 方程 , 得 到 : 

32 二 2 二 1， 
t=y +49. 
两 个 方程 两 边 同时 开 根 号 , 并 把 这 个 结果 代入 了 的 等 式 , 我 们 有 : 
T= Vz2 十 1+5V2 十 49. 
又 因为 y 十 z=2, 我 们 用 2 一 y 来 替代 z, 可 得 : 
T= V(2-—y) +1+5Vy 十 49. 
我 把 对 该 函数 求 导 的 任务 留 给 你 , 可 得 : 
dT 2—Yy . 5y 
dy VC- 好 +1 VPR+49 
我 们 想 要 证 明 的 是 所 用 时 间 最 短 是 在 y =1 时 . 让 我 们 把 这 个 值 代入 上 式 中 试 试 ， 
我 们 得 到 : 
a OE ee 
dy VBE+1 Vit49 Vi V50 Vi 5vV2 

是 的 , y =1 的 确 是 临界 点 ! 至 少 目 前 我 们 有 了 一 点 希望 去 证 明 它 是 全 局 最 小 值 点 . 
不 幸 的 是 , 我 们 仍然 需要 对 此 进行 证 明 . 一 个 证 明 方法 是 求 二 次 导数 , 经 过 大 量 
算 后 , 你 可 以 证 明 : 


地 


人 | 
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dy (CDT A 
上 边 的 结果 可 以 看 出 , 二 次 导数 一 直 为 正 , 所 以 该 图 像 一 直 都 是 开口 向 上 , 则 y=1 
的 确 为 局 部 最 小 值 点 . 事实 上 它 一 定 是 仅 有 的 最 小 值 点 . 的 确 , 如 果 还 有 其 他 的 临 
界 点 , 那 一 定 都 是 最 小 值 点 , 因为 二 次 导数 永远 为 正 . 如 果 没 有 任何 极 大 值 点 不 可 
@ 我 想 深海 处 缆绳 的 长 度 应 该 称 为 d, 但 是 dd/dz 看 起 来 太 奇怪 了 .所 以 在 微 积分 中 不 要 把 d 作为 
个 变量 来 使 用 ! 
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能 会 有 这 么 多 极 小 值 点 , 所 以 不 可 能 再 有 更 多 的 最 小 值 点 了 . 这 就 是 说 y =1 是 全 
局 最 小 值 点 , 就 是 我 们 想 要 的 . 
我 们 就 快 完 成 求解 了 , 接 下 来 仅仅 需要 把 y =1 代入 了 的 方程 中 . 可 以 看 到 : 


T= VC-1+1+5VR+4 = V+5V50 = Vi+ 25V2 = 26V2， 


所 以 一 共 需 要 26V2 天 , 即 大 约 为 36.75 天 . 在 我 们 进入 下 一 个 知识 点 之 前 , 让 我 们 


用 其 他 的 方法 去 证 明 y =1 是 极 小 值 . 技巧 是 用 一 次 导数 的 表达 式 : 
dT 2—Yy | 57 
dy VG-y+1l V+49 

把 这 个 表达 式 换 一 个 巧妙 的 写法 . 对 于 右边 的 分 式 我 们 分 子 分 母 同时 除 以 y, 而 对 

于 第 一 个 分 式 我 们 同时 除 以 (2 一 yy). 做 一 个 合理 的 假设 , 即 y 和 2 -yy 都 是 正 的 ， 

这 时 我 们 有 : 


当 y 逐渐 增 大 时 , 情况 会 怎样 呢 ? (2 一 y) 逐渐 减 小 , 所 以 (2 - 2 也 逐渐 减 小 , 这 样 
1/(2 - 功 ? 就 逐渐 增 大 . 这 说 明 分 式 一 的 分 母 逐 渐 增 大 , 则 它 的 倒数 会 越 来 越 小 , 但 
前 面 又 多 一 个 负 号 , 所 以 还 是 越 来 越 大 . 那么 , 我 们 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 当 y 逐渐 
增 大 时 , 分 式 一 也 是 越 来 越 大 的 . 以 同样 的 方式 去 分 析 分 式 二 , 当 y 增 大 时 ,49/ 太 
是 越 来 越 小 的 , 这 样 分 母 减 小 , 所 以 分 式 本 身 还 是 增 大 的 . 

从 我 们 上 述 的 分 析 看 得 出 来 , 4T/dy 是 增 函数 , 至 少 在 (0, 2) 区 间 内 是 增 函 数 . 
因为 它 为 增 函 数 , 所 以 它 的 导数 , 也 就 是 原 函 数 的 二 次 导数 d27/dy? 为 正 ! 这 样 
我 们 没有 经 过 大 量 的 计算 就 证 明了 二 次 导数 为 正 , 并 再 一 次 得 出 结论 y = 1 为 极 小 
值 点 . 


13.2 线 性 化 


现在 我 们 使 用 导数 去 估算 一 些 数 值 . 例如 , 假设 你 要 不 使 用 计算 器 去 估算 Vil 
的 恰当 的 值 . 我 们 知道 Vil 比 V9 = 3 略 大 , 所 以 我 们 当然 可 以 说 V11 大 约 是 3 
点 多 . 这 个 结论 很 好 , 但 实际 上 我 们 可 以 在 不 做 太 多 工作 的 情况 下 做 出 更 准确 的 估 
算 . 下 面 我 将 演示 怎样 做 . 

我 们 从 设置 f(z) = Vz, xz > 0 开始 . 因为 我 们 不 知道 Vil 的 准确 值 , 所 以 我 
们 想 去 估算 它 . 另 一 方面 , 我 们 知道 V9 是 多 少 , 是 V9 = 3. 这 激发 了 我 们 的 灵感 ， 
让 我 们 画 y = f(z) 的 函数 图 像 , 再 画 一 条 通过 点 (9, 3) 的 切线 , 如 图 13-10 所 示 . 


荆 


hl 
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我 把 切线 标记 为 y = 


ML 


L(z), 这 条 线 非常 接近 于 = 


图 


13-10 


2 接近 于 0 的 时 候 , 这 两 条 线 就 不 接近 了 
要 估算 f(11), 11 同 9 是 非常 接近 的 . 在 


. 但 这 3 


f(x) 当 z 接近 于 9 的 时 候 . 但 


“影响 我 们 的 计算 , 因 


为 我 们 


上 图 中 , 在 x = 11 这 点 直线 和 曲线 是 非常 


接近 的 . 所 以 可 以 说 L(11) 的 值 非常 接近 于 f(11) = V11I. 的 确 是 这 样 的 , 请 看 上 
图 , 这 两 条 线 所 对 应 的 y 值 在 x =11 这 点 是 多 么 接近 . 

如 果 我 们 不 能 计算 出 L(11), 那么 刚才 所 做 的 分 析 都 是 空话 . 那么 , 让 我 们 开 
始 计算 L(11)， 因 为 线性 方程 通过 点 (9, 3) 并 且 与 y = f(z) 在 x = 9 点 相 切 ， 
所 以 该 线性 方程 的 斜率 为 (9)， 我 们 对 y = f(z) 求 导 得 f(x 所 以 
了 (9) = 1/2V9 = 1/6， 因 此 可 以 说 直线 L(xz) 斜率 为 1/6, 并 通过 点 (9, 3), 方程 
ae 


我 们 需要 做 的 仅仅 是 计算 L(11) 的 值 ， 
于 是 , 我 们 可 以 说 V11 兰 
j 计 算 器 去 校 验 一 下 ,| 
的 计算 结果 是 非常 不 错 的 . 
线性 化 的 归纳 

让 我 们 概括 上 述 的 例子 . 如 果 你 想 
示 这 个 数 . 比如 在 上 述 的 例子 里 ， 


4 1 


T =33: 
下 你 可 以 使 
后 第 3 位 ), 所 以 我 们 


3 10 


13.2.1 


样 


个 结 
| 这 -1 


通过 把 x 人 代入 这 个 方程 , 可 得 
结论 比 3 点 多 要 好 得 多 ! 导 


L(11) 


| 


让 
向 


计算 器 求 得 的 结果 是 3.317( 精 确 到 小 数 点 


我 们 所 要 做 的 是 计算 f(11) 的 值 . 
接 下 来 , 我 们 选 一 个 同 x 很 接近 的 数 a, 但 
子 中 , 我 们 无 法 计算 f(11), 但 我 们 


我 们 要 估 


:3 


要 估算 一 个 数值 
算 Vil, 所 


, 那么 尽量 用 一 个 函数 去 表 


以 我 们 设 函 


fla) 


能 计算 f(9), 很 显 


数 f(z) = Vz, 这 


定 要 容易 计算 . 在 我 们 的 例 
然 , 根 号 9 很 容易 计算 . 我 们 


也 可 以 选择 a =25, 因 


差 太 远 了 . 


所 以 , 根据 我 们 所 设 的 函数 和 我 们 选 的 特殊 值 
f(a)) 上 的 切线 . 这 个 切线 有 和 斜率 f'(a), 所 以 该 切线 方程 为 y f(a) 


在 点 (a 


为 25 开 


根 号 也 很 容易 计算 , 但 


这 并 不 合理 ， 


a, 我 们 需 


需要 5 


因为 25 和 11 相 


“函数 y = f(x) 
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j 帮 atz 一 由. 
ZLz) = 几 o) 十 
此 时 的 Z(z) 大约 等 于 f(x). 所 以 我 们 


f(z) = L(x) = 


jal(z 一 a). 这 个 线性 方程 L 叫 
有 : 


几乎 是 准确 的 


f(a) + f (Wz — a), 


当 zx 很 接近 于 a 时 , 这 个 近似 值 
近似 值 


让 我 们 上 
9. 很 显然 f(a) 
据 上 述 公 


= f(9) = 3. 因为 fr(z) = 
\ 式 , 该 函数 的 线性 方程 为 : 


L(z) 


! 事实 上 , 当 
就 完美 了 ! 可 以 看 出 , 此 时 这 个 方程 的 两 边 都 为 f(a). 我 们 已 经 理解 了 f(a)， 
所 以 这 个 结果 就 不 是 很 重要 了 . 这 个 方程 的 好 处 是 我 们 可 以 估算 当 x 接近 于 


如 果 设 切线 方程 为 y = L(z), 方程 两 边 同时 加 f(a), 这 时 我 们 得 到 
函数 了 在 点 x = a 的 线性 化 . 记 住 ， 


刚刚 得 到 的 这 个 公式 去 校 验 一 下 刚才 的 例题 . 我 们 设 f(x) = 
1/2Vz, 我 们 有 f(9) = 1/2V9 = 


=f(0) + fo(e -0) =3+5( 9). 


这 同 我 们 的 公式 L(z) = + 5 相 吻合 ， 


的 线性 方程 : 


V8 = f(8) e 


我 们 正 是 用 L(x) = 
的 . 现在 , 你 知道 怎样 估算 V8 吗 ? 8 同 9 也 是 很 接近 的 , 所 以 我 们 还 可 以 使 


17 


L(8) = 3 十 二 9)= 二 . 


所 以 公式 L(z) = 2 二 3 给 出 了 所 有 接近 于 9 的 V5 的 


为 一 方面 , 假设 我 
让 我 们 看 看 这 个 不 明智 的 结果 是 多 少 : 
62 一 9 


了 (62) = 外 
(62) =3+ 一 


等 一 下 , 让 我 们 


门 要 估算 V62. 如 果 直 接 使 


0 我 们 会 发 现 V62 很 接近 于 


5 
一 11 二 . 
6 


x 真 了 


那么 我 们 得 到 的 
的 线性 接近 是 在 


结果 11= < 要 远 远大 


为 了 估算 V62, 我 们 最 好 计算 在 > = 64 的 线性 接近 . 


有 f(a) = 8, f'(a) = 1/2V64 = 1/16. 这 样 我 们 新 的 线性 方程 为 : 


于 8, 这 偏离 得 太 远 了 . 问题 
z=9 这 点 做 的 62 离 9 太 远 了 , 所 以 这 个 线 怕 


L(x)= f(a)+f'(a)(z—a)=8+ 人 64). 
当 z = 62 时 , 我 们 有 : 
V62 = f(62) SS L(62) = 8 十 二 (62 一 64) = 人 


这 个 估算 结果 要 比 我 们 刚才 得 到 的 110 接近 得 


多 了 . 


E 等 于 a 的 时 候 ， 


a 时 


VY, 4 一 
1/6. 根 


.3 Sy 1 
oe eh 求 生 V11 守 3 二 
人 集 全 33 


用 同样 


一 个 估算 , 不 仅仅 是 11. 
月 L(62), 这 不 是 很 明智 的 . 首先 


64 = 8( 比 它 略 小 ). 
出 在 哪儿 呢 ? 我 们 


由 方程 就 不 好 用 了 . 
因此 , 设 定 a = 64, 那么 我 们 
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13.2.2 ”微分 


让 我 们 再 看 看 线性 表达 式 的 通 式 : 


如 果 我 们 定义 Az 


见 图 13-11: 


f(z) ES f(a) + F(a)(z— a). 
为 x 一 a, 那么 则 有 z= a 十 Ax. 这 样 上 述 公 式 变 为 : 
flat+Az)S f(a) + f(a)Ar 


: y=f(2) 
: y=L( 
(aT A sa a 生 入 全 信和 直 下 £ A Re 
L(AD ee 号 i 和 ee 
A i ES 


图 13-11 


该 图 像 显 示 了 y = f(z) 的 函数 图 像 以 及 线性 方程 y = L(x), 即 通 过 这 个 函数 上 
2 =a 点 的 切线 的 方程 . 我 们 要 估算 f(a + Az) 的 值 . 点 是 该 函数 在 a 十 人 x 点 


所 对 应 的 冰 数 值 ; 


点 PP 是 这 个 线性 方程 在 点 a 十 Ax 所 对 应 的 函数 值 , 实际 上 是 


L(a 十 Az). 这 两 个 数值 的 差 实际 上 就 是 我 们 的 计算 误差 , 在 13.2.4 节 中 我 们 要 仔 


细 讨 论 这 个 问题 . 


在 上 图 中 , 有 个 数值 被 标记 了 出 来 , 那 就 是 df, 是 点 已 和 f(a) 的 差 . 这 也 是 


为 了 完成 我 们 的 估算 要 加 到 f(a) 上 的 数值 . 因为 L(a 十 Ax) = f(a) + 了 (a)Az, 我 


们 可 以 说 : 


df = f(Az 


df 叫做 函数 在 x = a 点 的 微分 . 当 自 变量 > 从 数值 a 变化 到 a 十 Ax 时 , df 表示 


了 因 变 量 函数 f 的 变化 量 . 


a de 题 的 方式 . 在 5.2.7 节 中 , 我 们 说 如 果 y = 


f(z), 那么 f(z) = 


Re “. 这 说 明 当 自 变量 z 发 生 微小 变化 时 , 它 所 对 应 的 因 变 


量 发 生 的 变化 量 是 它 的 f re ) 倍 . 这 就 是 df = f(a)Az 告诉 我 们 的 , 只 是 这 个 算式 


是 从 z = a 开始 的 . 
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例如 , 假设 我 们 要 估算 (6.01)” 首先 设 函 数 f(x) = z? 并 且 a = 6; 这 时 , 很 容 
易 求 出 f(x) = 2z, 所 以 /6) = 12. 我 们 想 知道 当 x 从 6 开始 增加 了 0.01 时 , 它 所 
对 应 的 函数 值 发 生 了 怎样 的 变化 . 所 以 我 们 设置 Ax = 0.01, 我 们 得 到 : 

df = f'(a)Ax = f'(6)(0.01) = 12 x (0.01) = 0.12. 

因此 , 如 果 我 们 把 0.12 加 到 f(a) 的 函数 值 上 , 我 们 就 有 了 一 个 不 错 的 估算 的 值 . 因 
为 f(a) = f(6) = 62 = 36, 这 说 明 (6.01)? 兰 36.12. 现在 让 我 们 再 回 过 头 来 看 看 
5.2.7 节 : 我 们 解答 了 同样 的 例题 , 基本 使 用 的 是 同样 的 方法 , 但 现在 我 们 有 更 好 的 
公式 了 . 

这 儿 还 有 个 展示 怎样 使 用 微分 的 例子 . 假设 你 用 尺子 测量 了 一 个 圆 球 的 半径 ， 
结果 为 6 英寸 , 但 是 这 个 测量 结果 有 正 负 0.5% 的 误差 .如果 使 用 我 们 的 测量 结果 
去 计算 该 球 的 体积 , 那么 我 们 的 计算 结果 的 准确 率 有 多 高 呢 ? 让 我 们 用 微分 的 方法 
来 解决 这 个 问题 , 至 少 是 估算 . 假设 球 的 半径 为 7, 直径 为 D, 体积 为 V, 那么 它 的 
半径 为 + = D/2, 所 以 我 们 有 : 


4 4 /DAN3 npD3 
V= -mr3 一 “(5) = 


3 3 6 
当 D = 6 时 ,我们 有 T = x(6)3/6 = 36n， 这 样 , 我 们 已 经 计算 出 该 球体 的 体积 关 
36r 立方 英寸 , 但 是 真实 的 情况 要 比 这 个 值 略 大 或 略 小 . 为 了 知道 多 多 少 或 少 多 少 ， 
我 们 可 以 使 用 上 边 加 框 的 公式 df = f(a)Azx. 在 这 个 例题 中 f 需要 用 V 来 代 禁 ,a 
用 6 来 代替 , z 用 万 来 替代 , 这 样 公式 变 为 dV = V'(6)AD. 把 上 一 个 关于 了 的 公 
式 两 边 同 时 对 DD 求 导 , 可 得 : 


fr(3D2) nxD? 

6 DE 
这 说 明 V'(6) = 18n, 所 以 dV = 18rAD. 这 个 方程 说 明 如 果 你 将 D 的 值 从 
6 改变 到 6 + AD, 那么 Y 的 值 改变 了 18xAD. 在 我 们 的 例子 中 直径 可 能 比 6 多 
0.5% 或 少 0.5%, 也 就 是 0.005 x 6 = 0.03 英寸 . 所 以 AD 可 能 是 比 真 实 的 情况 多 
0.03 或 少 0.03 英寸 . 在 最 糟糕 的 情况 下 , 我 们 有 dV = 18r x ( 士 0.03) = 土 0.54n. 这 
个 误差 是 个 很 好 的 估算 , 所 以 我 们 可 以 说 该 球体 的 体积 为 36r 立方 英寸 , 上 下 最 多 
有 0.54r 立方 英寸 的 偏差 . 由 于 在 直径 中 最 初 的 偏差 是 用 百分比 来 表示 的 , 所 以 我 
门 也 应 该 这 样 来 表示 体积 的 误差 . 用 百分比 来 表示 , 一 个 大 约 的 误差 dV = 土 0.54n 

占 VV 二 36 的 百分比 为 : 


dV 士 0.54T 


本 x 100% = 56 x 100% = 土 1.5%. 


换 名 话说 , 在 体积 中 的 误差 是 直径 中 的 3 倍 . 这 就 是 你 把 一 次 方 的 误差 代入 三 次 方 
计算 后 所 得 的 结果 . 
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13.2.3 ”线性 化 的 总 结 和 例子 


以 下 是 估算 或 近似 计算 一 个 复杂 的 数 的 基本 策略 : 

(1) 写 出 主要 的 公式 :| f(z) 衬 L(z)= f(a) + f(0)(z—o) 

(2) 选择 一 个 函数 f, 用 x 来 奉 代 我 们 要 计算 的 数 , 从 而 可 以 用 我 们 选择 的 这 
个 函数 f(z) 去 表示 要 计算 的 这 个 数 . 再 选 一 个 a, 并 且 a 和 z 非常 接近 , f(a) 又 
很 容易 计算 . 

(3) 对 该 函数 求 导 . 

(4) 在 上 述 的 公式 中 , 用 实际 的 函数 及 其 导 函 数 来 蔡 代 f 和 f', 用 我 们 已 选 定 
的 实际 数值 去 替代 a. 

(5) 最 后 , 把 第 二 步 中 的 xz 值 再 代入 公式 , 这 样 就 有 df = f(a)(z 一 a). 

下 面 , 再 让 我 们 看 几 个 例子 . 首先 , 你 怎样 估算 sin(11x/30)? 我 们 使 用 刚 
结 的 方法 . 首先 我 们 从 基本 公式 ftz) 兰 Zz) = f(a) 十 六 (a)(z 一 a) 开始 . 我 们 需 
去 求 某 数 的 sine 值 , 所 以 让 我 们 假设 f(x) = sinzx. 我 们 对 当 xz = 117/30 的 函 效 值 
感 兴趣 . 接 下 来 我 们 需要 选择 一 个 数 a, 使 得 a 很 接近 于 11ry/30, 并 且 f(a) 很 容易 
计算 . 当然 , f(a) 就 是 sin(a). 那么 一 个 什么 样 的 数 既 接近 于 11x/30, 它 的 sine 值 
又 很 容易 计算 呢 ? 10r/30 怎样 呢 ? 其 实 它 就 是 /3, 我 们 很 清楚 sin(r/3) 的 值 . 所 
以 设 a = /3. 

这 样 , 我 们 完成 了 前 两 步 , 下 面 让 我 们 进入 第 三 步 . 求 导 得 f(x) = cosz, 所 以 
线性 表达 式 变 为 : 


因为 f(x) = sinz, 化 简 该 公式 得 : 
sin(Z) SS L(x) = 
最 后 代入 xz = 11x/30 得 : 
sn( 3) =z( 于 V3 1 (党 5) V3 _ 
30 30 2 2\30 3 2 60 
这 看 起 来 可 能 仍然 很 糟糕 , 但 至 少 这 个 估算 没有 涉及 三 角 函 数 , 仅仅 涉及 了 x 和 
V3, 这 两 个 数 并 不 是 很 难 计算 . 
现在 , 考虑 一 下 这 个 例子 : 用 线性 逼近 找到 In(0.99) 的 估算 值 . 这 次 我 们 设置 
f(x) = In(z), 而 且 发 现 我 们 对 x = 0.99 时 f(x) 的 值 很 感 兴趣 ， 就 取 对 数 而 言 ， 
接近 于 0.99 的 数字 1 很 适合 , 所 以 我 们 设 a = 1. 很 容易 计算 得 f(x) = ln(x) 且 
f(z) = 1/z. 这 样 公式 f(x) 宕 工 (z) = f(a) 十 六 (a)(z 一 a) 变 为 : 


lIn(x) SS L(x) = ln(1)+ +( —1). 


i 
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因为 In(1) = 0, 我 们 有 : 


In(z) 宕 Z 一 十. 


用 0.99 来 奉 代 x, 可 得 : 
lIn(0.99) SL(0.99) = 0.99 一 工 = 一 0.01， 

这 样 , 我 们 就 完成 这 个 计算 了 . 

一 个 更 普遍 一 点 的 例子 , 怎样 估算 In(1+h) 的 值 (h 是 任意 很 小 的 数 )? 事实 上 ， 
你 可 以 使 用 我 们 刚才 已 经 找到 的 线性 表达 式 /ftz) 兰 Z(z) = xz 一 1 去 估算 In(1 二 及). 
如 果 用 1+ 记 来 替代 z, 可 得 mn(1+ 门 兰 ZL+ 门 = (1+ 站 -1. 也 就 是 说 In(14+h) 全 有 h 
人 是 个 很 小 的 数 ). 实际 上 , 这 并 不 是 个 让 人 吃惊 的 结果 , 在 9.4.3 节 中 , 我 们 已 经 
看 到 : 


所 以 , 我 们 已 经 知道 当 h 是 一 个 很 小 的 数 的 时 候 , In(1 十 及 ) 很 接近 于 万 
最 后 , In(e 十 h) 的 估算 结果 又 是 多 少 呢 (h 是 个 很 小 的 数 )? 我 们 现在 需要 一 个 
不 同 的 线性 表达 式 , 因为 (e 十 h) 很 接近 于 e 而 不 是 1. 所 以 让 我 们 设 a = 6, f(z) = 
In(z), 于 是 有 f'(x) = 1/z. 这 样 新 的 公式 为 : 
f(z) SS Lz)= f(a)+f (Wz—a)= In(e)t+ = 一 6 
因为 In(e)=1, 所 以 我 们 有 : 
In(s) Lz)=1+ 1= 5. 
Zz 二 6 十 h 时 , 我 们 得 到 : 
In(e+h)L(e+h)= 2 
也 就 是 说 , In(e 十 hh) 佐 1 十 h/e( 如 果 为 一 个 非常 小 的 数 ). 这 同 我 们 上 一 例题 的 结 
果 是 不 同 的 , 在 上 一 例题 中 , 我 们 看 到 In(1 十 hh) 宕 h(h 是 个 很 小 的 数 ). 这 两 个 结 
的 不 同 原因 是 a 值 的 不 同 . 
13.2.4 ”在 我 们 估算 过 程 中 的 误差 


尽管 L(x) 和 f(z) 是 不 同 的 , 但 我 们 已 经 展示 了 怎样 用 L(x) 来 做 f(x) 的 近 
似 计算 . 问题 是 : 我 们 用 f(x) 近似 计算 L(z) 的 误差 有 多 大 ? 找到 答案 的 方法 是 
考虑 这 两 个 函数 的 差 . 它们 的 差 越 小 , 我 们 的 佑 算 就 越 精确 . 所 以 , 我 们 设 r(z) = 
f(x) 一 L(x), r(x) 表示 我 们 在 对 函数 在 x = a 点 使 用 线性 估算 时 的 误差 "我们 可 
以 看 出 如 果 函 数 f 的 二 次 导数 存在 , 至 少 在 zx 和 a 点 之 间 是 存在 的 , 那么 对 于 r(z) 
我 们 有 一 个 很 好 的 公式 ®: 


Q@ r(x) 中 的 字母 7 代表 “余数 ”. 
@ 证 明 请 参见 附录 A 中 的 A.6.9. 


SH 


1 


eth h 
i 


酒 浴 
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rm 一半 (9(z 一 oj? 对 于 在 和 点 之 间 的 任意 数 


ss 


到 中 值 定理 , 我 们 在 11.3 节 中 介绍 过 . 定理 
的 信息 , 但 我 们 不 应 该 吃惊 在 这 里 遇 到 这 个 数 . 


且 问 题 是 , 我 们 不 知道 e 的 值 , 只 知道 它 是 介 于 x 和 a 之 间 的 数 . 上 边 的 公式 要 用 


P 提 及 了 数 尽管 没有 告诉 我 们 更 多 


上 述 公 诉 告诉 了 我 们 两 件 事情 . 首先 是 (x 一 a)? 项 恒 为 正 , 这 说 明 r(z) 的 符 
号 是 与 f/(c) 的 符号 相同 . 所 以 , 如 果 我 们 知道 该 函数 图 像 是 开口 向 上 的 , 至 少 在 x 
和 a 点 之 间 是 这 样 的 , 那么 我 们 就 可 以 说 7r(z) 是 正 的 . 又 因为 >(z) = f(x) 一 L(x)， 
所 以 有 f(x) > L(z). 这 说 明 我 们 的 估算 值 偏 低 , 可 以 参考 13.2.2 节 中 的 图 像 . 另 


一 方面 , 如 果 该 函数 的 图 像 是 开口 向 下 的 , 那么 六 (oa 


f(x) < Z(z), 这 说 明 我 们 的 估算 值 比 实际 值 略 大 . 


-LE 心 z 上 日 


肯定 是 负 的 . 这 样 我 们 可 得 


例如 , 当 我 们 在 13.2 节 开 始 的 时 候 , 估算 过 V1l 的 值 , 我 们 使 用 函数 f(x) = 


Vz. 分 别 求 该 函数 的 一 次 导 和 二 次 导 , 可 得 Ptz) = 1/2V# 和 f(z) = -1/4zv 瑟 


我 们 可 以 看 出 该 函数 一 直 都 是 开口 向 下 


总 的 来 说 , 我 们 有 下 述 结论 : 


。 如果 在 a 和 z 之 间 函 数 二 次 导数 为 正 , 即 fr > 0, 那么 我 们 用 线性 有 逼近 佑 


算出 来 的 结果 要 偏 小 . 


。 如 果 在 a 和 z 之 间 阔 数 二 次 导数 为 负 , 即 f” < 0, 那么 我 们 用 线性 逼近 舍 


算出 来 的 结果 要 偏 大 . 


现在 让 我 们 再 看 看 刚才 的 偏差 方程 . 如 果 我 们 对 上 述 方程 的 两 边 取 绝对 值 , 得 : 


\ 百 1 
a 
| 误差 | 可 


假设 我 们 知道 当 t 在 x 和 a 点 之 间 变 化 时 , | 了 ”(#)| 的 最 大 值 可 能 是 某 数 M. 这 时 


的 , 通过 函数 的 


计算 还 是 图 像 都 看 得 出 , 我 们 估算 的 结果 33 比 实际 值 


f" (Oz 一 ao 


图 像 也 看 得 出 来 . 无 论 通过 


各 大 . 


尽管 我 们 不 知道 e 的 值 , 但 我 们 知道 |P"(oj| < MX, 这 样 我 们 有 下 述 公式 : 


| 误差 | < 


1 
aMlz po al2. 


M 仍然 是 当 t 在 x 和 a 点 之 间 变 化 时 | 态 的 | 的 最 大 值 . 实际 上 , 在 上 述 等 式 中 的 


重要 的 因子 不 是 M, 而 是 lz - al? 这 个 


这 个 值 是 很 小 的 , 所 以 平方 后 那 就 更 小 了 (例如 当 你 对 
个 更 小 的 数 0.0001. ). 这 说 明 误差 是 很 小 的 , 我 们 的 估 


因子 . 可 以 看 出 , 当 z 接近 于 a 时 , |z 一 al 


0.01 求 平方 时 , 你 将 得 到 一 
算是 很 精确 的 . 


让 我 们 看 看 这 个 结论 怎样 应 用 到 刚才 的 例题 中 来 估算 Vil1， 我 们 设 f(x) = 
Vz, 了 (z) = 1/2Vz, f(z) = 一 1/4Vz. 我 们 还 选择 a = 9, z = 11. 问题 是 当 t 在 9 


和 11 之 间 时 , | 大 (b| 的 值 会 是 多 少 呢 ? 
7") 


很 显然 : 
1 
Atvt 
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等 式 的 右边 是 个 关于 t 的 减 函数 , 所 以 t 越 小 , 该 函数 值 越 大 , 也 就 是 说 当 t=9 时 ， 
有 最 大 值 . 所 以 M = |f”(9)|, 结果 为 1/108. 我 们 有 这 样 的 结论 : 


| 1 1 1 1 
误 甘 | < =M 入 全 
| 误 关 | < 5M|z 一 of = 5108 54 


所 以 当 我 们 以 前 说 V1l 对 0 现在 我 们 是 非常 自信 的 , 我 们 的 结果 很 接近 真实 值 . 
事实 上 , 我 们 的 误差 是 在 土 1/54 之 内 . 更 准确 地 说 , 实际 上 我 们 知道 : 
1 1 1 1 
3 V3 te 
事实 上 , 我 们 已 经 知道 刚才 计算 的 结果 a V11 的 实际 值 略 大 , 我 们 可 以 有 更 接 
近 的 结论 : 


|11— 9|? = 


1 1 
3 54 3. 

现在 我 们 再 看 看 13.2.3 节 中 的 估算 In(0.99) 的 例题 ,通过 估算 , 我 们 知道 In(0.99) 
兰 一 0.01. 这 个 估算 到 底 有 多 接近 呢 ? 设 f(x) = In(z), 则 有 f(x) = 1/zx, f”(x) = 
一 1/z2. 因为 二 次 导数 为 负 , 所 以 我 们 的 估算 结果 又 偏 大 了 . 现在 当 上 的 范围 在 a =1 
和 xz =0.99 之 间 时 , | 了 ”7(t)| = I1/ 刀 的 值 会 是 多 大 呢 ? 因 为 t 为 减 函数 , 所 以 最 大 值 
出 现在 t=0.99 的 位 置 上 . J M = 1/(0.99)?, 这 样 我 们 的 误差 是 : 

1 1 
en jm 1 000(0.99)2 
化 简 后 得 到 的 结果 大 约 是 0.000051, 是 非常 小 的 . 也 就 是 说 -0.01 是 非常 接近 于 
ljn(0.99) 的 真实 值 的 . 更 准确 地 说 , 我 们 已 经 证 明了 这 个 不 等 了 

1 1 


0.01 < In(0.99) < —0.011 , 
20 000(0.99)2 M0) 20 000(0.99)2 


事实 上 , 因为 我 们 知道 -0.01 是 略 大 的 估算 , 这 样 , 上 述 不 等 式 的 右 侧 可 以 再 次 简 
化 , 于 是 有 : 


1 
| 误差 | < 3 Mlz d| = 


1 
20 000(0.99)2 “ 
这 样 我 们 把 In(0.99) 的 值 缩 小 到 了 一 个 很 小 的 范围 . 
在 我 们 以 后 的 学 习 中 , 第 24 章 的 泰勒 级 数 中 我 们 将 要 再 次 研究 估算 以 及 误差 
问题 . 那 时 , 我 们 不 仅 要 使 用 一 次 导数 , 也 要 使 用 二 次 导数 去 得 到 更 精确 的 估算 . 


0.01 


< In(0.99) < -0.01. 


13.3 牛顿 方法 


下 面 我 将 要 介绍 线性 逼近 的 另 一 个 有 用 的 应 用 . 假设 现在 你 要 解 一 个 f(x) = 
这 样 形式 的 方程 , 但 你 却 不 能 找到 这 个 方程 的 解 . 所 以 你 做 出 了 下 一 步 的 决定 : 你 
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要 猜测 该 方程 的 解 , 你 假设 解 为 a, 这 时 方程 的 情况 可 能 如 图 13-12 所 示 . 


y=f(W) 


下 使 函数 为 零 的 点 


“< 开始 估算 的 点 


图 13-12 


从 图 像 中 可 以 看 出 , f(a) 实际 上 并 不 等 于 零 , 所 以 a 实际 上 并 不 是 该 方程 的 
解 , 它 仅仅 是 个 近似 解 , 或 者 可 以 说 是 个 对 解 的 估算 . 我 们 把 它 考 虑 为 求解 的 第 一 
步 , 这 就 是 为 什么 在 上 边 的 图 像 中 把 这 点 标记 为 “近似 解 的 开始 ”， 牛顿 方法 的 基 
思想 是 通过 使 用 函数 f 在 a 点 的 线性 逼近 使 估算 的 结果 越 来 越 接近 于 真实 结果 
(当然 , 这 意味 着 该 函数 在 a 点 是 可 导 的 )， 不 管 怎样 , 让 我 们 看 看 它 的 图 像 , 如 图 
13-13 所 示 . 


y=f(2) 


始 估 算 的 点 
更 好 的 估算 的 点 


图 13-13 


这 个 线性 方程 在 zx 轴 的 截 距 是 b, 这 实际 上 是 个 比 a 点 更 好 的 近似 值 . 通过 开 
始 的 猜测 , 我 们 已 经 得 到 了 一 个 更 好 的 结果 . 但 。 的 值 是 多 少 呢 ? 很 好 , 它 是 该 线性 
方程 工 在 zx 轴 的 截 距 , 该 方程 为 : 

Z(z) = f(a) + f(a)(z— a), 

同 13.2.1 节 中 给 出 的 公式 是 一 样 的 . 求 x 轴 的 截 距 , 我 们 设 L(x) = 0; 这 时 , 我 们 

有 f(a) 十 (a)(z 一 a) =0. 求 xz 的 解 , 我们 得 到 : 

_ f(a) 
f’'(a) 

因为 我 们 把 x 轴 的 截 距 称 为 5, 这 样 我 们 有 下 述 公 式 : 


人 二 
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牛顿 方法 ”假设 a 是 对 方程 f(x) = 0 的 一 个 估算 解 . 如 果 你 有 : 
_ f(a) 
f'(a)’ 
这 时 通过 许多 次 计算 得 到 的 b 是 个 比 a 更 好 的 近似 解 . 
有 时 这 个 方法 不 是 很 灵 , 所 以 我 在 上 述 方法 中 加 了 一 名 “许多 次 ”. 一 会 儿 , 我 们 再 
仔细 讨论 这 个 . 现在 让 我 们 先 看 一 些 例 题 . 假设 : 
f(z)= x +27—1 
我 们 要 求 这 个 方程 f(z) = 0 的 解 . 该 方程 有 解 吗 ? 让 我 们 分 析 一 下 : f 是 连续 的 ， 
f(0) = 一 1( 为 负 值 ), f(1) = 2( 为 正 值 ), 根据 介 值 定理 (参照 5.1.4 节 ) 我 们 可 以 说 
该 方程 至 少 有 一 个 解 . 另 一 方面 , f(x) = 5z4 十 2, 一 直 为 正 ; 所 以 f 一 直 为 增 函 数 ， 
这 说 明 该 方程 最 多 有 一 个 解 (参照 10.1.1 节 ). 这 样 , 我 们 已 经 证 明了 该 方程 有 唯 
的 解 . 让 我 们 估算 这 个 解 为 0. 我 们 知道 f(0) = -1, 这 并 不 是 很 接近 于 0. 没有 问 
题 , 让 我 们 用 牛顿 方法 从 a =0 开始 : 
a 0 05+2(0)—1 1 

Ce 
所 以 =1/2 是 个 比 0 更 好 的 估算 . 的 确 , 通过 计算 可 知 f(1/2) = 1/32, 这 个 结果 
很 接近 于 0. 什么 能 使 我 们 停止 重复 使 用 这 个 方法 , 得 到 一 个 更 好 的 解 呢 ? 没有 什 
么 能 使 我 们 停 下 来 ! 这 次 让 我 们 说 a =1/2 重复 使 用 这 个 公式 得 : 
pe do HD, M32 18 


b=a 


fla) 2 fF(1/2) 2 37/16 37° 
(注意 , 这 里 我 们 使 用 (1/2) = 5x (1/2)4 二 2 = 37/16 这 个 计算 . ) 无 论 如 何 , 这 说 明 
18/37 是 个 更 接近 于 真实 结果 的 估算 . 通过 计算 f(18/37), 你 会 得 到 结果 为 0.000 2， 
已 经 是 个 很 小 的 数 了 . 所 以 我 们 说 18/37 是 个 对 该 方程 解 的 一 个 很 好 的 估算 . 
像 这 样 重复 使 用 a 和 b。 可 能 有 些 乱 . 为 了 避免 这 种 混乱 的 方法 , 我 们 可 以 用 zo 
作为 首先 的 猜测 , 接 下 来 用 zi 来 做 进一步 的 估算 ; 再 用 zs? 来 做 下 一 步 的 估算 , 以 
此 类 推 . 这 样 公 式 现 在 可 以 为 : 
f (zo) ,f(y 这 过 二 jz2) 等 等 
f(z2) 
这 儿 有 另 一 个 例子 . 求 方程 x = cosz 的 近似 解 , 首先 设 f(x) = x 一 cos x， 如果 我 
们 能 估算 出 函数 为 0 时 的 x 的 值 , 那么 这 个 值 就 是 z = cosz 的 解 . (我 们 在 5.1.4 
节 中 已 经 使 用 过 这 个 技巧 了 . ) 首先 让 我 们 假设 zo = /2; 这 时 f(x/2) = /2 一 
cos(r/2) = /2. 这 是 个 极其 不 好 的 估计 . 不 过 不 要 担心 , 因为 f(z) = 1+sin(z), 我 
们 有 (x/2) = 1+sin(r/2) = 2. 这 可 以 说 明 : 
六 f (xo) _T mT/2 _ 工 
f(zo) 2 2 4 
所 以 zi = xz/4 是 个 更 好 的 估算 ; 的 确 , f(x/4) = x/4 一 1/V2, 大 约 为 0.08. 现在 让 


Tw 
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我 们 重复 使 用 这 个 方法 , 得 到 : 
i fz) _x fr/4) x m4-1/V2 
fr) 4 Jr 4 1+1V2 
因为 A(x/4) = 1 十 sin(x/4) =1+1/V3, 这 样 上 述 的 计算 可 以 化 简 为 : 
二 这 =(LHm(VE-1)， 
实际 上 这 是 个 比 x/4 更 小 的 数 . f(z2) 的 计算 结果 为 0.0008. 这 说 明 z 一 cos(za) 
的 值 大 约 为 0.0008, 所 以 za 是 对 上 述 方程 x = cos(z) 的 解 的 一 个 很 好 的 估算 . 当 
然 , 我 们 能 重复 使 用 这 个 方法 去 得 到 一 个 更 好 的 近似 值 za, 但 这 要 涉及 更 复杂 的 计 
算 . 尽管 牛顿 方法 已 经 给 出 了 一 个 很 好 的 估算 , 但 计算 机 或 计算 器 的 估算 会 更 精确 
(请 不 要 忘记 , 计算 器 给 出 的 也 仅仅 是 估算 的 值 ! 即使 保留 到 小 数 点 后 10 或 12 位 
仍然 为 估算 的 结果 , 尽管 在 大 多 数 情 况 下 这 已 经 很 接近 真实 结果 了 . ) 
像 我 们 以 前 提 及 的 那样 , 但 是 没有 解释 过 , 有 时 牛顿 方法 也 解决 不 了 问题 . 有 
四 种 不 同 的 情况 会 导致 结果 是 错误 的 : 
(1) f'(a) 的 值 接 近 于 0 显然 , 如 果 : 


b=a 


_ f(a) 

f'(a) 
那么 fr(a) 不 可 能 为 0, 否则 b 是 没有 意义 的 . 在 这 种 情况 下 , 在 x = a 点 的 切线 不 
可 能 与 > 轴 相 交 , 因为 它 是 水 平 的 ! 即使 f(a) 很 接近 但 是 不 等 于 0, 牛顿 方法 都 
将 给 出 一 个 很 糟糕 的 结果 ; 例如 , 见 图 13-14. 


a 


"一 真正 使 原 函数 为 零 的 点 
[ y=f (7) 


台 估算 的 点 


图 13-14 


即使 我 们 开始 对 a 点 的 估算 很 接近 真实 值 x, 牛顿 方法 的 结果 (0) 远 远 偏离 真实 结 
果 r+， 所 以 最 终 我 们 并 没有 得 到 一 个 更 好 的 估算 . 为 了 避免 这 种 情况 , 确保 你 的 最 
初 的 猜测 要 远离 函数 了 的 临界 点 . 

(2) 如 果 f(x) = 0 有 不 止 一 个 解 , 这 时 你 可 能 得 不 到 你 想 要 的 结果 例如, 在 
图 13-15 中 , 如 果 你 想 去 估算 使 函数 为 0 的 左边 的 根 ” 你 会 猜测 从 a 点 开始 , 但 却 
以 s 点 结束 估算 : 


站 
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希望 的 零点 误 的 零点 
等 反 错误 的 零点 


加 a Dg 


开始 信 算 的 点 NA 
Pe 更 好 的 信 算 的 点 7 27 人) 


图 13-15 


所 以 除非 你 确定 只 有 一 个 解 ， 和 否则 你 开始 的 猜测 点 a 应 该 很 接近 你 想 要 
的 根 . 

(3) 估算 值 可 能 变 得 越 来 越 糟 “例如 , 如 果 f(z) = z1/3, 那么 对 方程 f(z) =0 
的 仅 有 的 解 是 z =0， 如 果 你 想 使 用 牛顿 方法 (我 猜想 这 是 你 能 想到 的 方法 中 最 好 
的 ), 那么 奇怪 的 结果 会 出 现 . 除非 你 从 a = 0 开始 , 否则 就 会 有 下 述 结果 : 

,2 f al 


fla) aas]3 
所 以 下 一 个 估算 值 一 直 是 你 开始 值 的 -2 倍 . 例如 , 如 果 你 从 a = 1 开始 , 那么 下 
一 个 估算 值 将 要 是 -2, 如 果 你 重复 使 用 这 个 方法 , 你 将 要 得 到 4, -8, 16 等 等 . 这 
离 正 确 值 0 越 来 越 远 . 如 果 这 种 情况 出 现 了 , 那么 牛顿 方法 就 解决 不 了 问题 了 . 
(4) 你 可 能 在 一 个 循环 中 出 不 来 了 有 时 这 种 情况 也 可 能 出 现 , 你 通过 估算 值 
a 计算 出 另 一 个 近似 值 六 这 时 通过 计算 发 现 b 的 下 一 个 近似 值 为 a. 这 说 明 在 这 
个 重复 计算 过 程 中, 没有 其 他 的 点 了 , 你 进入 了 一 个 循环 . 图 13-16 是 这 种 情况 的 可 
能 图 像 . 


2a. 


y=f(z) 


在 z=a 点 的 线性 
一 


在 28 点 的 线性 


图 13-16 


在 z=a 点 的 线性 逼近 在 x 轴 的 截 距 为 5b, 在 x=。 点 的 线性 逼近 在 x 轴 的 截 距 为 


多 。 所 以 牛顿 方法 在 这 里 并 不 适用 了 . 一 个 具体 (但 很 复杂 ) 的 例子 是 : 
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jE © es) to): 


如 果 你 从 a = 1 开始 , 通过 计算 可 知 5= 一 1. 因为 f 为 奇 函 数 , 很 显然 再 从 一 1 


始 的 计算 结果 为 1. 这 很 不 垃 我 们 遇 到 了 一 个 循环 . 选 其 他 的 开始 点 试 试 . (顺便 说 


一 下 , 这 种 类 型 的 循环 的 研究 导致 了 我 们 对 不 规则 分 形 几 何 图 


图 像 是 现在 很 流行 的 一 款 计算 机 屏保 ……… ) 


开 


形 的 研究 , 这 种 刀 
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在 讲解 导数 的 时 候 我 们 使 用 极限 去 给 导数 做 的 基本 定义 . 那么 现在 我 们 要 倒 过 
来 , 用 导数 的 知识 去 求 极 限 的 值 , 这 种 方法 叫 洛 必 达 法 则 . 在 介绍 这 个 法 则 的 各 种 
类 型 及 如 何 使 用 该 法 则 后 , 我 们 将 对 目前 使 用 过 的 计算 极限 的 所 有 方法 做 一 个 总 
结 . 所 以 我 们 将 学 到 如 下 知识 点 : 
。 洛 必 达 法 则 及 使 用 该 法 则 的 四 种 极限 情况 ; 
。 对 以 前 章节 计算 极限 方法 的 总 结 . 


14.1 洛 必 达 法 则 


我 们 学 过 的 大 部 分 极限 都 是 以 下 情况 之 一 : 


加 ,pir (60) = 9(0), Jam (a)g(e) 及 mn Je 


有 时 你 可 以 利用 函数 的 连续 性 直接 用 a 来 替代 x 来 进行 有 效率 的 计算 . 但 这 种 方 
法 有 时 解决 不 了 问题 , 例如 , 考虑 下 列 极限 : 
2 
加 

在 第 一 种 情况 中 , 用 3 来 替代 x 得 到 0/0 型 的 不 定式 . 第 二 种 极限 是 当 x 一 0 时 ， 
两 个 无 穷 大 的 差 . 实际 上 , 当 x 一 0+ 时 , 两 个 算式 都 趋 于 正 无 穷 ; 当 x 一 0- 时 , 两 
个 算式 都 趋 于 负 无 穷 . 所 以 我 们 可 以 把 这 种 形式 总 结 为 土 (oo - 00). 对 于 上 边 第 三 
种 极限 (关于 zln(z)), 这 是 0 x (一 00) 类 型 , 请 记 住 当 >z 一 0+ 时 , In(x) 一 -co. 最 
后 , 第 四 种 类 型 的 极限 是 1", 看 起 来 也 很 难 求 . 但 幸运 的 是 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 
则 去 求解 这 四 种 类 型 的 极限 . 

第 一 种 类 型 是 两 个 函数 的 比 f(z)/g(z), 是 最 适合 用 这 种 法 则 的 类 型 , 我 们 称 它 
为 “类 型 A”. 接 下 来 的 两 种 类 型 为 f(z) - g(z) 和 f(x)g(zx), 这 两 种 类 型 都 可 以 直 
接 导 出 类 型 A, 所 以 我 们 分 别 叫 它们 为 Bl 和 B2 类 型 . 最 后 , 我 们 说 关于 指数 函 
数 jz)9(2) 的 类 型 叫 C 类 型 , 因为 该 类 型 可 以 导出 类 型 B2, 从 而 再 推导 出 类 型 A. 
让 我 们 先 分 别 看 看 这 些 类 型 , 然后 在 14.1.6 节 中 总 结 这 种 情况 . 
14.1.1 类 型 A: 0/0 


考虑 下 边 形式 的 极限 : 


im 了 
2 9 
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f 和 g 都 是 很 好 的 可 导 函 数 . 如 果 g(a) 和 0, 那 情 况 就 太 棒 了 , 我 们 可 以 直接 用 a 
替代 z 来 求 极限 f(a)/g(a) 的 值 . 如 果 g(a) = 0, 但 是 f(a) 关 0, 这 时 在 xz =a 点 有 
重 直 渐进 线 , 上 述 极 限 为 co, -co 或 不 存在 . (参照 4.1 节 这 四 种 情况 的 图 像 , 将 会 
帮助 你 理解 . ) 

还 有 另外 一 种 可 能 是 f(a) = 0, g(a) = 0. 也 就 是 说 该 分 式 f(a)/g(a) 是 0/0 型 
的 不 定式 . 我 们 见 过 的 大 多 数 极限 都 是 这 种 类 型 的 . 事实 上 , 每 一 个 导数 都 是 这 种 


形式 的 ! 毕竟 ， 


ple lim f+ =f, 
如 果 你 把 = 0 代入 分 式 , 你 会 得 到 0/0 型 ， 所 以 让 我 们 主要 研究 f(a) = 0 和 
g(a) = 0 这 种 情况 . 
基本 思想 是 这 样 的 . 因为 f 和 g 是 可 导 函 数 , 所 以 我 们 可 以 找到 在 x = a 点 
的 它们 的 线性 表达 式 . 像 我 们 在 上 一 章 见 过 的 , 当 x 趋 于 a 点 的 时 候 , 我 们 有 : 
f(T)SE f(a) + f(r -a) R g(r) g(a) +9 (0) (ro). 
现在 , 假设 f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 说 明 : 
f(T) Ef (a)r—a) 及 g(x) g(a)(z—o). 

如 果 你 用 f(z) 除 以 g(z), 假设 x 关 a, 则 我 们 有 : 

f7) ~ FW) FE- 0) 大 (al 

g(x) g(rz-a) g(a) 
2 越 接近 于 a, 这 个 估算 就 越 接 近 真 实 值 . 这 样 " 我 们 有 洛 必 达 法 则 的 其 中 之 一 的 表 
达 式 : 


如 果 f(a) = g(a) = 0, 那么 lim f(2) = lim 0 
va g(7) #0 g (7) 
假设 等 式 右 端的 极限 存在 . (实际 上 也 有 男 一 种 情况 , 当 x 趋 于 但 不 等 于 a 时 , g'(zx) 
不 为 0. 当 遇 到 这 种 情况 时 , 你 真 的 是 很 不 幸 ! )f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 个 前 提 真 芯 
很 重要 , 否则 将 不 能 用 这 个 法 则 . 
让 我 们 用 这 个 章节 开始 的 例子 来 演示 怎样 用 这 个 法 则 解决 问题 : 
. 7X2—9 
es zz—3. 
注意 如 果 你 把 z = 3 代入 原 函 数 , 你 会 发 现 分 子 分 母 都 为 0, 这 说 明 我 们 可 以 使 用 
洛 必 达 法 则 . 你 所 需要 做 的 是 把 分 式 的 分 子 分 母 分 别 求 导 . 注意 : 请 不 要 使 用 除法 
法 则 ! 求解 的 过 程 为 ; 


@ 实际 上 , 我 们 还 没有 证 明 洛 必 达 法 则 . 真正 的 证 明 请 参阅 附录 A 的 A.6.11 节 . 
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注意 为 什么 在 上 边 的 等 式 中 会 有 个 小 “LH” 符号 , 这 个 符号 的 作用 是 说 明 我 们 是 
用 洛 必 达 法 则 来 解决 问题 的 (英文 中 的 洛 必 达 法 则 叫 PHepital's Rule)， 顺便 说 一 
下 , 其 实 这 道 题 也 可 以 不 使 用 洛 必 达 法 则 , 因为 分 子 2? 一 9 可 以 被 因 式 分 解 为 (z 十 
3)(z 一 3). 所 以 计算 过 程 可 以 如 下 所 示 : 
lim J = lim eh) (Py 
2 一 3 


2Z 一 3 0 一 2 一 3 
我 们 得 到 了 同样 的 答案 ! 这 说 明 我 们 的 计算 是 正确 的 . 
这 儿 有 一 个 更 难 的 例子 , 因 式 分 解 解决 不 了 问题 了 : 


mm 2— sin(Z) 


= lm(z+3)=3+3=6. 


z—0 7X3 

如 果 把 x =0 代入 , 则 分 子 分 母 都 为 0. 尽管 当 x 趋 于 0 时 , sin(z) 和 zx 很 接近 , 但 
计算 这 道 题 不 需要 这 个 信息 , 因为 我 们 正在 考虑 这 两 项 的 差 . 所 以 让 我 们 使 用 洛 必 
达 法 则 , 首先 分 别 对 xz 一 sin(z) 和 x3 求 导 : 

. 2 一 SnUZ) TH ，. 

dn 2 a 372? 
实际 上 在 7.1.2 节 中 , 我 们 曾经 演示 过 怎样 求解 等 式 右边 的 极限 (但 原 极 限 在 分 母 
中 没有 3). 我 们 的 原始 方法 是 分 子 分 母 同 时 乘 以 1 + cos(z). 但 是 现在 有 一 个 更 简 
单 的 方法 : 请 注意 当 你 用 0 去 蔡 代 x 时 , 可 发 现 该 极限 为 0/0 型 (因为 cos(0) = 1)， 
所 以 我 们 可 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 ! 从 而 得 到 : 
2 一 Sin(Z) LH 这 1 一 cos(Z) IV'H sin(z) 


lim = lim 
Z 一 0 3 Z 一 0 372 zz—0 67z 


实际 上 , 我 们 可 以 多 次 使 用 洛 必 达 法 则 去 计算 最 终 的 极限 , 但 对 于 这 道 题 , 更 好 的 
写法 如 下 所 示 : 


证 
加 cos(Z) 


(在 上 述 的 计算 中 , 我 们 直接 使 用 了 在 7.1.5 节 中 的 三 角 函 数 公 式 . ) 总 而 言 之 , 我 
们 得 到 了 该 极限 的 结果 : 


. Xz—sin(x) 1 
2 
在 我 们 介绍 下 一 种 形式 之 前 , 让 我 们 再 重新 观察 一 下 这 种 形式 . 回顾 一 下 6.5 


节 , 可 以 看 到 我 们 是 用 极限 来 定义 导数 的 . 例如 , 要 计算 极限 


通过 使 用 一 点 技巧 设 f(x) = Wx, 写 出 (x) 的 表达 式 , 将 其 写成 极限 的 形式 , 最 后 
把 z =32 代入 导 阔 数 的 表达 式 (检查 一 下 细 届 .). 但 洛 必 达 法 则 使 得 所 有 的 这 些 技 
巧 变 得 没 必要 了 . 例如 , 因为 上 述 极限 是 0/0 型 , 所 以 我 们 可 以 对 分 子 分 母 同 时 关 
于 求 导 来 计算 极限 . 首先 把 323 十 有 改写 为 (32 十 站 ”5 的 形式 ; 这 时 我 们 有 : 
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1 一 4/5 
FE_2 (32+j5 -2IH 532+h 1 La 
lim 一 一 = lim 一 三 ]lim = =(32)-4/ 
h—0 h hs»0 h h—0 1 5 


计算 结果 为 1/80, 这 同 我 们 之 前 计算 的 结果 是 相符 的 . 现在 请 回 到 6.5 节 中 , 使 用 
洛 必 达 法 则 去 重新 计算 一 下 里 面 的 例题 
14.1.2 ”类 型 A: 土 oo/ 土 oo 


洛 必 达 法 则 对 于 lim jz) = co 和 lim 1 g(7 ) = co 这 种 情况 也 很 适用 . 也 就 是 
说 , 当 你 试 着 把 x = a 代入 原 函数 时 ， 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 ， 所 以 我 们 正在 求解 个 
的 是 co/ce 型 . 例如 , 求 极 限 


你 能 注意 到 当 z 一 co 时 , 分 子 分 母 同时 趋 于 co, 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 ; 


372 + 7z DH jm 6z+7 jm Ge 
zo00 2T72—5 zoo 47 zooo\4 dz/ 


当 z 一 co 时 , 7/4z 趋 于 0, 所 以 极限 结果 为 6/4, 也 就 是 3/2. 当然 你 也 可 以 使 用 4.3 
节 中 的 方法 去 计算 极限 . 可 以 发 现 无 论 用 什么 方法 都 会 得 到 同样 的 结果 一 一 3/2. 
这 儿 还 有 个 例子 . 求 
儿 还 有 另 一 个 例子 . 求 es 个 


oo+ 工 二 In(z)” 

注意 : 当 xz 一 0+ 时 , 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 . 为 什么 呢 ? 因为 当 z 一 0 时 , sin(z) 趋 
于 0, 所 以 csc(z) 趋 于 无 穷 大 ; 同样 , 当 z 一 0+ 时 , ln(z) 一 一 00,; 所 以 1-In(x) 一 oo 
现在 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 

. csc(Z) LH 一 csc(Z)cot(Z) _.. 
和 


为 了 计算 极限 , 我 们 可 以 把 它 改写 为 : 


1 1 
lim 一 一 一 
Do sin(Z) tan(Z) 
这 样 , 我 们 有 
1 1 
lim - = i 三 了 二 1, 
z—0+ Sin(Z) im st 
7 一 0+ ZX 


但 对 于 另 一 个 因 式 , 我 们 有 


lim 一 一 一 = co， 
z 一 0+ tan(Z) 
为 当 z 一 0+ 时 , tan(z) 一 0+, 所 以 我 们 证 明了 
csc(z) 
pH [二 ln(z) 
当 z 一 oo 时 , 像 我 们 上 边 看 过 的 那样 , 该 法 则 也 适用 . 这 里 有 另 一 个 例子 ; O 


BH 


268 第 14 章 洛 必 达 法 则 及 极限 问题 综述 


该 极限 为 0, 因为 当 z 一 ce 时 , ez 一 co. 使 用 洛 必 达 法 则 的 前 提 条 件 是 当 x 一 co 
时 , zx 和 ez 都 趋 于 无 穷 大 . 注意 : 分 母 e 在 求 导 的 过 程 中 是 不 变 的 , 但 分 子 x 的 
导数 却 为 1. 当 你 看 到 下 边 的 例子 的 时 候 , 可 能 会 更 清楚 明了 . 


/HT 


我 们 使 


用 了 三 次 洛 必 达 法 则 , 发 现 每 一 次 都 是 不 定式 co/co 型 : 
23 LH 372LH,. 6rVH, 6 
lm 一 三 lm 一 三 lm — 二 lim — =0. 


7Z 一 co ET Z 一 co ET 和 一 co GZ Z 一 co eT 


当然 , 同样 的 方法 可 以 应 用 到 z 的 任何 次 窜 ; 但 你 不 得 不 多 次 使 用 该 法 则 ， 各 次 市 
要 求 导 求 到 导数 为 1 为 止 , 然而 对 于 ez 无 论 求 多 少 次 导 都 不 变 . 其 实在 9.4.4 节 中 ， 
我 们 已 经 仔细 讨论 并 证 明 过 指数 函数 增长 得 很 快 . 

现在 , 我 有 个 非常 善意 的 提示 : 请 记 住 只 有 不 定式 才能 用 洛 必 达 法 则 ! 对 于 分 
式 仅 有 的 不 定式 是 0/0 或 二 co/ 士 co 这 两 种 形式 . 例如 , 如 果 你 想 对 极限 


z2 


Ef 
F 


lim 一 一 一 
z 一 0 cos(Z) 
使 用 洛 必 达 法 则 , 你 将 会 陷入 一 团 混 乱 . 让 我 们 看 看 使 用 洛 必 达 法 则 后 的 情况 : 
2” LH? 27 


oe cos(z) py 一 Sin(z) - 2 sin(z) es 
很 显然 , 这 是 错误 的 , 因为 当 x 趋 于 0 时 , z2 和 cos(z) 都 为 正 . 事实 上 , 正确 的 解 
答 过 程 是 
x2 02 0 


li 二 二 一 二 0. 
2 cos(Z) cos(0) 1 


洛 必 达 法 则 不 能 用 来 解答 这 道 题目 , 原因 是 它 是 0/1 型 , 不 是 不 定式 . 所 以 , 一 定 要 
注意 ! 


14.1.3 ”类 型 Bl(oo 一 co) 
在 本 章节 的 开始 , 有 这 样 一 个 极限 表达 式 : 


jf (5 :) 

z—0\sin(z) Zz/ 
当 zz 一 0+ 时 , 1/sin(z) 和 1/z 都 趋 于 co; 当 x 一 0- 时 , 这 两 项 又 同时 趋 于 -ox. 
无 论 哪 种 情况 , 这 都 是 两 个 非常 大 的 数 ( 正 无 穷 大 或 负 无 穷 大 ) 的 差 , 所 以 该 不 定式 
可 以 被 表示 为 土 (oo 一 co)， 
幸运 的 是 ,可 以 很 容易 地 把 这 种 形式 转化 为 类 型 4， 我们 所 需要 做 的 仅仅 是 


通 分 : 
1 1 ， 2 一 Sin(Z) 
lim | 一 一 一 一 二 | = lm 一 一 一 一 一 . 
zo0\sin(z) Z r=0 Zsin(z) 
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现在 , 把 x =0 代入 , 可 以 看 出 是 0/0 型 不 定式 . 所 以 我 们 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 ; 


. (mm -2)- im Tin(Y ) HI], 1 — cos(x) 

z—0\sin(z) Zz z—0 Zsin(z) z—0 Sin(Z) 十 Zcos(Z) 
注意 : 我 们 使 用 乘法 规则 对 分 母 进行 求 导 . 无 论 怎 样 , 我 们 再 次 进入 0/0 型 , 因为 
当 把 z = 0 代入 时 , 可 以 发 现 分 子 分 母 同 时 趋 于 0. 所 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 (并 
且 再 次 使 用 乘法 规则 ): 


1 一 cos(Z) 1 Sin(2) 
lim lim 。 
z—0 Sin(Z) 十 Zcos(Z) zx 一 0cos(Z) 十 cos(Z) 一 ZSsin(z) 


做 到 这 儿 就 不 要 再 使 用 洛 必 达 法 则 了 ! 因为 在 本 阶段 ， 当 我 们 把 x = 0 代入 时 ， 
可 发 现 分 子 为 0 但 分 母 为 2, 所 以 总 的 极限 结果 为 0， 把 刚才 的 计算 综合 到 一 起 ， 


可 得 : -es 
en Se - 引 室 
有 时 通 分 也 不 能 解决 问题 . 比如 你 可 能 会 遇 到 一 道 没 有 分 母 的 题目 , 所 以 你 不 
得 不 自己 创造 一 个 分 母 . 例如 , 求 极 限 
lim (VZz 十 In(zZ) 一 
首先 请 注意 当 x 一 ce 时 , Vz 十 In(x) 和 Vz 都 趋 于 co; 所 以 这 道 题 属于 co - co 


十 


Se 


不 定式 . 但 该 题目 没有 分 母 , 所 以 , 让 我 们 同时 乘 以 除 以 一 个 共 罗 表 达 式 : 
im (VX+ln(z)— Vz) = im (VZ 十 In(Z )x Ye 
通过 使 用 平方 差 公 式 (a 一 5)(a 十 中, 我 们 有 


i 2 十 In(Z) 一 Z ee lIn(x) 

zco VE 二 mV oo% Veit) + Ve 
现在 , 题目 转化 为 类 型 A 的 oo0/o% 不 定式 , 所 以 通过 对 分 子 分 母 同时 求 导 (分 母 要 
使 用 链 式 求 导 法 则 ) 可 得 


让 2 -时 Ee 1/z 
2Vr+In(z) 2vz 
如 果 分 子 分 母 同 时 除 以 x, 可 得 
1 


2wVZz 十 In(Z) 2 
我 们 差不多 要 得 到 答案 了 , 但 仍 需要 看 看 当 x 一 co 时 分 母 中 的 第 一 个 分 式 的 值 的 
情况 : 


2 z++l1 
lm 一 一 一. 
zco 2VZ 十 ln(zZ) 
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注意 : 这 也 是 oo/oo 不 定式 , 所 以 我 们 需要 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 ; 


lim Se lim 二 lim VT+In(z) 
zco2vVZ 十 im zc 21+1z) so% 1+1/z 
2Vz 十 in(z) 
当 z 一 oo 时 , 分 母 1+1/z 趋 于 1 但 是 分 了 Vz 十 In(z) 趋 于 co. 也 就 是 说 
2 十 工 


lim 一 一 一 一 二 co. 
2 一 co 2VZ 十 ln(z) 


回 到 原始 的 问题 , 我 们 已 经 发 现 
1 
Jim (Vi+ hn(z)— V7) = lim | i 
2VZ 十 In(zZ) 2 

当 z 一 00 时 , 分 式 的 分 母 趋 于 co, 所 以 极限 为 0. 
\ 季 的 是 , 对 于 B1 类 型 的 极限 , 洛 必 达 法 则 并 不 是 一 直 能 解决 问题 . 事实 上 , 仅 
仅 有 一 种 情况 它 能 解决 问题 , 我 们 需要 巧妙 地 运用 数学 方法 去 把 这 种 不 定式 转化 为 
比例 的 形式 , 就 像 刚 才 例题 中 讲解 的 那样 . 
14.1.4 ”类 型 B2(0 x 士 co) 

这 儿 有 一 个 我 们 以 前 见 过 的 极限 , 在 9.4.6 节 的 开始 中 我 们 也 见 过 这 样 一 个 
极限 : 


im, zln(z). 


出 当 xz 一 0+ 时 , xz 一 0 然而 In(x) 一 一 00, 所 以 该 极限 为 0 x (-co) 型 不 定式 . 让 
我 们 通过 处 理 分 母 把 该 极限 转化 为 类 型 A. 基本 思想 是 把 x 转化 为 1/z 从 而 把 x 
移 到 分 母 : 


1 
lim zln(z)= lim 天 而 
2 一 0 十 Z 一 0 十 1/z 


现在 为 -oo0/% 型 , 所 以 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 
i .ln(z) rH .. 1/z 
a 1z i 一 1/z2 
最 右边 的 极限 可 以 化 简 为 -z, 所 以 最 后 的 极限 为 
lim (~z) 二 0. 
我 们 已 经 解决 了 问题 , 但 让 我 们 回 过 头 来 再 看 看 这 道 题 : 为 什么 我 把 x 移 到 分 母 而 
是 移动 m(z) 呢 ? 如 果 移 动 In(x), 则 为 


ea 


X 
De 


现在 , 你 需要 去 对 1/ ln(z) 求 导 , 这 个 导数 相对 难 求 一 点 . 但 如 果 你 尝试 一 下 , 可 得 
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人 二 -lim (1 J es 
这 实际 上 比 我 们 最 原始 的 极限 还 复杂 ! 所 以 当 把 某 一 项 移 到 分 母 时 一 定 要 注意 . 从 
上 述 例子 可 以 看 出 , 移动 指数 项 是 个 很 槽 糕 的 思路 , 所 以 要 避免 这 样 做 . 
这 有 男 一 个 例子 : 


lim (z 一 >) tan(z). 


zn/2 
当 你 把 z = x/2 代入 原 函 数 时 , 会 发 现 第 一 项 (z 一 zx/2) 为 0, 而 tan(z) 这 项 
要 么 为 co( 当 zz 一 (r/2)-) 或 -co( 当 zz 一 (r/2)+). 通过 函数 图 像 可 以 更 加 肯定 我 
们 的 结论 . 无 论 哪 种 情况 , 我 们 都 可 以 把 tanz 移 到 分 母 去 从 而 转化 为 1/ tan zx, 或 
cot x. 也 就 是 : 


k 


— TX/2 
lim (z 一 7) tan(Z) = lim a 
7 一 T/2 2 z—nx/2 cot(Z) 


这 比 把 (z ~- x/2) 移 到 分 母 的 计算 量 要 小 得 多 , 可 能 把 (z ~ x/2) 移 到 分 母 答 
案 都 算 不 出 . 无 论 如 何 , 上 述 的 极限 形式 都 是 0/0 型 , 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 ; 


一 邢 /2 1 
lim (z 一 7) tan(zx) = lim 0 当 lm， 一 一 一 一 一 . 
2 一 T/2 2 2 一 r/2 cot(Z) z 一 r/2 (一 CSc2(Z)) 


因为 sin (ry/2) = 1, 所 以 可 以 得 出 csc(r/2) = 1, 所 以 上 述 极限 的 结果 为 一 1. 
14.1.5 “类 型 C(1+se, 09 或 ce0) 
最 后 , 让 我 们 研究 最 复杂 的 一 种 情况 , 比如 : 


sin(z) ， 


Ja ZZ 

xz 一 0+ 
这 种 形式 的 底 和 指数 部 分 都 带 有 变量 (在 该 例 中 为 z)， 如 果 设 zx =0, 那么 我 们 得 
到 00, 这 是 不 定式 的 另 一 种 形式 . 为 求 得 该 极限 , 我 们 要 使 用 类 似 于 对 数 函数 求 导 
法 则 的 一 种 方法 (参考 9.5 节 ). 基本 思想 是 首先 对 等 式 两 端 同时 取 对 数 , 接 下 来 再 
求 当 zz 一 0+ 时 的 极限 : 


lim， ln(zsin(z)). 
根据 对 数 法 则 (参见 9.1.4 节 ), 指数 sin(z) 可 以 移 到 对 数 的 前 面 : 
bm ln(zsintz)) = Re: sin(Z) ln(x). 


当 x 一 0+, 我 们 可 得 sin(z) 一 0, mn(z) 一 一 00, 所 以 该 题 为 类 型 B2. 如 果 我 们 把 


sin(z) 移 到 分 母 则 为 1/ sin(z), 也 就 是 csc(z), 这 时 该 题 又 被 转化 为 类 型 A, 这 样 我 
们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 求解 : 


] 1 
lim sin(x)ln(x) = lim 了 (2) ] 焉 lim I 
2 一 0+ z 一 0+ CSC(Z) zx 一 0+ 一 csSc(Z) cot(Z) 


We 


化 简 为 : 
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我 们 做 完了 吗 ? 还 没有 . 我 们 现在 知道 : 


sin(Zz)) 一 1. 
lim ln(z ) = 0; 


Z 一 0 
我 们 不 得 不 对 两 端 同 时 求 指数 , 可 得 : 


lim zsin(z) ~ e0 =1. 
Z 一 0 十 


(这 种 求 指数 的 方法 很 有 效果 , 因为 e" 是 关于 x 的 连续 的 函数 . ) 

让 我 们 对 刚才 的 计算 总 结 一 下 . 先 不 求 该 沙 数 的 原始 的 极限 , 我 们 先 对 该 函数 
的 两 边 同 时 求 对 数 , 再 用 类 型 B2 的 方法 去 计算 极限 . 最 后 , 再 对 刚才 计算 的 结果 
两 边 同 时 求 指数 . 

事实 上 , 有 时 我 们 需要 用 类 型 A 而 不 是 类 型 B2 去 解决 该 问题 . 例如 , 求解 
Jiantl 十 3tan(z))1z 
这 是 该 章节 最 开始 部 分 的 例题 , 首先 请 注意 我 们 正在 求 1+% 类 型 的 极限 . 所 以 两 
边 同时 求 对 数 有 : 

lIn(1 + 3tan(z)) 


1 
; L/h 十 ee 2 
lim In ((1 + 3tan(x))!/®) lim = In(1+ 3tan(x)) lim 


现在 转化 为 0/0 型 了 , 所 以 我 们 可 以 用 类 型 A 的 方法 去 解决 问题 了 . 根据 链 式 求 
导 法 则 , 我 们 有 : 


3 sec2(7) 
) 2 
Ti (1 十 3tan(Z)) Ms ji 1 十 3tan(z) 要 3(1) 号 
Z 一 0 ba 2 一 0 1 1 十 3(0) 


这 样 我 们 有 : 
lim In ((1 + 3tan(z))!/*) =3. 
再 对 该 等 式 两 边 同时 求 对 数 , 可 得 : 
lim(1 +3tan(z))!/? = e3. 
这 里 还 有 另 一 个 不 定式 oo00 的 例子 . 
lim 2Z 一 
该 例子 为 当 z 一 co 时 , -1/z 一 0. 我 们 可 以 用 同样 的 方法 去 解决 问题 , 两 边 同时 
取 对 数 , 接 下 来 再 用 洛 必 达 法 则 去 求解 (用 类 型 A 的 方法 ). 
lim Im(z-lz) = lim Po) 坦 ee = 


ss 人 
再 两 边 求 指数 , 可 得 : 


EA 
》 


lim zl 一 e0 =1. 
pt 


我 们 需要 知道 的 是 关于 指数 类 型 的 不 定式 不 仅仅 是 1+%, 09 和 co0. 你 可 以 看 出 ， 
如 果 任何 关于 指数 的 形式 我 们 都 可 以 使 用 两 端 求 对 数 的 方法 把 问题 转化 为 乘积 或 
商 的 形式 , 这 时 再 求 新 的 极限 二 .实际 的 极限 结果 将 会 是 e 的 形式 . 唯一 的 特殊 
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情 


况 是 当 工 = co, 这 时 我 们 可 以 发 现 ew 为 co; 当 工 = -co 时 , 你 会 发 现 e-” 的 


结 


果 为 0. 这 符合 9.4.4 节 中 的 极限 : 


lim ez = co 和 lim ez 一 0 
TO00 一 一 CO 


14.1.6 ” 洛 必 达 法 则 类 型 的 总 结 


下 


面 是 我 们 已 经 讲解 的 所 有 的 技巧 : 
。 类 型 A 如果 极限 是 分 式 的 形式 , 例如 
lim (©) 
za g(z) 


要 检查 该 形式 是 否 为 不 定式 . 该 分 式 一 定 为 0/0 或 土 oo/ 土 co, 使 用 洛 必 达 


法 则 


lim f(z) EH lim | 
zag) gz) 


能 需要 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 
。 类 型 BI ”如果 是 求 差 的 极限 , 例如 
lim (f(z) -gz)， 


在 求 导 的 过 程 中 , 请 不 要 使 用 商 的 求 导 法 则 ! 现在 , 为 求解 这 个 新 的 极限 , 可 


该 形式 为 土 (oo 一 co). 求解 该 极限 的 方法 是 通 分 或 乘 以 1 的 形式 从 而 转化 


为 类 型 A. 
。 类 型 B2 如果 极限 是 乘积 的 形式 , 例如 


lim f(z)g(2), 


该 形式 为 0 x 土 oo, 选择 两 个 因 式 中 较 简 单 的 那个 取 倒 数 把 它 移 到 分 母 ( 尽 


量 不 要 选用 对 数 做 分 母 , 把 它 留 在 分 子 ) 这 样 就 转化 为 
各 Tao = tim 


Ta 


这 种 形式 . 是 典型 的 类 型 A. 


例如 
lim f(x)9(”), 


首先 , 我 们 对 极限 两 端 同时 取 对 数 : 
lim In(f(2)9®) = lim g(z) In(f(2)). 


类 型 C 如果 极限 为 指数 的 形式 , 并且 该 指数 的 底 和 指数 部 分 都 为 变量 


这 样 转化 为 类 型 B2 或 A( 或 者 转化 后 的 结果 不 是 不 定式 , 这 时 不 得 
他 的 技巧) 一 旦 你 已 经 求解 , 这 时 , 该 极限 就 可 以 重 写 为 
lim In(f(2)s®) =L, 


不 


想 其 


4 一 
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然后 再 两 边 同 时 取 对 数 , 可 得 
lim f(x)9*) = el 


现在 ， 你 需要 去 做 的 就 是 多 做 习 有 题 来 练习 如 何 使 用 洛 必 达 法 则 . 


现在 需要 巩固 一 下 我 们 所 学 的 关于 极限 的 知识 、 下 面 是 我 们 学 过 的 关于 计算 


14.2 ”关于 极限 的 总 结 


极限 的 所 有 方法 的 一 个 简要 总 结 . 随后 我 们 要 总 结 的 方法 是 应 用 于 lim F(z) 形式 


Ta 


的 极限 , F 是 一 个 至 少 在 a 点 附近 连续 的 函数 , 但 在 a 点 可 能 不 连续 . 当然 , a 也 可 
能 是 co 或 -co. 这 样 , 我 们 有 如 下 的 总 结 : 


首先 尝试 使 用 换 元 法 . 这 样 你 可 能 就 会 求 得 极限 结果 . 
如 果 你 的 换 元 导致 了 byee 或 5/(-o0) 形式 的 出 现 ,5 是 个 限定 的 数 , 那么 该 
极限 的 结果 为 0. 

如 果 换 元 之 后 的 形式 为 5/0, 但 5 不 为 0, 这 时 说 明 该 函数 有 垂直 渐 近 线 . 即 
左 极限 和 右 极限 为 oo 或 -oo, 那么 双 侧 极限 或 者 不 存在 (如 果 左 右 极限 不 
相等 ) 或 者 为 oo 或 -oo. 使 用 在 z 二 a 点 附近 的 符号 表格 去 查找 左 极限 和 
右 极 限 (请 参照 4.1 市 ). 

如 果 不 是 上 述 任何 一 种 情况 , 那么 该 极限 就 为 0/0 形式 . 首先 看 它 是 否 为 导 
数 定义 的 形式 . 如 果 你 可 以 把 它 改写 为 某 种 特定 函数 关于 特定 的 数 x 的 导 
数 形式 Jim 二 区 二 人 四 ,这 时 该 极限 为 Po)， 我 们 在 14.1.1 节 中 见 过 
该 形式 , 其 实 这 种 类 型 的 极限 也 可 以 用 洛 必 达 法 则 来 解决 ，( 参 照 6.5 节 . ) 
如 果 极限 有 根 号 , 那么 可 以 考虑 分 母 有 理化 或 分 子 有 理化 的 方法 . (参考 4.2 
节 ) 
如 果 有 绝对 值 形式 , 那么 要 考虑 把 绝对 值 符号 去 掉 , 即 把 该 函数 转化 为 分 段 
函数 的 形式 . 


-| 4 如 果 4>0， 

一 4 如 果 4<0. 

记 住 把 函数 表达 式 中 的 所 有 的 五 个 A 都 蔡 换 为 去 掉 绝 对 值 之 后 的 形式 ! ( 参 
考 4.6 节 . ) 

另外 可 以 使 用 不 同 函数 的 特性 去 帮助 你 解决 问题 . 请 记 住 在 极限 中 ,“ 无 穷 
小 ”意味 着 “ 趋 于 0"; “无 穷 大 ”意味 着 正 无 限 大 的 数 或 负 无 限 大 的 数 . ( 参 
照 3.4.1 节 . ) 请 注意 : 如 果 你 所 要 求 的 极限 是 当 z 一 co 时 , 这 并 不 能 说 明 该 
极限 就 为 无 穷 大 例 | 如 sin(1/z) 就 是 当 x 一 00 时 函数 值 却 越 来 越 小 的 例子 ， 
因为 1/z 一 0. 当 z 一 0 时 同样 值得 注意 , 因为 函数 结果 可 能 会 是 非常 大 的 . 


无 论 如 何 , 以 下 是 关于 多 项 、 三 角 


(1) 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 


。 通常 的 方法 ”尝试 
。 大 讨论 ”最 大 次 数 的 项 决定 该 极限 的 值 , 所 以 分 子 分 母 同 时 除 以 并 


乘 以 该 项 . (参照 4.3 市. ) 
(2) 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 : 


通常 的 方法 


详细 的 讨论 ， 


小 讨论 


当 4 


记 住所 有 三 角 函 数 和 反 三角 函 数 的 图 
一 些 特殊 点 的 函数 值 . 所 有 的 这 些 知识 点 在 第 2 章 和 第 10 章 中 有 


晶 2 
是 个 


所 以 可 以 乘 以 4 3 
却 不 可 以 , 因为 当 4 趋 
或 商 的 形式 的 时 候 该 方法 很 实 上 
时 , 该 方法 可 能 就 不 管用 了 . ( 参 
F sine 或 cosine, 我 们 可 以 利用 它们 
<1. 这 个 特性 可 以 同 三 明 


cos(A) 


大 讨论 ”对 


< 1 和 |cos( 任 意 数 ) 


除 以 4. 对 


因 式 分 解 , 然后 把 公 


民 小 的 数 的 时 候 , sin(4) 和 4 的 数 
| tan(4) 我 们 可 以 用 同样 


总 结 


AN 一 口 
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指数 冰 数 和 对 数 函 数 的 总 结 : 


因 式 约 掉 . (参照 4.3 节 ) 


像 , 以 及 它们 在 


家 非常 接近 ， 
的 方法 , 但 
于 0 时 , cos(4) 趋 于 1. 当 仅 有 乘积 


(参照 7.1.3 


lim 
00. 


( 非 正 式 
zt/2, 但 而 


市 , ) 这 里 也 有 


些 其 他 有 用 的 特性 


]. 但 当 有 三 角 函 数 的 加 减 形式 出 现 
见 7.1.2 节 .) 


的 特性 |sin( 任 意 数 )| 
治 定理 在 一 起 使 用 . 


tan-1(z) 一 二 


(3) 指数 函数 : 


和 


地 ， 你 可 以 这 样 来 记 tan-l(eo) = zx/2 和 tan-!( 一 00) 
保 你 真正 理解 了 上 述 这 两 个 公式 的 含义 . ) 


。 通常 的 方法 ”要 记 住 y=e? 的 


TT 


7 


lim tan-!(x) 
Z 一 一 co 


图 像 , 也 要 知道 下 列 两 个 极限 


limt+phz =er 和 lim (1 二 ) =e. 
h—0 也 一 OO Nn 


( 


小 讨论 


也 


参考 9.4.1 节 . ) 
因为 
] 以 用 1 去 替代 它 . 


AI 


但 


N 


大 讨论 。” 记 住 以 下 这 两 个 重要 
0 

(仅仅 为 换 元 的 日 

0， 


时 , 指数 函数 增长 得 


e? = 1, 所 以 当 极限 的 表达 式 中 有 该 因 


很 快 ， 也 就 是 说 lim 


式 时 , 你 完全 


当 极 限 中 有 和 及 差 的 形式 时 , 问题 就 不 是 这 
简单 了 . 这 时 你 不 得 不 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 或 用 导数 的 定义 去 求 
解 . (参照 9.4.2 节 . ) 


的 极限 


和 lim e”=0. 


的 , 你 可 以 把 这 两 个 极限 考虑 为 ex = oo 和 er = 
尽管 这 两 个 等 式 并 不 符合 正式 的 写法 .) 当 然 也 要 记 住 , 当 x 一 co 


ee 
2 
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是 任何 大 于 1 的 数 , 指数 x 可 以 是 任何 最 高 次 项 为 正 数 的 多 项 式 . 
(参考 9.4.4 节 . ) 

。 通 常 的 方法 ”需要 知道 y = ln(z) 的 图 像 以 及 对 数 的 运算 法 则 , 这 
些 知识 在 9.1.4 节 中 已 经 介绍 过 . 
小 讨论 一 个 很 重要 的 极限 是 

lim, In(z) = 一 co 

(或 者 也 可 以 这 样 记 , In(0) = 一 00)， 当 然 也 可 以 这 样 说 当 x 一 0+ 
时 , 对 数 函 数 慢 慢 地 趋 于 -co, 对 于 任何 大 于 0 的 数 a, 无 论 a 有 多 
小 (参照 9.4.6 节 .): 


Lim, zlIn(z)=0 


大 讨论 ”我们 有 


im ln(z) = co， 
也 可 以 非 正 式 地 简写 为 In(oo) = oo， 不 管 怎样 说 , 对 数 增长 得 慢 
比 任何 多 项 式 都 慢 , 这 样 我 们 有 lm 3 = 0, 适用 于 任何 次 数 
为 正 的 多 项 式 . (参考 9.4.5 市 . ) 


ES 


。 在 1 附近 函数 的 情况 ”我们 有 In(1) = 0. 洛 必 达 法 则 可 能 是 很 有 
用 的 , 对 于 这 种 极限 或 者 也 可 以 使 用 极限 的 定义 去 解决 问题 . (参照 


9.4.3 节 .) 

。 如 果 上 述 方法 都 不 能 解决 问题 , 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 (参照 14.1.6 节 的 总 

结 ). 如 果 在 使 用 洛 必 达 法 则 以 后 ， 总 是 会 得 到 一 个 新 的 极限 , 我 们 可 以 考虑 

使 用 上 述 的 任何 方法 或 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 

上 述 所 有 的 事实 及 方法 仅仅 是 求 极限 的 工具 ， 它们 不 可 能 解决 所 有 的 极限 i 

题 . 事实 上 , 在 第 17 章 中 我 们 将 看 到 一 种 完全 不 同 的 求解 极限 的 方法 , 但 如 果 你 对 

现在 的 知识 掌握 得 很 扎实 , 将 会 有 助 于 你 以 后 的 学 习 . 知道 用 哪 种 方法 去 解决 问题 
是 一 种 艺术 , 当然 , 熟 能 生 巧 . 所 以 要 多 练习 些 求解 极限 的 问题 ! 


\ 


已 1 


隔 
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既然 我 们 讨论 的 是 微 积分 问题 , 微分 问题 仅仅 是 微 积分 问题 的 一 半 内 容 . 男 一 
半 需 要 讨论 的 问题 是 积分 问题 . 积分 是 个 很 强大 的 数学 工具 , 它 可 以 帮助 我 们 求 不 
规则 图 形 的 面积 , 帮助 我 们 求 不 规则 形状 物体 的 体积 , 帮助 我 们 求 变速 运动 物体 的 
路 程 . 本 章 中 , 我 们 将 花 一 些 时 间 去 研究 定 积 分 的 定义 及 一 些 相关 的 理论 . 在 下 一 
章节 我 们 将 会 给 出 其 定义 研究 其 应 用 . 所 以 让 我 们 从 定 积分 的 以 下 基本 原理 入 手 : 
。 求 和 符号 以 及 伸缩 求 和 法 ; 
。 寻求 位 移 和 面积 之 间 的 关系 ; 
。 用 分 割 法 去 求 面积 . 


15.1 求 和 符号 


考虑 这 个 求 和 
1 1 1 1 1 1 


1 4 9 16 25 36. 
这 并 不 是 一 个 随意 的 数 的 求 和 : 这 是 个 有 一 定 规律 的 求 和 . 求 和 中 的 每 一 项 是 从 1 
的 平方 到 6 的 平方 的 倒数 . 这 里 有 个 更 简单 的 方法 去 表达 这 个 求 和 : 


ga 
请 大 声 地 读 出 :“ 从 7 =1 到 j =6 时 1/ 六 的 和 ” 现在 我 要 介绍 这 个 求 和 符号 怎样 
工作 . 思路 是 你 把 7 =1, j =2, j =3, j =4, 7 =5 最 后 到 ; =6 代入 1/ 产 的 表达 式 , 一 
次 代入 一 个 , 最 后 把 这 六 项 都 加 到 一 起 . 我 们 可 以 判断 出 我 们 从 j =1 开始 以 j =6 
结束 , 7 =1 和 7 =6 分 别 在 这 个 希腊 字母 小 的 上 方 和 下 方 (这 是 希腊 字母 sigma 
的 大 写 , 所 以 我 们 叫 这 个 符号 为 “sigma 求 和 ”). 所 以 我 们 有 

1 1 1 1 1 1 1 
2 "92 32 42 "52 62° 
注意 : 我 们 实际 上 并 没有 计算 出 这 个 和 的 值 ! 我 们 所 做 的 仅仅 是 简化 . 

现在 , 考虑 下 边 这 个 sigma( 这 是 “ 求 和 ”的 男 一 个 说 法 ) 符号 的 级 数 . 

1 000 1 
2° 


2 


© 


©O 
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这 个 求 和 与 上 个 求 和 之 间 的 唯一 的 区 别 是 这 次 我 们 累加 到 1 000 而 不 是 6 了 . 所 
以 


1 000 1 1 1 


1 1 1 
六- 本 1+ 下 + + 60 + 了 O00 
在 这 种 情况 下 , sigma 求 和 是 非常 实用 的 , 它 避 免 了 使 用 “…”( 就 像 上 边 等 式 的 右 
边 不 同 ). 这 里 还 有 另 一 个 例子 ; 

AR 

2 62 72 292? 302. 
这 个 求 和 是 以 了 =5 开始 , 而 不 是 7 =1, 所 以 第 一 项 是 1/52. 
当 你 要 考虑 改变 求 和 的 起 始点 和 终点 时 ,sigma 求 和 是 非常 方便 的 . 例如 , 考 
虑 下 边 这 个 级 数 : 


> 


j=17 

从 了 =1 开始 , 以 j = n 结束, 所 以 我 们 有 
el nL 1 1 1 
> 


j=1 
注意 : 上 边 的 等 式 倒数 第 二 项 是 j = n 一 1 倒数 第 三 项 是 j = n 一 2; 我 把 后 三 项 和 
前 三 项 都 写 在 了 等 式 的 右边 , 而 其 他 的 项 我 用 “…” 符 号 写 在 中 间 代 替 . 


”1 

在 这 个 求 和 中 , 看 起 来 好 像 有 两 个 变量 ; 和 n, 但 实际 上 只 有 一 个 变量 mw 你 可 以 

通过 把 它 展开 , 容易 地 看 出 其 展开 式 
1 1 1 1 1 1 
es 

在 这 个 展开 式 中 没有 j! ; 只 是 虚拟 变量 , 它 只 是 个 临时 的 准 代 者 , 我 们 把 它 叫 做 求 

和 索引 , 它 可 以 从 整数 1 到 整数 mn. 所 以 我 们 可 以 换 用 另 一 个 字母 , 而 对 本 表达 式 

毫 无 影响 . 例如 , 下 述 求 和 是 完全 一 样 的 : 


小 1 CQ 人 
随便 说 一 下 , 这 已 经 不 是 第 一 次 我 们 使 用 像 ; 一 样 的 虚拟 变量 了 : 极限 也 使 用 这 样 
的 变量 , 所 以 这 里 没有 什么 新 鲜 的 . (参照 3.1 节 蔗 

让 我 们 看 更 多 的 例子 . 
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这 个 求 和 的 结果 是 多 少 呢 ? 如 果 你 说 结果 是 5, 那么 你 就 兵 入 陷阱 了 ， 让 我 们 全 细 
研究 研究 , 当 m = 1 时 , 该 项 为 5. 当 m = 2 时 , 它 所 对 应 的 项 还 是 5. 对 于 m= 3， 
m= 二 4 直到 m = 200 都 是 同样 的 结果 . 所 以 , 实际 上 : 

200 

>》 5=5+5+5 二 .… 十 5 十 5 十 5， 


在 这 个 求 和 中 有 200 项 . 所 以 最 后 的 结果 应 该 是 200 x 5 或 1000. 类 似 地 , 考虑 下 
边 这 个 求 和 


1000 


D1=1+1+1+.…+1 1+1. 


g=100 
在 这 个 求 和 中 一 共有 多 少 个 1? 你 可 能 被 诱导 地 说 有 1 000 一 100 个 或 900 个 , 但 实 
际 上 你 少 说 了 一 个 . 答案 是 901 个 . 总 的 来 说 , 在 A 和 B 之 间 , 包括 4 和 B, 共有 
BB 一 A+1 个 数 . 

现在 给 你 提 个 问题 , 你 怎样 用 sigma 求 和 符号 写 下 边 的 表达 式 ? 
sin(1) + sin(3) + sin(5) 十 .… 十 sin(2997) + sin(2999) + sin(3001) 


但 这 并 不 是 正确 的 , 按照 这 个 写法 展开 后 应 该 是 
sin(1) 十 sin(2) 十 sin(3) 十 …: 十 Sin(2999) 十 sin(3000) 十 sin(3001). 

原 展开 式 中 没有 偶数 部 分 . 我 们 怎样 才能 去 掉 偶 数 部 分 呢 ? 首先 想像 了 是 从 1, 2, 3 

始 的 , 这 时 (27 一 1) 这 个 数值 恰好 代表 了 所 有 奇数 . 所 以 我 们 把 它 写 为 


3001 


六 sin(27 — 1). 


这 次 好 多 了 , 但 仍然 有 个 问题 . 当 ; 到 求 和 的 末尾 时 是 3001, 但 (2; 一 1) 这 时 为 
2 x (3001) -1= 6001. 这 也 就 是 说 

3001 

>》， sin(27 一 1) 二 sin(1) 十 sin(3) 十 sin(5) 十 .… 十 sin(5997) 二 sin(5999) 十 sin(6001). 


我 们 有 太 多 项 了 ! 怎样 知道 哪里 停 下 呢 ? 在 最 后 一 项 , 我 们 需要 sin(27 一 1) 为 
sin(3 001) 而 不 是 sin(6 001), 所 以 设置 2; 一 1 = 3 001, 我 们 可 得 ;= 1 501. 最 
后 我 们 有 


1501 
sin(1) 十 sin(3) 十 sin(5) 十 .… 十 sin(2997) 十 sin(2999) 十 sin(3001) > sin(27 — 1). 
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上 述 解 答 是 正确 的 . 每 次 做 完 一 定 要 把 ; 代入 校 验 , 本 题目 中 我 们 代入 j =1, 7 =2， 
j=3 及 后 三 了 = 1499, 7 = 1500 和 了 7 = 1501. 你 可 以 发 现 等 式 左 右 两 侧 是 一 样 
的 . 另 一 方面 , 我 们 再 研究 研究 当 7 为 偶数 时 的 情况 ， 


1501 


2 sin(27) 


< 


展开 后 为 
sin(2) + sin(4) + sin(6) 十 ,…: 十 sin(2998) + sin(3 000) + sin(3 002). 
所 以 , 当 要 得 到 偶数 时 我 们 使 用 27 而 不 是 (27 一 1). 当然 如 果 你 要 得 到 3 的 倍数 ， 
你 应 该 使 用 37. 可 能 性 是 永 无 止境 的 ! 
15.1.1 一 个 有 用 的 求 和 
考虑 这 个 求 和 


首先 , 让 我 们 把 这 个 求 和 展开 . 当 ; =1 时 ， 我 们 得 到 1. 当 j =2 时 , 我 们 得 到 2, 以 
此 类 推 , 直到 7 = 100; 这 时 , 我 们 仅仅 需要 把 这 100 个 数 加 起 来 . 所 以 有 


100 
2 2 十 3 十 … 十 98 十 99 十 100. 


是 的 , 这 就 是 前 100 个 自然 数 的 和 条 和 放下 作 力 这 个 求 和 


y 0 +1)? 


j=0 
当 7 =0 时 , 我 们 得 到 1; 当 7 =1 时 , 我 们 得 到 2; 同样 , 以 此 类 推 , 直到 7 =99, 我 们 
得 到 100. 所 以 ， SE 


YO 99 + 100. 

JI 三 0 
这 个 求 和 同 刚刚 那个 是 一 样 的 ! 我 们 所 做 的 就 是 把 求 和 索引 7 减 小 了 1. 现在 考虑 
这 个 求 和 


>》 (101 一 让 . 
j=1 
了 =1 时 , 我 们 得 到 100; 当 7 =2 时 , 我 们 得 到 99; 以 此 类 推 , 到 ; =100, 最 后 一 
项 为 1. 也 就 是 101 一 7 这 个 数 从 100 递减 到 1, 所 以 
100 
S101—)=100+99+98 十 … 十 3 二 2 二 1. 
j=1 
这 同 刚 才 的 两 个 求 和 依然 是 一 样 的 , 只 是 这 次 是 递减 的 方式 了 . 其 实 对 于 同一 个 求 
和 用 sigma 求 和 方式 来 表达 会 有 很 多 种 方法 . 


I 


De 
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实际 上 , 这 个 求 和 的 最 后 一 个 表达 形式 并 不 是 偶然 , 我 们 可 以 用 它 来 求 出 实际 
的 数值 . 我 们 假设 5 为 1 十 2 十 3 十 … 十 99 十 100; 这 时 , 我 们 可 以 看 至 


100 100 


S=》 7 及 5=》 (101-7). 
j=1 j=1 
如 果 你 把 这 两 个 求 和 加 到 一 起 , 我 们 有 


100 100 


25 = >,j+ 2_(101—). 


j=1 
在 第 一 个 求 和 中 我 们 从 1 递增 到 100; 而 在 第 二 个 求 和 中 我 们 从 100 递减 到 1. 也 
就 是 说 你 能 够 以 任何 顺序 求 得 这 个 和 而 得 到 同样 的 结果 . 所 以 我 们 能 把 这 两 个 数 合 
并 到 一 起 写 为 


Cs 


100 


25 = >_(j + (101—))). 
j=1 
因为 了 上 + (101 一 7) = 101, 这 样 , 结果 会 关 
100 


25 = >》， 101. 
j=1 


我 们 一 共有 100 个 101, 所 以 有 25 = 101 x 100 = 10100. 也 就 是 说 5 = 10100/2 = 
5050. 这 样 我 们 已 经 证 明了 从 1 加 到 100 的 和 为 5050. 伟大 的 数学 家 高 斯 在 10 岁 
的 时 候 用 同样 的 方法 就 解决 了 该 问题 ! 
15.1.2 ”伸缩 求 和 法 

检查 这 个 求 和 


(2 — (7— 1)°). 


Ns 


和 EI 
完全 扩展 后 为 

(12 — 02) + (22— 12) + (32 一 22) 十 (42 -32) 十 (52 — 42). 
在 这 个 求 和 中 你 可 以 消 掉 很 多 相同 的 项 . 实际 上 , 如 果 你 仔细 观察 , 你 会 发 现 除了 
52 一 02 之 外 的 每 一 项 都 会 被 消 掉 , 所 以 求 和 的 结果 就 是 52 = 25. 即使 你 有 更 多 的 
项 , 同样 的 事情 也 会 发 生 . 例如 


200 
> (7 一 (0 一 1D?) 
j=1 
扩展 后 为 
(12—02)+(22—12)+(32—22)+...+(198?— 1972) 十 (1992 — 1982) + (2002 — 1992). 


再 一 次 地 , 除了 2002 一 02 之 外 的 每 一 项 都 被 消 掉 了 , 所 以 这 个 和 为 40 000. 等 一 
下 , 好 像 3 和 -1972 并 没有 被 消 掉 ! 其 实 它们 隐藏 在 … 里 面 了 , 所 以 这 个 消 元 
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法 的 确 奏效 了 . 

这 种 类 型 的 级 数 叫 伸缩 级 数 . 你 可 以 把 它 合并 成 更 简单 的 形式 , 就 像 套 缩 那些 
老式 的 小 望远镜 一 样 . 总 的 来 说 , 我 们 有 
b 


(f(D)— fi-D)= 7 - f(a-1). 


j=a 


例如 , 我 们 有 


100 
> (ee el 到 ecos(100) 2 ecos(10 一 1) 
j=10 
可 以 简单 的 写 为 est100) 一 ecos(9). 我 们 不 得 不 取 ec) 这 项 , 用 最 后 的 数 (100) 去 
替代 j, 用 所 得 到 的 结果 减 去 es6-0 这 项 , 其 中 的 7 用 数 (10) 去 代替 . 你 应 该 把 
这 个 求 和 展开 , 然后 看 看 消 元 法 是 否 帮助 你 得 到 正确 的 答案 . 
这 里 还 有 另 一 个 例子 . 求 


Nn 


人 


j=1 
注意 : 这 是 个 又 缩 求 和 ; 所 以 我 们 只 需要 取 最 后 一 项 (j? - () -1)?) 并 用 n 去 替代 
第 一 个 j, 以 及 用 第 一 项 用 1 去 替代 第 二 个 j, 所 以 可 得 
SD))=n (1 1) =n. 
y= 
男 一 方面 , (j? 一 (j 一 1)?) 这 项 化 简 后 为 ( 户 - (72 -27 十])), 最 后 结果 为 2; 一 1. 所 
以 我 们 实际 上 证 明 出 


Nn 


>》 (27 一 1) =72， 


j=1 
如 果 你 仔细 考虑 这 个 求 和 , 左边 仅仅 是 前 n 个 奇数 的 和 . 例如 当 n= 5 时 , 左边 是 
1 十 3 十 5 十 7 十 9, 这 个 和 是 25. 注意 : 这 不 就 是 5 的 平方 ! 如 果 换 个 数 我 们 取 n =6, 这 
时 左边 为 1+3 十 5 十 7 十 9 十 11, 这 个 和 为 36, 正好 是 6 的 平方 . 这 再 次 证 明了 我 们 的 结 
论 是 正确 的 . 这 样 我 们 已 经 证 明了 前 ”个 奇数 的 和 为 n2. 
我 们 甚至 可 以 举 更 多 的 例子 . 我 们 可 以 把 这 个 求 和 分 解 为 : 

27) -> 1=72， 

7=1 j=1 
如 果 你 怀疑 这 个 表达 式 , 请 用 前 五 项 去 校 验 一 下 . 不 是 用 常规 的 写法 1+3 二 5 十 7 十 9， 
这 次 我 们 写 为 (2 一 1) 十 (4 一 1) 十 (6 一 1) 十 (8 一 1) 十 (10 一 1), 然后 再 重新 安排 一 下 
得 (2 十 4 十 6 十 8 十 10) 一 (1 十 1 十 1 十 1 十 1). 实际 上 , 我 们 可 以 把 第 一 个 括号 提出 一 
个 2, 这 样 可 得 2 x (1 十 2 十 3 十 4 十 5). 根据 我 们 上 述 的 方程 , 这 说 明 我 们 可 以 把 常 
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数 2 从 第 一 个 和 中 提出 并 得 到 
2> .7 一 >》1= 和 2. 
j=1 j=1 
把 第 二 个 和 移 到 等 式 的 右边 , 这 时 , 该 方程 的 两 边 同时 除 以 2, 可 得 
>》 7 Es 3 72 十 33 1 | . 
j=1 j=1 


最 右边 的 求 和 是 n 个 1, 所 以 它 实际 上 是 n. 则 等 式 右边 为 (n2 + m)/2, 也 可 以 被 写 
为 n(n 十 1)/2. 这 样 我 们 证 明了 这 个 有 用 的 公式 


Nn 


.n(n+1) 
i 


,= 100 时 读 公 式 在 这 种 特殊 情况 下 为 
> 
这 同 我 们 上 一 节 的 结论 是 一 样 的 
在 刚才 的 例子 中 , 我 们 已 经 介绍 了 平方 项 , 现在 让 我 们 看 看 立方 的 情况 : 
0 


j=1 
再 一 次 地 , 由 于 这 是 个 伸缩 求 和 , 所 以 这 个 求 和 的 值 会 很 容易 求 出 . 不 管 怎样 , 你 可 
以 做 一 些 代数 运算 , 会 发 现 六 一 (7 一 1)3 化 简 后 为 3 六 一 37 十 1. 所 以 上 述 的 求 和 为 


nNn 


D837 — 37+1)=n. 
j=1 
让 我 们 把 这 个 和 分 成 三 部 分 并 把 常数 部 分 提出 来 : 
3 .7-3 7+》 1=n. 
j=1 j=1 j=1 
现在 , 把 最 后 的 两 个 和 移 到 等 式 的 右 侧 再 除 以 3, 可 得 
Nn 1 Nn Nn 
Dj_7= G 3》> i 2 
j=1 j=1 j=1 
上 一 个 例子 已 经 证 明了 等 式 右 端的 第 一 个 和 的 结果 为 n(n 十 1)/2; 第 二 个 和 为 n 个 
1, 那么 它 的 结果 为 n. 所 以 我 们 有 
2 1/ 3nn+l) 


通过 一 些 简 单 的 代数 运算 可 以 得 出 等 式 右边 的 多 项 式 可 以 化 简 为 (2n3 二 3n? 十 n)/6， 
因 式 分 解 后 为 n(n 十 1)(2n 十 1)/6. 所 以 我 们 已 经 证 明了 


I 


现在 , 我 们 知道 了 怎 术 


MD 
L 


12 


3 和 n(n+1)(2n 十 D) 


j=1 


即使 是 伟大 的 数学 家 


15.2 


在 介绍 了 sigma 求 和 之 后 , 让 我 们 花 一 些 时 间 来 太 


f 求 前 ”个 数 的 3 
32 十 .…' 十 992 十 1002 = 
高 斯 也 等 到 11 岁 以 后 


究 这 个 问题 : 


= 338 350. 
才能 解决 这 个 问题 ! 


如 果 你 知道 一 辆 汽车 在 某 一 时 段 内 每 一 时 刻 的 行驶 速度 , 那么 它 在 这 个 
时 间 段 内 的 总 位 移 是 多 少 呢 ? 


用 符号 来 说 明 就 是 , 我 们 知道 在 [中 时 
求 出 它 的 总 位 移 z(t). 我 们 已 经 知道 反 过 来 求 怎 术 
v(t) 就 是 z(t)， 也 就 是 说 , 速度 是 位 移 对 


我 们 看 一 些 简单 的 例子 . 
15.2.1 ”三 个 简单 的 例子 


考虑 三 辆 车 沿 着 一 条 笔直 的 高 速 公路 
们 可 以 用 速率 和 路 程 来 分 别 


每 一 辆 车 都 是 在 下 午 3 点 钊 


第 一 辆 车 匀速 行驶 , 在 整个 时 间 段 内 的 平均 速度 为 每 小 时 50 英 
5] 这 个 时 间 段 内 的 速度 为 v(t) = 50. 很 容易 就 能 计算 上 


仅 需 要 使 用 这 个 公式 : 路 程 = 平均 速度 x 时 间 . 
速 运动 , 所 以 平均 速度 www 和 即时 速度 v 是 一 样 的 , 都 为 50. 所 以 我 
路 程 =vxt= 50x2= 100. 


也 就 是 说 , 这 辆 车 一 


如 图 15-1 所 示 . 


图 15-1 


尺 替 速度 和 位 移 (对 了 
FP 离 开 加 油 站 ,1 


tH 这 辆 车 所 走 


间 段 内 每 一 时 刻 t 的 速度 v(t), 我 们 想 要 
计算 : 如 果 我 们 知道 z(t), 那么 
[时 间 的 导数 . 为 了 解答 这 个 问题 , 首先 让 


直 都 是 向 前 行驶 , 我 
这 个 情况 这 两 个 说 法 没有 


区 别 ). 


已 . 所 以 在 [3， 


` 治 


的 路 程 , 我 们 仅 


kt 走 了 100 英里 . 现在 让 我 们 绘 


的 是 , 对 于 这 


道 题 ， 


门 有 


因为 是 人 


制 个 速度 "对 时 间 +t 的 图 像 
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我 们 可 以 发 现在 v =50 这 条 速度 线 和 时 间 轴 以 及 t=3 和 t=5 两 条 垂直 线 之 间 的 


的 时 间 2( 小 时 ). 50x2 这 个 数 


虑 这 个 单位 ). 所 以 在 这 个 情况 下 这 辆 车 所 走 的 路 程 就 是 速度 对 时 间 的 图 像 的 面积 . 


图 形 是 长 方形 . 长 方形 的 高 就 是 这 辆 车 的 速度 50( 瑞 里 每 小 时 ), 底 束 是 它 一 共 行 驶 


由 就 是 这 个 长 方形 的 面积 (英里 , 让 我 人 


门 暂时 先 不 考 


接 下 来 我 们 再 来 介绍 第 二 辆 车 , 在 第 一 个 小 时 的 速度 为 40 英里 每 小 时 ; 这 时 


的 图 像 如 图 15-2 所 示 . 


这 就 是 路 程 . 让 我 们 校 验 一 下 . 在 第 一 个 小 时 内 , 它 的 速度 为 40 英里 


图 15-2 
我 已 经 把 速度 对 时 间 的 函数 图 像 在 t=3 和 t=5 之 间 的 部 分 用 阴影 表示 出 来 , 希望 


在 4 点 钟 它 的 速度 达到 60 英里 每 小 时 . 注意 : 我 们 忽略 加 速 的 那 几 秒 钟 , 那么 它 


~ 


每 小 时 , 所 以 


它 所 走 的 路 程 为 40 x 1 = 40 英里 . 这 恰恰 就 是 该 图 像 左 长 方形 的 面积 , 高 为 40( 英 


里 ), 底 为 1( 小 时 ). 对 于 第 二 小 时 我 们 可 以 用 同 检 


的 方法 进行 分 析 . 它 所 走 的 路 程 


为 60x1=60 英里 一 一 这 同 右 长 方形 的 面积 是 一 样 的 . 总 面积 没 变 , 还 是 100. 


的 公式 并 不 适用 于 整 段 旅行 ， 


重要 的 事实 是 我 们 根据 该 车 的 运动 速度 把 它 的 运动 时 间 分 成 几 个 时 间 段 , 然后 
再 求 每 个 时 间 段 的 路 程 , 最 后 再 把 这 些 时 间 段 的 路 程 加 到 一 起 . 类 似 于 d= wao x 
除非 你 知道 它 的 平均 速度 . 等 一 下 , 可 能 你 会 说 它 的 


平均 速度 明显 为 50 英里 每 小 时 , 所 以 解决 这 道 题 没 有 问题 ! 很 好 , 确实 如 此 ! 让 我 
们 看 看 第 三 个 例子 , 看 看 你 是 否 还 会 有 同感 . 


第 三 辆 车 在 开始 的 15 分 钟 的 速度 为 20 英里 每 小 时 , 接 下 来 一 直到 4 点 钟 的 
速度 为 40 英里 每 小 时 . 在 4 点 钟 的 时 候 , 它 提速 到 60 英里 每 小 时 , 该 速度 保持 了 


半 个 小 时 . 在 最 后 的 半 个 小 时 中 , 它 的 速度 降 为 50 英里 每 小 时 . 
增加 和 减 小 的 提速 和 减速 过 程 . 这 样 速度 对 时 间 的 图 像 如 图 


15-3 所 示 . 
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从 这 个 图 像 中 可 以 看 出 , 平均 速度 并 不 是 很 容易 求 出 . 但 
小 时 的 时 间 段 分 成 4 个 小 时 间 段 去 计算 


我 们 仍 可 以 通过 把 这 2 个 
H 它 所 走 的 路 程 . 通过 图 像 可 以 看 出 , 共有 


e。 从 3 到 3.25( 用 十 进 制 的 写法 是 下 午 3:15), 该 车 的 速度 为 20 英里 每 小 时 , 所 
以 它 所 走 过 的 路 程 是 20x0.25=5 英里 . 这 就 是 该 图 像 的 第 一 个 长 方形 的 面 
队 , 因为 它 的 高 为 20( 英 里 每 小 时 ), 底 为 0.25( 小 时 ). 


。 从 3.25 到 4, 它 的 速度 为 40 英里 每 小 时 , 所 以 所 矣 


英里 . 这 也 恰恰 是 第 二 个 长 方形 的 面积 . 


E 的 路 程 为 40x0.75, 或 30 


e。 从 4 到 4.5( 也 就 是 下 午 430), 这 辆 车 的 速度 为 60 英里 每 小 时 , 所 以 路 程 为 
60x0.5=30 英里 , 这 正 是 第 三 个 长 方形 的 面积 . 

。 最 后 从 4.5 到 5, 它 的 速度 为 50 英里 每 小 时 , 所 以 在 那 段 时 间 所 走 的 路 程 为 
50x0.5=25 英里 , 这 也 是 第 四 个 长 方形 的 面积 . 

像 上 图 显示 的 那样 , 在 这 四 个 时 间 段 内 , 这 辆 车 分 别 行使 了 5, 30, 30 和 25 英里 ; 所 
以 它 一 共 行驶 了 5+30+30+25=90 英里 . 最 后 , 我 们 也 求 出 了 


这 说 明 它 的 平均 速度 实际 上 是 90/2=45 英里 


也 


I 


个 的 速度 . (这 并 不 违背 中 值 定理 , 因为 上 述 函 数 是 不 可 导 的 . ) 


15.2.2” ”一段 更 常规 的 旅行 


让 我 们 去 看 一 个 描述 这 三 辆 车 行驶 过 程 的 一 般 框 架 . 假设 时 间 间 隔 为 [a, 9]; 并 


第 三 辆 车 所 走 的 路 程 ! 


每 小 时 , 不 是 这 四 个 时 间 段 中 任意 一 


且 也 假设 我 们 可 以 把 这 个 时 间 段 分 成 许多 个 更 小 的 时 间 间 隔 , 从 而 保证 汽车 在 每 个 
匀速 行驶 的 . 我 们 不 想 固 定时 间 段 的 数目 , 所 以 假设 共有 nn 段 . 我 


小 的 时 间 段 内 


们 也 需要 一 些 方法 去 描述 每 个 时 间 段 的 开始 和 结束 . 
。 第 一 个 时 间 段 从 时 刻 a 开始 , 以 后 来 的 某 一 时 刻 志 结束 . 


是 


因为 a 是 比 主 更 


早 的 时 刻 , 所 以 我 们 可 以 说 a < 如. 实际 上 , 如 果 设 to = a, 那么 对 我 们 以 后 
的 解 题 会 更 有 帮助 ， 所 以 有 to=a<ti. 
。 第 二 个 时 间 段 从 如 时 刻 开始 , 以 后 来 的 某 时 刻 to 结束 , 这 样 , 我 们 有 < 妈 . 


® 第 三 个 时 间 段 从 to 到 | t3, t2 < ta. 
。 按照 这 个 思路 做 下 去 , 所 以 到 第 j 个 时 间 段 时 , 我 


束 


。 倒数 第 二 个 时 间 段 从 如- 到 妇 - 其 中 如 -2 < 1 


。 最 后 , 最 后 一 个 时 间 段 从 如 -1 到 t,t 同 5 时 刻 是 一 相 


bj < b=: 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 


a=to<ti <to <ts < <th 2<tn_ 1<tn=b. 


门 是 从 tj_1 开始 以 t; 结 


的 ， 所 以 , 我 们 有 
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我 们 已 经 把 时 间 段 [a, 9] 分 成 了 许多 小 时 间 段 , 我 们 叫 这 样 的 小 时 间 段 为 分 区 . 在 
数 轴 上 可 表示 为 : 


加 三 Q 如 bt ta 如 -2 如 -1 如 二 


在 图 像 中 间 的 这 些小 点 表示 我 们 并 没有 限定 分 区 的 个 数 . 

除了 考虑 时 间 因 素 之 外 , 我 们 还 需要 考虑 速度 因素 . 让 我 们 假设 在 第 一 个 小 时 
间 段 (to, 右 ) 内 , 汽车 的 行驶 速度 为 vi. 这 也 就 是 说 在 to 到 时 间 段 内 速度 v 对 
时 间 的 函数 图 像 将 是 一 条 高 度 为 的 线段 . 对 于 第 二 时 间 段 , 速度 为 v2, 所 以 对 
于 该 时 间 段 的 函数 图 像 我 们 得 到 一 条 高 度 为 v2 的 线段 . 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 个 
时 间 段 (t;_1, t), 速度 将 要 是 wm. 所 以 图 像 如 图 15-4 所 示 (例如 ): 


t= a HH 如 鸭 ta 如 -2 如 -1 tn=b 


图 15-4 


现在 我 们 已 经 做 好 了 计算 总 位 移 的 准备 . 在 第 一 个 小 的 时 间 段 (to, ) 内 , 该 车 的 速 
度 为 wi. 时 间 的 长 度 为 (to 一 肆 ), 所 以 在 该 时 间 段 内 所 走 过 的 位 移 为 v1 x (t1 一 如 ). 
让 我 们 用 同样 的 方法 来 计算 第 二 时 间 段 (to) 的 位 移 . 速率 为 v2, 该 段 时 间 的 长 
度 为 ( 妇 一 与 ) 所 以 该 时 间 段 内 的 位 移 为 va x (tz 一 妇 ). 用 同样 的 方法 计算 下 去 直 
到 最 后 一 个 时 间 段 (t_1, t). 最 后 , 把 所 有 的 位 移 加 到 一 起 , 可 得 

忆 位 移 ==vi(ti 一 t0) 二 v2(t2 一 要 ) 十 … 
十 证 成河 = tn_2) 本 v(t = tn 1): 
如 果 用 sigma 求 和 符号 来 表达 这 个 求 和 表达 式 将 会 是 个 完美 的 方法 , 像 我 们 在 15.1 
节 中 使 用 过 的 那样 . 校 验 看 看 , 使 自己 相信 我 们 可 以 将 上 述 公式 写成 如 下 形式 : 


总 位 移 一 >》， vj (tj; ee Vi) 


j=1 
当然 , 这 也 是 上 述 函 数 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 . 
让 我 们 看 看 我 们 给 出 的 这 个 框架 怎样 适用 于 刚才 的 三 个 例子 . 对 于 每 一 个 例 
子 , 我 们 都 有 a =3 和 5 =5. 
。 对 于 第 一 辆 车 , 我 们 的 时 间 段 为 [3, 5, 所 以 设 n=1, to 二 3 和 恕 二 5. 我 们 
也 知道 它 的 速度 为 vi = 50; 所 以 
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位 移 = Dv 将 ) 一 vi(ti = to) 一 50(5 3) 一 100. 


j=1 
。 第 二 辆 车 需要 两 个 时 间 段 ; 设 n=2, to = 3, 妇 二 4 和 t==5, 所 以 我 们 的 分 
区 为 3 < 4 < 5. 在 第 一 个 时 间 段 内 , 速度 vi = 40, 然而 在 第 二 个 时 间 段 内 
速度 va = 60. 所 以 


位 移 一 >》 vj(t; = tj;_1) =vwi(t1 一 to) 十 vo(t2 2 t1) 
j=1 


=40(4— 3) + 60(5— 4) = 100. 
。 最 后 , 请 你 来 分 析 第 三 辆 车 的 运动 的 各 个 细节 . 我 们 可 以 说 n = 4, 该 分 区 
为 3<3.25 <4<4.5<5, 速 度 分 别 为 v1 = 20,v2 = 40,wvs = 60 和 ws = 50， 
所 以 


位 移 =》vi(t; 一 刀 -1) 
j=1 
=v1i(ti to) | v2 (to t1) + va(ts t2) | va(ta t3) 
=20(3.25 — 3) + 40(4 一 3.25) + 60(4.5—4)+50(5— 4.5) 
二 5 十 30 十 30 十 25 = 90. 
注意 : 该 计算 同 我 们 上 一 节 的 计算 非常 类 似 , 仅仅 是 其 中 的 符号 有 些 改变 . 
15.2.3 ”有 正 负 的 面积 
如 果 我 们 的 车 向 相反 的 方向 行驶 , 结果 又 会 是 怎样 呢 ? 例如 , 假设 该 车 从 下 午 
3 点 到 下 午 4 点 向 正 前 方向 行驶 , 速度 为 40 英里 每 小 时 , 然后 以 每 小 时 30 英 
的 速度 向 相反 的 方向 行驶 直到 下 午 6 点 钟 . 那么 它 的 速度 对 时 间 的 函数 图 像 如 图 
15-5 所 示 . 


吗 


现在 , 区 分 路 程 和 位 移 真 的 很 重要 了 . 在 下 午 3 点 到 4 点 之 间 , 路 程 和 位 移 都 为 40 
英里 .从 4 点 到 6 点 , 该 车 公 行 驶 了 30 x 2 = 60 英里 , 所 以 从 3 点 到 6 点 的 总 
路 程 为 40+60=100 英里 . 另 一 方面 , 因为 该 行驶 过 程 的 第 二 部 分 为 反 向 行驶 , 所 以 
的 位 移 却 为 40 + (一 60) = -20 英里 . 这 说 明 这 辆 车 最 终 离 出 发 点 相反 的 方向 20 
英里 . 


Ct 
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现在 , 请 看 上 边 的 函数 图 像 . 左边 长 方形 的 面积 为 40( 英 里 ), 这 个 不 是 问题 ; 但 
右边 长 方形 的 面积 很 有 趣 , 需要 考虑 一 下 了 , 它 的 底 的 长 度 为 2( 小 时 ), 如 果 你 考虑 
它 的 高 为 30( 黄 里 每 小 时 ), 这 时 , 足够 确信 它 的 面积 为 60( 英 里 ). 把 这 两 个 面积 加 
到 一 起 为 40+60=100 英里 , 也 就 是 路 程 . 

另外 , 让 我 们 重新 考虑 第 二 个 长 方形 .假设 我 们 说 它 的 “高 ”为 -30( 英 里 每 
小 时 ), 因为 该 长 方形 在 横 坐 标 轴 的 下 方 . 当然 , 一 个 长 方形 的 高 实际 上 是 不 可 能 六 
负 的 , 但 无 论 如 何 区 分 坐标 轴 上 和 下 是 很 必要 的 . 所 以 如 果 它 的 高 度 为 -30, 面积 
为 2x(-30) = -60 英里 . 让 我 们 把 这 个 负 号 去 掉 , 正确 地 把 它 标记 为 有 正 负 的 二 
只. 我 们 的 结论 是 : 在 坐标 轴 下 方 的 面积 为 负 . 如 果 这 样 做 总 面积 是 40( 第 一 个 长 方 
形 ) 加 上 -60( 第 二 个 长 方形 ), 我 们 得 到 的 面积 为 -20. 我 们 刚才 计算 的 位 移 不 就 
是 -20! 

从 上 一 节 的 公式 中 , 我 们 对 时 间 段 [3, 6] 有 一 个 分 区 3 < 4 < 6. 第 一 个 分 区 的 
速度 为 vi = 40, 第 二 分 区 的 速度 为 vo = -30. 所 以 我 们 有 


位 移 = 》 vj(tj 一 1) =vi( 一 t0) 十 va(tz 一 本 ) 
j=1 


=40(4— 3) + (—30)(6— 4) = —20. 
在 第 二 时 间 段 内 , 如 果 我 们 说 v。= 30 为 速率 而 不 是 速度 , 那么 总 和 为 40 x (4 一 
3) 十 30 x (6 一 4) = 100, 这 就 是 我 们 刚才 计算 出 的 路 程 . 当然 , 速率 为 30 英里 每 小 
时 是 速度 为 -30 英里 每 小 时 的 绝对 值 . 所 以 如 果 不 用 没有 方向 的 面积 去 计算 路 程 ， 
我 们 可 以 用 速度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 + 上 的 图 像 来 表示 , 如 图 15-6 所 示 . 


图 15-6 


现在 , 面积 为 正 或 为 负 已 经 不 是 很 重要 了 , 因为 坐标 轴 以 下 没有 面积 了 ! 所 以 我 们 
可 以 说 所 有 的 面积 都 是 有 正 负 的 . 如 果 我 们 考虑 面积 没有 正 负 , 我 们 应 该 先 取 绝对 
值 . 详情 参照 16.4.1 节 . 
15.2.4 连续 的 速度 

我 们 已 经 看 出 如 果 一 辆 车 (或 一 个 物体 ) 治 直线 行驶 , 它 的 速度 在 时 间 [a, 晶 
内 的 有 限 的 时 间 段 (分 区 ) 内 是 一 个 常数 , 这 时 位 移 为 速度 对 时 间 的 图 像 与 t 轴 及 
t= 二 a 和 t=。b 所 围 成 的 有 向 面积 . 对 于 路 程 也 是 同样 的 , 唯一 的 区 别 是 这 时 的 图 像 
是 速度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 t 的 图 像 . 
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如 果 在 有 限 的 时 间 分 段 内 的 速度 不 是 常数 , 那 情况 又 是 如 何 呢 ? 除非 你 从 来 不 
关闭 控制 系统 , 否则 你 可 能 会 不 时 地 为 超车 而 加 速 或 当 看 到 警察 时 减速 .……… 你 
的 速度 从 40 英里 每 小 时 到 60 英里 每 小 时 需要 一 定 的 加 速 一 一 因为 你 不 可 能 一 
下 子 加 速 . 所 以 , 让 我 们 考虑 速度 为 时 间 t 的 连续 函数 , 如 图 15-7 所 示 . 


人 


图 15-7 


所 以 该 车 加 速 , 然后 减速 , 最 后 又 更 快 地 加 速 . 位 移 应 该 是 阴影 部 分 的 面积 一 一 实 


际 上 阴影 部 分 都 是 在 坐标 轴 上 方 , 所 以 该 位 移 也 是 路 程 . 我 们 究竟 怎样 计算 这 块 面 
积 呢 ? 

这 是 基本 的 思想 . 在 从 a 到 的 时 间 段 内 , 我 们 的 速度 变化 了 很 多 , 但 在 一 个 
非常 小 的 时 间 段 内 , 它 的 速度 并 没有 发 生 很 大 的 变化 . 让 我 们 考虑 一 个 小 的 时 间 间 


隔 , 我 们 叫 它 为 [p, 中 , 我 们 研究 在 这 个 小 时 间 段 内 的 情况 . 即使 在 这 个 小 时 间 段 内 ， 
速度 也 是 有 微小 变化 的 , 但 我 们 假设 速度 没 变 . 让 我 们 在 时 间 段 [p, q] 内 选择 某 一 
时 刻 e 的 速度 作为 样本 速度 , 看 看 这 时 的 速度 为 多 少 . 我 们 也 假设 我 们 选择 的 样本 
速度 为 该 时 间 段 内 [p, g] 的 实际 速度 . 如 果 我 们 把 速度 v 写 为 v(t) 去 强调 速度 v 为 
时 间 的 函数 , 这 时 在 时 刻 e 的 速度 就 为 v(c). 所 以 我 们 有 图 15-8. 


人 


图 15-8 


对 于 [p, g] 这 个 时 间 段 内 的 图 像 , 我 们 已 经 把 它 以 高 度 v(c) 画 平 . 这 样 做 的 好 处 是 
我 们 可 以 求 出 在 [p, q] 这 个 时 间 段 内 的 位 移 . 这 块 小 长 方形 的 高 为 v(c), 底 为 9 一 p， 
所 以 它 的 面积 为 v(e) x (q 一 p). 现在 , 这 实际 上 不 是 那 段 时 间 内 的 准确 位 移 , 但 却 
是 最 接近 的 . 
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为 什么 我 们 研究 像 [p, gq] 这 样 的 时 间 段 呢 ? 让 我 们 在 整个 [a, 8] 区 间 内 重复 这 
个 分 区 的 过 程 . 以 下 面 这 个 分 区 开始 
a=to<ti <to < <tn 2 <tn_1<tn=), 
在 每 个 时 间 段 内 让 我 们 都 取 个 样本 速度 . 第 一 个 时 间 段 是 从 如 到 五 , 所 以 让 我 们 
选 在 那个 时 间 段 的 某 一 时 刻 cu 假设 在 这 个 时 间 段 内 的 速度 为 v(c1). ci 这 个 数 可 
能 等 于 该 时 刻 的 开始 值 如 , 或 结束 值 厂 , 或 在 该 时 间 段 内 的 任意 值 , 无 论 什么 值 , 只 
要 它 在 [to, ] 这 个 时 间 段 内 . 现在 , 对 第 二 个 时 间 段 重复 这 个 过 程 , 在 [ti, t2] 内 我 
们 选择 co, v(cz) 作为 这 个 时 间 段 内 的 样本 速度 . 对 以 后 的 每 个 时 间 段 用 同样 的 方 
法 , 直到 在 [t%_1, 如 ] 这 个 时 间 段 内 我 们 选 cj. 图 15-9 是 个 当 n=6 时 的 例子 : 


C3 


et Pe SG 大 一 : 
图 15-9 


到 目前 为 止 , 我 们 所 做 的 是 使 用 像 这 些 楼 梯 一 样 的 函数 (其 中 的 每 一 台阶 都 与 
这 个 函数 有 交点 ) 去 估算 这 条 平滑 的 速度 曲线 . 我 们 将 要 使 用 上 一 节 的 一 些 方法 去 
计算 阴影 部 分 的 面积 , 但 这 个 计算 仅仅 是 对 实际 面积 的 一 个 估算 . 我 们 得 至 
速度 曲线 下 的 面积 兰 Dv(c) (ty —t;_1). 
j=1 
不 幸 的 是 , 我 们 的 估算 不 是 很 准确 . 在 上 一 节 末 尾 处 的 图 像 的 右 侧 的 大 长 方形 对 于 
[ts, te] 区 间 内 曲线 下 的 面积 的 估算 不 是 很 准确 , 因为 在 曲线 没有 覆盖 到 的 上 部 有 
太 多 的 长 方形 面积 了 . 所 以 让 我 们 重新 分 更 多 的 区 , 把 每 个 分 区 的 区 间 缩 小 , 如 图 
15-10 所 示 . 


人 一 


加 一 0 tio=0b t 


图 15-10 
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在 这 个 图 像 中 我 们 有 16 个 分 区 而 不 是 6 个 了 , 看 起 来 , 阴影 部 分 的 面积 比 我 们 
从 前 的 分 区 更 接近 于 真实 面积 了 . 尽管 我 们 在 分 区 中 可 以 使 用 很 多 小 区 间 , 但 如 果 
其 中 的 某 个 分 区 很 大 , 对 我 们 的 估算 结果 仍然 会 有 很 大 的 影响 . 例如 , 参照 图 15-11. 


to=a tio=0b t 


图 15-11 
即使 大 多 数 的 长 方形 的 宽 都 很 小 , 但 只 要 其 中 有 一 个 长 方形 的 宽 很 大 , 都 会 严 
重 影响 我 们 的 计算 结果 . 所 以 我 们 很 需要 其 中 的 每 一 个 分 区 间隔 都 很 小 . 解决 这 个 
问题 的 方法 是 我 们 把 其 中 最 大 的 间隔 叫 最 大 区 间 , 我 们 让 最 大 区 间 足 够 小 , 最 终 它 
的 极限 为 0. 用 这 种 方式 , 我 们 可 以 说 所 有 的 分 区 间隔 都 会 很 小 , 再 也 没有 像 刚才 
图 像 的 那 种 情况 了 . 
正式 的 说 法 是 , 这 个 最 大 区 间 可 以 被 定义 为 
最 大 间隔 =(ti 一 t0), (tz 一 要 ),… (tw_1 一 ty_2), (tn 一 tw_1) 的 最 大 值 . 
例如 , 如 果 你 在 [3, 5] 区 间 内 的 分 区 是 3 < 3.25 <4 < 4.5 < 5( 这 是 我 们 在 15.2.1 节 
中 对 第 三 辆 车 已 经 使 用 过 的 分 区 ), 这 时 , 这 些小 分 区 的 长 度 分 别 为 0.25(3.25 一 3)， 
0.75( 它 来 自 于 4 一 3.25), 0.5(4.5 一 和 和 0.5(5 一 4.5). 在 0.25, 0.75, 0.5 和 0.5 中 的 
最 大 值 是 0.75, 所 以 这 个 最 大 间隔 是 0.75. 

>》 vec); — ty-1) 


j=1 
现在 , 我 们 用 极限 的 方法 去 蔡 代 这 个 估算 从 而 得 到 实际 的 数值 . 假设 我 们 不 断 重复 
上 述 过 程 , 每 一 次 都 确保 这 次 的 最 大 区 间 比 上 一 次 的 要 小 , 所 以 这 个 最 大 值 最 终 趋 
于 0. 这 样 , 这 个 估算 越 来 越 精确 了 . 这 就 是 我 们 尽量 去 得 到 的 公式 : 


在 速度 曲线 下 的 实际 面积 = lm >， v(ci)(t; — tj;_1). 
j=1 
因为 最 大 间隔 趋 于 0, 这 样 分 区 间隔 的 数目 就 会 越 来 越 大 , 所 以 上 述 极限 自动 包含 
了 n 一 00 这 样 一 个 思想 . 
15.2.5 ”两 个 特别 的 估算 
上 述 的 公式 给 了 我 们 许多 希望 . 如 果 我 们 选择 不 同 的 分 区 , 使 用 不 用 的 样本 时 
间 cj, 我 们 还 会 得 到 同样 的 答案 吗 ? 这 实际 上 是 一 个 定理 , 如 果 v 是 关于 时 间 的 


15.2 位移 和 面积 
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连续 函数 , 这 时 上 述 极限 是 独立 于 分 区 和 样本 时 间 的 . 定 开 


E 的 证 明 不 是 本 书 所 涵 蔓 


的 范围 , 但 是 在 大 多 数 的 教材 中 都 有 严格 的 分 析 . 男 一 方面 


别 的 估算 得 到 这 个 定理 的 基本 思想 : 上 限 求 和 与 下 限 求 和 . 


i, 我 们 可 以 通过 两 个 特 


从 一 个 分 区 开始 , 在 每 一 个 小 分 区 中 我 们 可 以 选 一 些 样 本 点 . 假设 我 们 总 是 选 
一 些 点 , 这 些 点 分 别 对 应 它们 所 在 区 间 的 可 能 的 最 大 速度 . 例如 , 在 区 间 [to, 如 ] 中 


我 们 选 点 cl 以 至 于 v(c1) 是 速度 v 在 这 个 时 间 段 的 最 大 值 . 对 于 每 个 时 间 段 , 我 们 


都 做 同样 的 取 值 . 这 说 明 我 们 的 取 值 在 曲线 之 上 . 图 15-12 是 这 种 情况 的 图 像 . 


t= tie=b 


图 15-12 


上 图 长 方形 的 面积 , 我 们 叫做 向 上 求 和 , 很 明显 , 这 比 实际 面积 要 大 . 另 一 方面 ， 


t 


如 果 我 们 对 于 每 一 个 分 区 都 选择 最 小 的 速度 , 这 时 我 们 将 得 到 图 15-13. 


图 15-13 


分 区 是 同样 的 , 但 样本 时 间 是 不 同 的 . 由 于 我 们 所 选取 的 方式 的 不 同 , 这 次 所 
有 的 长 方形 都 在 曲线 的 下 方 ; 这 样 的 所 有 长 方形 的 面积 和 叫做 向 下 求 和 , 它 比 实际 


的 面积 要 小 . 


通过 对 这 两 种 情况 的 分 析 , 我 们 有 


向 下 求 和 的 面积 < 曲线 下 的 实际 面积 < 向 上 求 和 的 面积 
实际 上 , 对 于 同样 的 分 区 区 间 , 无 论 我 们 选 什么 样 的 样本 时 间 cj, 它 所 对 应 的 长 方 


形 面 积 都 在 向 上 求 和 与 向 下 求 和 的 面积 之 间 . 如 果 对 于 每 一 个 分 
它 的 最 大 间隔 足够 可 能 小 , 这 时 间 上 求 和 与 向 下 求 和 的 极限 值 可 能 是 


区 我 们 都 考虑 使 


样 的 (但 我 
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并 不 打算 证 明 这 个 理论 ). 之 前 学 过 的 三 明治 定理 将 会 证 明 这 个 公式 是 有 意义 的 . 无 
论 你 选取 怎样 的 cj 值 , 你 的 求 和 都 是 在 向 上 求 和 与 向 下 求 和 之 间 . 当 最 大 分 区 趋 
于 0 时 , 三 明治 定理 可 以 证 明 这 两 个 求 和 都 趋 于 实际 的 正确 的 面积 . 

现在 , 我 们 有 了 所 有 需要 的 去 定义 定 积分 的 工具 . 这 是 我 们 在 下 一 章 要 讨论 
的 
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现在 到 了 介绍 定 积分 的 时 候 了 ， 首先 我 们 将 给 出 一 个 关于 面积 的 定 积分 非 正 
式 定 义 , 接 下 来 使 用 上 一 章 的 分 区 思想 来 使 这 个 定义 更 严谨 . 在 学 习 了 一 个 应 用 严 
格 定义 的 (实际 很 烦琐 的 ) 例子 后 , 我 们 将 会 对 定 积分 的 定义 有 进一步 的 理解 . 更 
准确 地 说 , 我 们 将 会 学 到 以 下 知识 点 : 

。 代数 和 面积 和 定 积分 ; 

。 定 积分 的 定义 ; 

。 使 用 这 个 定义 的 例子 ; 

。 定 积分 的 基本 特性 ; 

。 使 用 积分 求解 非 代 数 和 面积 两 条 曲线 之 间 的 面积 , 以 及 在 一 条 曲线 和 
y 轴 之 间 的 面积 ; 
估算 定 积 分 ; 
函数 的 平均 值 和 定 积 分 的 中 值 定 理 ; 
。 一 个 不 可 积分 的 函数 的 例子 . 


16.1 基本 思想 


我 们 从 一 个 函数 以 及 该 函数 的 [a,9] 区间 开始 研究 . 考虑 y = f(z) 这 个 函数 图 
像 , 以 及 该 曲线 , x 轴 和 两 条 垂直 线 x = a 和 z =。 所 围 成 的 面积 (如 图 16-1 所 示 ). 


图 16-1 
能 有 一 种 简洁 的 方式 去 表示 阴影 部 分 的 面积 就 太 好 了 . 因为 上 述 的 图 像 中 没 


有 长 度 单位 , 对 长 度 我 们 将 会 用 “单位 ”来 度量 , 对 面积 将 会 使 用 “平方 单位 *. (如 
果 上 述 图 像 有 单位 , 比如 英寸 , 那么 它 的 面积 单位 会 是 平方 英寸 .) 无 论 如 何 , 我 们 
都 可 以 说 阴影 部 分 的 面积 (平方 单位 ) 是 : 


[ar 
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这 就 是 定 积分 . 你 可 以 把 它 读 为 “函数 f(z) 对 于 z 的 从 a 到 "的 积分 表达 
式 f(z) 叫做 被 积 函 数 , 且说 明 这 条 曲线 的 样子 . a 和 必 说 明 两 条 垂 线 在 哪 , 也 叫 积 
分 极限 (请 注意 不 要 同 极限 混在 一 起 ! ) 或 积分 端点 . 最 后 , dz 说 明 x 是 水 平 轴 的 
变量 . 实际 上 , z 是 哑 变 量 一 一 你 可 以 用 任意 其 他 字母 来 表示 它 . 所 以 下 列表 示 式 


是 等 价 的 : 


b b b b 
| fae = | te0at= | roao=| 7aae 
实际 上 这 些 表达 式 的 计算 结果 是 相同 的 , 都 是 上 述 图 像 明 影 部 分 的 面积 (平方 
单位 ); 不 同 的 仅仅 是 我 们 把 横 坐 标 从 z 轴 改 变 为 + 轴 、g 轴 或 9 轴 . 但 这 并 不 影 
响 对 面积 结果 的 计算 ! 
如 果 函数 有 一 部 分 在 x 轴 的 下 方 , 情况 又 会 怎样 ? 图 像 可 能 看 起 来 如 图 16-2 
记录 


图 16-2 


像 我 们 在 15.2.3 节 中 看 到 的 , 具有 把 x 轴 下 方 的 面积 作为 负面 积 来 看 时 , 才 有 


意义 . 如 果 在 z=a 和 z=b 之 间 的 曲线 的 所 有 部 分 都 在 坐标 轴 下 方 , 那么 该 积分 
一 定 为 负 的 . 实际 上 , 该 积分 给 出 了 这 个 代数 和 面积 的 总 面积 . 更 准确 地 表述 如 下 . 


b 

| rwar 是 曲线 y = f(z), 两 条 重 线 x 二 a 和 xz 二 b, 以 及 zz 轴 所 围 成 的 代 

数 和 面积 (平方 单位 ). 

注意 积分 只 是 个 数 , 但 面积 是 以 平方 单位 为 单位 的 . 

从 上 一 章 中 我 们 知道 , 在 时 间 a 和 4 之 间 的 一 个 物体 的 位 移 是 两 条 重 线 1 一 a 
和 + 二 5,t 轴 以 及 曲线 yy = w(t) 所 围 成 的 代数 和 面积 . 路 程 同位 移 的 计算 方法 基本 
相似 , 但 有 一 点 不 同 (很 关键 ), 那 就 是 y = lo(b|. 用 我 们 的 符号 , 可 以 表示 如 下 


b 


b 
位 移 = | v(tjdt | 和 路 程 =| wi 


对 这 个 问题 的 理解 是 : 我 们 从 t= a 开始 , 以 t=05 结束 . 注意 该 问题 的 哑 变 量 
是 t, 被 积 函 数 分 别 是 速度 v(t) 和 速率 |u 人 |. 
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一 些 简单 的 例子 
现在 来 看 一 些 关 于 定 积分 的 简单 例子 . 首先 , 考虑 下 面 的 式 子 : 


1 2 
zdz 和 | rdz. 
0 0 
两 道 例 题 的 积分 变量 都 是 xz, 所 以 我 们 从 绘制 y = z 的 函数 图 像 开 始 . 前 个 例 
子 的 面积 从 z =0 到 x =1, 而 后 个 例子 的 面积 从 z =0 到 x =2. 所 以 我 们 看 到 如 图 
16-3 所 示 的 两 个 面积 . 


图 16-3 


这 些 面积 很 容易 计算 : 两 个 都 是 三 角形 . 第 一 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 1, 所 以 面 


积 是 5 (D) (1) = 了 平方 单位 ; 第 二 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 2 所 以 面积 为 (2) (2) = 
2 平 廊 单 位 . 表示 为 

1 1 - 

| 2Zd2 = 3 和 | Zd2 = 2. 


现在 我 们 使 用 这 些 公式 解决 实际 问题 . 假设 一 辆 车 开始 局 动 , 加 速度 为 常数 1 
码 每 平方 秒 ; 它 的 速度 (人 码 每 秒 ) 为 v(t) =t. 所 以 一 秒 钟 之 后 该 车 走 了 多 远 ? 两 秒 
钟 之 后 呢 ? 答案 已 由 上 边 的 积分 给 出 了 . 仅仅 用 上 替代 x, 你 就 会 得 到 答案 . 首先 ， 
注意 对 于 这 个 问题 位 移 和 距离 是 同样 的 , 因为 这 辆 车 一 直 沿 正方 向 行驶 . 所 以 在 第 
一 秒 , 我 们 有 


下 旭 1 
位 移 = | v(t)dt = | tdt = =. 
0 0 2 


前 两 秒 有 


六 
位 移 = | 
0 
然 , 这 些 位 移 是 以 码 为 单位 的 . 
现在 来 看 男 一 个 定 积分 : 


IS 


5 
| 1dz. 
一 2 


为 求 这 个 定 积分 的 值 , 我 们 需要 去 绘制 函数 y =1 的 图 像 , 位 于 垂 线 zx = -2 和 
z 二 5 之 间 . 计算 的 面积 如 图 16-4 所 示 . 
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图 16-4 


所 以 它 所 围 成 的 面积 为 长 方形 , 高 为 1, 底 为 7, 面积 为 7 平方 单位 . 这 也 就 是 说 


5 
| 1dz = 7. 
一 2 


b 
| ldz 


事实 上 , 这 个 通常 的 积分 表达 式 


表示 的 面积 如 图 16-5 所 示 . 


= ; 
图 16-5 
该 长 方形 的 高 为 1, 底 边 长 为 b-a( 即 使 a 和 b 是 负 的 ), 所 以 我 们 有 通常 的 表 
达 方 式 : 
b 
| 1d7z 一 0 一 ww 
这 也 可 以 简单 地 写 为 
b 
| dz =b—a. 


因为 我 们 可 以 认为 1dz 就 是 dz. 
最 后 , 下 面 的 式 子 表示 什么 呢 ? 


| sin(x)dzx? 


的 如 图 (16-6 所 示 ). 


面积 同 xz 轴 下 方 (在 -x 和 0 之 间 ) 的 面 


单位 . 也 就 是 ， 


让 我 们 绘制 函数 图 像 , 看 看 将 要 计算 的 面积 是 什么 样 


幸运 的 是 , 我 们 要 计算 的 是 代数 和 面积 , 而 不 是 实 
际 的 面积 . 根据 对 称 性 , z 轴 上 方 (在 0 和 之 间 ) 的 


只 是 一 样 的 


信人 


所 以 正 负 面积 互相 抵消 , 最 后 求 得 的 总 面积 为 0 平方 
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| sin(Z)dz = 0. 


如 果 你 想 求 得 实际 的 面积 , 而 不 是 代数 和 面积 , 需要 仔细 考虑 把 积分 分 为 两 部 分 来 
计算 . 在 16.4.1 节 中 , 我 们 将 讲 到 如 何 计算 , 在 17.6.3 节 中 , 你 会 看 到 同样 的 例题 
在 我 们 看 下 一 道 例题 之 前 , 我 希望 对 刚才 的 例题 做 一 个 总 结 , 上 述 积分 为 0 的 
理由 是 : 被 积 函数 sin(z) 为 奇 函数 , 被 积 区 间 [ze 是 关于 0 点 对 称 的 . 我 们 可 
以 用 其 他 的 任意 奇 函数 蔡 代 sin(z), 把 积分 区 间 改 为 从 -a 到 a(a 为 任意 数 ), 积分 
结果 仍然 为 0 也 就 是 说 : 
如 果 7 为 奇 函 数 , 这 时 | (zaz=0 (a 为 任意 实数 ) 

根据 对 称 性 可 知 : 在 x 轴 上 方 的 任意 一 块 面积 都 可 以 找到 其 在 x 轴 下 方 的 对 
应 面积 , 就 像 刚 才 图 中 表示 的 那样 ， 如 果 我 们 要 计算 的 积分 符合 上 述 条 件 , 那么 就 
没有 必要 做 计算 , 这 样 会 节省 我 们 很 多 时 间 ， 在 18.1.1 节 中 , 我 们 将 会 给 出 这 个 结 
论 的 正式 的 证 明 ， 
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关于 面积 给 出 定 积分 的 定义 , 我 们 已 经 给 了 很 多 的 例子 , 但 这 并 不 能 帮助 我 们 
解决 如 何 计 算 一 些 特殊 的 积分 . 确实 , 上 一 节 的 每 一 个 例子 , 我 们 都 找到 了 答案 , 这 
仅仅 是 因为 我 们 知道 怎样 计算 三 角形 或 长 方形 的 面积 . 更 幸运 的 是 最 后 一 个 例子 
sin(z), 因为 两 个 面积 被 抵消 了 . 但 在 通常 情况 下 , 我 们 没有 这 么 幸运 . 

事实 上 , 在 以 前 的 导数 学 习 中 , 我 们 过 到 过 这 种 情况 .我 们 已 经 定义 了 导数 
jz) 的 几何 意义 是 函数 y= f(z) 在 点 (zx, f(x)) 的 切线 的 斜率 , 但 并 没有 告诉 我 们 
如 何 求 得 斜率 . 而 此 处 我 们 定义 导数 为 下 面 形 式 : 
pe) 2 ie f+ 
h—0 h 
假设 该 极限 是 存在 的 . 像 我 们 从 前 观察 过 的 一 样 , 该 极限 是 0/0 型 不 定式 , 但 仍然 
可 以 用 很 多 种 方法 计算 该 极限 . 无 论 如 何 , 一 旦 我 们 给 出 上 述 定义 , 对 导数 f(z) 的 
解释 就 是 切线 的 斜率 . 
遗憾 的 是 , 定 积分 的 定义 没有 这 么 简单 , 它 比 导数 的 定义 要 复杂 得 多 . 好 在 我 
们 已 经 在 前 一 章 做 了 很 多 工作 了 , 我 们 可 以 把 它 如 下 定义 . 


b Nn 
| ras =, ip, Df (7 = 5), 


a mesh—0 


其 中 a= zo <zi<…<zwnil<zwn=b 并 且 对 于 每 一 个 j= 1,…,n 痢 


Ee 


3 Cj 在 [B73] 内 . 
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这 个 定义 尽管 很 长 , 仍然 没有 告诉 我 们 全 部 内 容 ! 你 仍然 需要 注意 如 下 几 点 . 
© a=7X0<7X1 < < Tn 1 < Tn = b 这 个 表达 式 告诉 我 们 ， 点 Xo,T1, TX2,"*"*,， 


zn_1;zn 形成 了 区 间 
这 个 分 区 创造 了 个 小 的 子 区 间 [zo 


a,0| 的 分 区 , 其 


分 区 中 的 mesh 是 指 所 有 这 些小 区 间 中 最 长 的 分 区 , 所 以 我 


maximum of (x1— £0),(z2 一 Z1) ,Tn 1 — Tn2), (Tn — Tn-1). 


对 于 每 一 个 小 


中 最 左边 的 zo = a, 最 右边 的 x = bb. 


,01 , [V1 22) ;se , [Tri1, Ln): 


们 有 mesh = 


区 间 , cj 可 以 被 选择 在 它 所 对 应 区 间 的 任何 位 置 


为 什么 说 Ci 在 [ei | 区 间 内 . 


上 述 的 极限 


是 重复 计算 不 同 的 越 来 越 多 的 小 分 


当 它 的 最 大 分 
的 选择 


如 果 / 是 连续 
只 要 它 的 最 大 分 
不 连续 的 点 , 这 也 是 成 立 的 .这样 的 函数 是 可 积 的 , 因 
这 样 一 些 函数 , 即 
了 本 书 的 讨论 
如 ) 一 种 垂直 渐 近 线 的 无 界 , 这 种 积分 叫做 反常 积分 , 参照 第 20 章 和 第 21 
章 对 这 个 问题 


在 积分 表达 式 中 出 


为 它 可 


使 它 有 无 穷 多 个 不 连续 的 点 , 也 是 可 积 的 , 但 这 已 经 超出 
范围 . 男 一 方面 , 如 果 函 数 了 是 无 界 的 , 也 可 能 是 可 积 的 ( 例 


的 讲 


解 


i. 这 就 是 我 们 


区 的 和 而 求 得 的 ; 也 就 是 说 
区 趋 于 0 时 , 我 们 也 会 有 nn 趋 于 无 穷 大 . 每 一 个 分 区 都 涉及 ci 


的 函数 , 那 我 们 怎样 分 区 以 及 怎样 选择 cj; 就 显得 无 天 紧要 了 ， 
区 趋 于 0. 事实 上 , 只 要 函数 f 是 有 界 的 , 即使 它 有 有 限 个 


被 积分 也 有 


钢 的 求 和 科 f(c;) (z; -zj_1), 我 们 称 之 为 黎 曼 和 . 它 给 
j=1 


出 了 定 积分 的 估算 值 . 如 果 它 的 最 大 分 区 都 非常 小 , 那么 这 时 估算 将 是 非常 


精确 的 . 


看 到 了 吧 , 我 说 过 这 很 复杂 的 ! 现在 让 我 们 看 看 怎样 用 这 个 定义 计算 定 积分 . 
一 个 使 用 定义 的 例子 


我 们 来 看 如 何 用 


我 们 看 图 16-7. 


上 述 公 式 计算 定 积分 : 
2 


| x2dz. 
0 
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这 不 是 三 角形 也 不 是 长 方形 , 它 的 面积 都 在 x 轴 上 方 , 所 以 也 没有 可 抵消 的 部 
分 . 我 们 设 f(x) = z2, 使 用 定 积 分 的 定义 计算 面积 . 

我 们 需要 用 很 小 的 分 区 解决 这 个 问题 . 到 目前 为 止 , 最 简单 的 方式 是 用 大 小 相 
等 的 小 分 区 解决 问题 . 所 以 我 们 需要 把 [0,2] 区 间 分 成 n 个 小 分 区 , 每 个 小 分 区 的 
长 度 是 相等 的 . 因为 总 长 度 为 2, 共有 n 个 分 区 , 所 以 每 个 分 区 的 长 度 为 2/n. 第 一 
区 间 是 从 0 到 2/n; 第 二 分 区 是 从 2/m 到 4/mw, 以 此 类 推 . 把 图 16-7 中 的 阴影 部 分 
放大 , 我 们 得 到 图 16-8&. 


0 es 7 小 
和 庄 用 每 个 区 间 的 宽度 -名 … 2 2 
图 16-8 


在 该 例子 中 , 通常 的 分 区 为 
QQ 一 Z0O<Z<Zo< :<2n_ 11<2Zn 一 pb 


按 每 一 点 的 坐标 写 , 可 为 


0 2 14 2 -1) 2 
0 三 一 从 一 多 一 区 :< tm ee 
Nn WA 


WA Nn Nn 
该 分 区 的 最 大 分 区 的 长 度 为 2/n, 其 实 每 个 分 区 的 长 度 都 为 2/n， 很 显然 , 对 于 任 
意 一 点 zj 它 所 对 应 的 横 坐 标 为 2j/n. 现在 我 们 需要 选择 cj. 例如 co 可 能 在 区 间 
[0,2/n] 的 任意 位 置 , cj 可 能 在 [2/n, 4/n] 的 任意 位 置 , 以 此 类 推 . 为 了 计算 简单 , 我 
们 可 以 选择 每 一 个 小 区 间 的 右 端点 , 所 以 oj = zj = 2j/n. 因此 , o = 到 是 我 们 对 
于 小 区 间 ey = | 下 ,和 | 的 选择 


这 样 我 们 有 如 图 16-9 所 示 的 长 方形 

所 以 我 们 正在 计算 的 是 求 上 和 一 因为 所 有 的 长 方形 都 在 曲线 的 上 面 ，( 
照 15.2.5 节 中 关于 求 上 和 的 讨论 . ) 

现在 , 我 们 准备 使 用 公式 了 . 考虑 下 面 的 黎 曼 和 ， 


BN 


2 f(a) 1); 


我 们 知道 f(z) = z2,cj = 2j/n,xj = 2j/n 以 及 xj-1 = 二 2(7 一 1)/n, 所 以 上 述 求 和 变 


为 ; 
人 03) 
Nn Nn nN 
#1 
4 
3 
2 
1 
2 4 6 2 SS 


等 式 右 侧 括号 中 的 差 化 简 后 为 2/n. 我 们 对 这 个 结果 并 不 感到 恢 奇 , 因为 这 就 是 每 
个 长 方形 的 宽 . 另外 , 这 些 长 方形 的 宽 虽 相同 , 但 高 却 不 同 , 第 j 个 长 方形 的 高 为 
(27/n)”, 5 的 取 值 范围 从 1 到 n. 这 样 , 上 述 的 和 可 化 简 为 : 

> i 一 到 

j=1 j=1 
很 好 , 我 们 发 现 分 母 m3 与 哑 变 量 j 无 关 , 所 以 可 以 把 它 移 到 分 式 的 外 边 , 作为 这 个 
求 和 中 每 一 项 的 共同 因子 , 这 样 该 求 和 表达 式 为 : 


8 Nn | 
i 
j=1 
在 15.1.2 节 中 , 我 们 已 经 知道 上 述 和 的 值 为 n(n 二 了 (2n + 1)/6. 这 也 就 是 说 : 


8 2 8 n(n+t+1)(2n+1) 4n+ D2n+tl) 
2 a 一 2 
n 6 3n 


最 终 , 通过 计算 可 知 , 刚才 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 为 : 
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< _ 4(n+1)(2n+1) 
fle) (zj — 2j-1) = de 


这 仅仅 是 对 阴影 部 分 面积 的 一 个 估算 . 因为 该 分 区 的 每 个 分 区 的 宽度 都 为 2/m， 
所 以 我 们 可 以 通过 让 n 一 co 而 迫使 2/m 趋 于 0. 这 样 长 方形 变 得 越 来 越 小 , 个 数 
越 来 越 多 , 我 们 的 计算 也 就 越 来 越 精 确 了 . 所 以 我 们 有 
2 n 
这 样 余下 要 做 的 是 求解 这 个 极限 . 我 们 可 以 使 用 4.3 节 的 方法 来 求解 这 个 极限 , 该 
极限 的 结果 为 8/3, 所 以 我 们 最 后 的 结论 为 : 
2 


Fo 
ll 


| 22dz = 。 

0 

这 样 算出 的 面积 为 8/3 平方 单位 . 现在 , 请 你 使 用 刚才 介绍 的 方法 证 明 
| 22dz = 4 
0 3 


像 刚 才 计 算 的 那样 , 这 个 方法 很 繁琐 . 不 仅 因为 这 个 计算 很 长 , 也 因为 我 们 需要 知 
道 怎样 求 下 面 这 个 和 


bP 
j=1 
如 果 被 积 函 数 是 za 而 不 是 z2, 那么 我 们 就 需要 计算 下 面 这 个 极限 : 
> 
j=1 


Ti 


昌 如 果 被 积 函 数 为 sin(z) 或 其 他 类 似 函 数 , 情况 会 变 得 很 糟糕 . 所 以 我 们 需要 
一 个 不 用 长 方形 和 求 和 的 方法 . 但 这 需要 等 到 下 一 章 讲 了 微 积分 的 第 二 基本 定理 
才能 找到 答案 . 接 下 来 , 我 们 看 看 定 积分 都 有 什么 特点 . 


16.3 ” 定 积分 的 特性 


我 们 再 将 定 积分 的 定义 扩展 些 . 你 对 
0 
| 22dz? 
2 


这 个 定 积分 怎样 看 ? 

这 个 积分 同 我 们 上 一 节 计 算 过 的 积分 的 唯一 不 同 是 它 是 从 2 到 0, 而 不 是 从 0 
到 2. 所 以 怎样 分 2, 0] 这 个 分 区 呢 ? 这 并 不 是 一 个 正常 的 区 间 , 因为 2 比 0 大 . 最 
好 的 解决 方式 是 采用 同 刚才 的 分 区 相反 的 方式 , 如 下 所 示 : 


2=7X0>7X1>7T2>:.…> Tn 1> rn = 0. 


©O 


现在 , 在 上 述 定义 中 出 现 的 这 个 值 (z; 
底 长 为 负 的 ! 这 检 


所 以 , 如 果 翻 转 积 


这 个 公式 的 另 一 个 解释 是 对 于 


该 积分 的 结果 如 下 : 


0 
8 
22dz = 一 二 . 
| 3 


总 是 为 负 的 . 实际 上 , 这 个 长 方形 的 


分 , 即 调换 积分 上 下 限 , 需要 在 这 个 积分 前 面 加 个 负 号 . 总 的 来 说 
对 于 可 积 函数 /以 及 常数 a 和 b 我 们 有 : 


的 情况 , 这 时 的 位 移 就 是 负 的 了 . 例如 , 如 果 一 辆 车 


该 车 掉头 向 回 走 ( 沿 负 方 


个 正在 做 直线 运动 的 物体 , 考虑 该 物体 向 回 走 


正在 向 前 走 ( 沿 正 方向 走 ), 这 时 


向 走 ), 这 时 的 位 移 是 负 的 . 


现在 如 果 积分 上 下 限 是 相等 的 , 那 结果 又 是 怎样 的 ? 例如 , 考虑 


这 并 不 是 一 个 面积 . 
上 , 总 的 来 说 对 于 但 


我 们 可 以 再 一 次 


3 
| x2dz. 
3 


毕竟 , 在 x =3 和 x =3 之 间 3 


没有 面积 . 所 以 答案 是 0. 实际 


E 意 实数 a, 都 有 这 个 表达 式 成 立 . 


| 1 


用 物理 学 的 直线 运动 来 解释 ， 在 时 


间 a 和 a 之 间 , 实际 上 肯 本 就 


没有 时 间 , 物体 也 不 可 能 移动 , 所 以 根本 就 没有 位 移 . 


接 下 来 , 让 我 们 考虑 这 个 图 像 (如 图 


从 z= -2 到 >z= 


分 别 有 


16-10 所 示 ). 


图 16-10 


3 的 整个 面积 , 很 显然 是 I 和 II 两 部 分 的 面积 和 . 通过 定义 , 我 们 


面 和 = | f(z)dzx 和 面积 II 
一 2 


=| (oa, 
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这 样 可 以 得 到 如 下 结论 : 
3 1 3 
| f(x)dz = | f(z)dz +| f(x)dz. 
二 六 一 2 1 
我 们 所 要 做 的 就 是 把 这 个 面积 分 成 两 部 分 , 然后 分 别 用 积分 来 表示 . 当然 , 我 
们 也 可 以 用 在 区 间 [-2,3] 之 间 的 任意 数 来 拆 开 这 个 积分 , 只 要 我 们 用 同一 个 数 来 
替代 两 个 积分 表达 式 中 的 1. 事实 上 , 即使 我 们 选 的 数 不 在 [-2, 3] 这 个 区 间 , 这 个 
拆 分 方法 也 是 适用 的 . 例如 , 下 述 这 个 公式 是 正确 的 : 
3 4 3 
| f(x)dz = | f(x)dz +| f(x)dz. 
一 2 一 2 4 
图 16-11 是 这 个 公式 对 应 的 图 像 . 


y 


图 16-11 


这 时 , 我 们 有 
3 4 
面积 III = | f(x)dz 和 ”面积 IV = | f(x)dz. 
一 2 3 
把 这 两 个 积分 加 到 一 起 就 有 
4 3 1 
| oe | i +| pa 
一 2 一 2 3 
现在 把 这 个 等 式 最 右 侧 的 积分 表达 式 的 积分 上 下 限 互 换 : 
4 3 3 
| f(x)dz = | f(z)dz 一 | f(x)dz. 
一 2 一 2 4 
整理 这 个 等 式 , 就 得 到 了 我 们 想 要 的 等 式 : 
3 4 3 
| f(x)dz = | f(z)dz +| f(x)dzx. 
一 2 一 2 4 
总 的 来 说 , 对 于 任何 可 积 函 数 f 以 及 常数 a、b、c 我 们 都 有 


| f(x)dz = | f(z)dz+ | f(x)dzx. 
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我 们 可 以 把 一 个 积分 表达 式 分 成 两 部 分 , 即使 分 隔 点 c 是 在 原始 区 间 [a, 9] 之 
个 外 , 当然 要 求 分 隔 之 后 的 两 部 分 依然 是 可 积 的 . 
例如 , 求 


2 
| Z2dz， 
1 
我 们 可 以 使 用 上 节 已 经 得 到 的 结论 
2 1 
| Be 和 | 三 
0 3 0 


3 
你 需要 做 的 是 把 第 一 个 积分 在 x =1 处 分 成 两 部 分 , 像 这 样 : 


2 1 2 
| 2Z2dz = | 22dz 十 | x2dz. 
0 0 1 


使 用 上 述 结论 , 我 们 有 
8 a 
了 | 0 
这 样 , 结果 为 
2 
| 2dzx = 8 EE: 1 — 
3 3 
| 现在 留 给 你 去 证 明 这 个 ; 
2 


可 以 使 用 我 们 在 16.1 节 中 得 到 的 结论 : 
1 
zdz 二 2 和 | zde = 


0 
这 里 还 有 两 个 更 简单 却 很 实用 的 积分 特性 .首先 是 常数 可 以 被 移 到 积分 表达 
式 的 外 边 . 也 就 是 说 , 对 于 任何 可 积 函数 f, 常数 a、b、CO, 就 有 


pi ol pl 


a 


如 果 C 是 个 关于 z 的 函数 , 那么 该 表达 式 就 不 成 立 了 ! C 一 定 是 一 个 常数 . 实际 
上 , 证 明 这 个 很 容易 . 只 要 写 为 


b 
| craaz= Hip, DD Cf) ~ «3-1) 
a j=1 
把 常数 C 移 到 求 和 符号 的 外 边 , 这 时 极限 为 : 
b n b 
| Cj(z)dz = ca flc;)(x; — zj;_1) = c| f(x)dz. 
a j=1 a 


tin, 求 
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2 
| 72dz. 
0 


| 


要 把 7 移出 积分 符号 即 可 : 


2 2 
| ws7| rar=7 (3 = 0 
0 0 3 3 


第 二 个 特性 是 和 或 差 的 积分 等 于 积分 的 和 或 差 . 也 就 是 说 , 如 果 f 和 g 都 为 
可 积 函 数 , a 和 5 为 常数 , 这 时 


pe 


AAA 


[um + g(x))dz = | jz)dz 十 上 g(x)dz. 


a 


如 果 把 加 号 变 为 减 号 也 是 成 立 的 . 无 论 是 加 还 是 减 , 用 拆 分 法 证 明 都 是 很 容易 的 . 
例如 对 于 加 法 要 做 的 是 把 和 写成 极限 的 形式 , 像 这 样 : 


Nn 


b 
| Gl) + gn)ar = Wm (F(T 二 请 


mesh—0 < 


SL 
2 帮 ci)j(zj 一 27-1) 十 eo 9) — 2;-1) 
b b 
-| jz)dz 十 | 9g(Z)d72. 


可 以 用 同样 的 方法 证 明 减 法 时 依然 成 立 . 
侈 如, 求 


2 
| (3z2 — 5z)dz， 
0 
把 这 个 积分 分 成 两 部 分 , 同时 把 常数 提出 来 , 这 时 有 
2 2 2 8 
| (3z2 — 5z)dz = :| Z2dz 一 | zdz=3 G3) 一 5(2) = 一 2. 
这 时 我 们 已 经 使 用 刚才 的 结论 


2 8 2 
| x2dz= 二 = 和 | 2Zd2z = 2. 
0 3 0 
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如 果 y= f(z), 我 们 可 以 不 用 f(x) 作为 被 积 函 数 , 而 把 它 写成 | ydz. 这 个 表 
达 式 有 个 很 好 的 几何 解释 : 通过 分 区 方法 , 我 们 观察 其 中 的 一 个 小 长 方形 , 也 可 以 
说 是 一 个 小 竖 条 , 它 的 高 为 y 单位 , 宽 很 小 为 dz 单位 (如 图 16-12 所 示 ). 


图 16-12 


这 个 


成 的 面积 . 


思想 很 关键 , 会 
间 去 看 看 三 种 特殊 的 面积 : 非 代数 和 面 


该 小 竖 条 的 面积 为 高 乘 以 宽 , 即 ydz 平方 单 


位 . 现在 我 们 划 


区 


间 分 


有 竖 条 


16.4.1 求 非 代 数 和 面积 


: 滩 


我 们 已 经 知 


与 


轴 上 方 , 面积 有 无 


我 们 将 得 到 该 面积 的 一 个 近似 值 . 这 个 积分 
符号 不 仅 是 求 和 的 意思 , 同时 它 也 是 要 求 所 


长 方形 ) 的 宽度 趋 于 0( 极 限 的 方 


法 ). 
帮助 我 们 理解 怎样 用 积分 计算 面 


分 更 多 的 竖 


条 ， 


把 [a, 6] 区 


如果 把 所 有 竖 条 的 面积 加 到 一 起 ， 


(有 


积 . 现 


只, 两 条 曲线 之 间 的 面积 , 曲线 和 y 轴 所 


在 让 我 们 花 一 些 时 


二 


, 定 积分 所 处 理 的 是 代数 和 面积 . 很 显然 , 如 果 曲 线 一 直 是 在 z 


方 呢 ? 例 妇 
的 面积 . 因 
如 果 我 们 


We 


戎 碟 二 


1, 假设 f(z) 


1 积 


的 正 


阴影 部 分 面积 训 


负 , 那么 标记 为 开 的 


为 负 的 , 这 时 我 们 有 


2 
代数 和 面积 = | (-s? 一 24 +3)dz 
0 


2 2 2 
=-| cdz-2| zdr3| 1dzx. 
0 0 0 


我 们 可 以 利 


的 值 , 所 以 我 们 有 


阴影 面积 = -5 


很 显然 这 里 不 是 非 代 数 和 面积 ， 
非 代数 和 面积 呢 ? 方法 是 把 积分 表达 式 分 成 儿 商 
然后 取 它 们 的 绝对 值 . 在 上 述 的 例子 
以 通过 解 这 个 方程 ~z2 一 2x 十 3=0， 


我 们 想 要 的 ， 


2(2)- 


用 从 前 一 节 学 的 知识 把 这 个 
积分 分 部 分 来 写 ， 因 为 我 们 知 


we 
道 这 三 个 积 4 


2 
| 3(2) = 一 5 平方 单位 


因为 我 们 所 求 得 的 面 


正 负 之 分 就 显得 没有 必要 了 . 但 如 果 曲 线 的 一 部 分 在 坐标 用 


的 下 


-2Z2 一 2z 十 3, 我 们 所 要 求 的 面积 是 在 x =0 和 zx =2 之 间 
为 f(0) =3 和 f(2) = -5, 所 以 该 函数 图 像 如 图 16-13 所 示 


4 一 一 Z2 一 27 十 3 


图 


口 
人 


16-13 


是 负 的 ! 所 以 , 怎样 求 
分 ,把 在 x 轴 下 方 的 面积 挑 出 来 ， 


三 


现在 让 我 们 把 积分 表达 式 写 为 两 部 分 : 


[Cs -2 3 和 ’ 


1 


P, 我们 需 
我 们 会 得 到 x =1 或 xz = -3. 显然 , x =1 是 
因为 它 在 0 和 2 之 间 , 而 -3 不 


EE 


知道 这 条 曲线 


2 


AE. 


与 x 轴 


的 交点 . 所 


(—7? — 2x + 3)dz. 
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这 分 别 表示 了 刚才 图 像 
要 本 章 前 面 的 一 些 公式 : 
1 1 1 
pi _ 
| dr = | = 
2 7 2 
2 
| zd 了 | zdz 
余下 的 留 给 你 去 计算 . 


“ 5 
| (—722 一 2 十 3)dz = 
0 


像 我 们 预测 的 那 相 
是 负 的 因 


和 面积 所 得 到 的 结果 . 现在 这 有 一 个 关键 点 : 我 们 # 
出 面积 II 的 实际 值 ! 这 个 方法 很 管用 因 
的 实际 面积 是 7/3 平方 单位 , 而 面积 I 的 面积 是 5/3 平方 单位 , 所 以 总 面积 类 


积 II 


3 
f, 第 一 个 积分 是 正 的 


2 
和 | (—22 — 27 + 3)dzx = 


Pp 的 两 个 代数 和 面积 I 和 II. 为 计算 这 两 个 积分 , 我 们 需 


= 
办 为 面积 I 是 在 xz 轴 上 方 , 第 二 个 积分 


为 这 块 面积 完全 


为 面积 II 是 在 x 轴 下 方 . 这 两 个 积分 的 和 是 一 2/3( 平 方 单位 ), 这 是 代数 


的 减 号 忽略 不 计 可 以 求 
在 坐标 轴 的 下 方 . 所 以 面 


巴 二 下 


5/3+7/3=4 平方 单位 . 最 有 效 的 方式 是 , 我 们 可 以 取 5/3 和 -7/3 的 绝对 值 , 然后 


直接 相 加 . 
附带 着 , 我 们 实际 


所 以 , 让 我 们 研究 一 


已 经 证 明了 
2 


| [一 2 一 2 十 3|dz = 4. 
0 


下 为 什么 带 有 绝 


对 值 的 积分 求 出 的 就 是 非 代数 和 面积 , 就 


像 y=| 一 zx?2 一 2x 十 3 
(如 图 16-14 所 示 ). 

标记 为 Ia 的 面积 刁 
标 轴 下 方 的 面积 关于 
在 可 以 被 看 作 没 有 方 
部 分 的 总 面 
职 一 样 大 . 

现在 , 我 们 总 结 如 


轴 
面积 . 这 个 方法 同样 也 
分 , 因为 它们 都 等 价 于 
方向 的 面积 . 


2 轴 对 称 , 所 以 它 现 
向 的 面积 了 . 该 阴影 
积 同 刚才 图 像 阴 


显 


的 图 像 显 示 的 那样 


1 才 标 记 为 I 的 坐 


EE 
尿 ? 记 


分 的 面 


何 求 y = f(x)、z 


和 zz =a 及 z=， 所 围 成 的 非 代 数 和 


适用 于 下 列 两 个 积 
它们 所 对 应 的 没有 


| |f(z)ldz 或 


:y=|-—72—22+3| 


图 16-14 


b 
| [lalz. 
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到 了 


运动 


就 像 


16.4 


方法 如 下 所 示 . 

。 找 出 在 [a, 8] 区 间 内 满足 函数 值 为 0 的 所 有 x 的 值 . 
。 接 下 来 写 出 以 f(z)( 而 不 是 |f(z)|) 为 被 积 函数 的 积分 表达 式 . 首先 的 积分 
以 a 开始 , 然后 以 使 函数 为 0 的 最 小 zx 值 结束 . 第 二 个 积分 以 使 函数 为 0 
的 最 小 z 值 开始 , 以 下 一 个 使 函数 为 0 的 z 值 结束 . 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 
个 使 函数 为 0 的 z 值 结 束 . 最 后 的 积分 是 以 使 函数 为 0 的 最 大 x 值 开始 ， 
以 5 值 结束 . 

分 别 计 算 每 一 个 积分 . 

。 把 刚才 计算 出 的 每 一 个 积分 分 别 取 绝对 值 , 再 把 这 些 数 加 到 一 起 , 这 样 就 得 
这 个 没有 方向 的 面积 . 

在 17.6.3 节 中 , 我 们 将 会 看 到 另 一 个 例子 . 现在 我 们 可 以 用 刚才 的 方法 求 物体 
的 路 程 了 , 注意 是 路 程 不 是 位 移 . 的 确 , 在 16.1 节 中 我 们 得 到 了 下 面 的 式 子 : 


b 
路 程 = | jv(Dlat, 
刚才 方法 中 陈述 的 那样 , 我 们 应 用 了 绝对 值 . 
.2 求解 两 条 曲线 之 间 的 面积 


所 转 


假设 有 两 条 曲线 , 一 条 在 另 一 条 的 上 面 , 你 想 要 求 它 们 之 间 及 zx=a 和 z=b 
成 的 面积 . 如 果 曲 线 是 y= f(z) 和 w= g(z), 前 者 在 后 者 的 上 面 , 这 时 图 像 如 


图 6-15 所 示 . 


9g(Z) 


那么 


图 16-15 


我 们 要 求 的 面积 是 标记 为 I 的 那 块 面积 . 另 一 方面 , 标记 为 开 的 面积 是 函数 y = 
与 x 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 的 面积 类 
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又 是 什么 呢 ? 
它 是 上 面 的 那个 函数 与 x 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 实际 上 是 两 部 分 的 面积 和 . 
所 以 我 们 有 


b b 
| f(z)dz = |. 9g(Z)dz 十 代数 和 面积 I 

我 们 可 以 重 写 前 面 的 积分 表达 式 , 把 这 两 个 积分 放 到 一 起 , 有 
代数 和 面积 [二 [om- po 


所 以 这 两 条 曲线 之 间 的 面积 是 上 边 曲 线 的 积分 减 下 边 曲 线 的 积分 . 例如 . 求 图 16-16 
所 示 阴 影 的 面积 . 


1 


图 16-16 
上 面 是 在 y= x 和 y= zx? 之 间 所 围 成 的 面积 . 交点 为 z =0 和 x =1, 所 以 有 
1 1 1 
阴影 积 = | ec-zadaz=| wdz— | xX2dz = 人 [平方 单位 ， 
0 0 0 2 3 6 


如 果 这 次 的 区 间 是 从 0 到 2, 结果 又 是 怎样 呢 ? 图 像 如 图 16-17 所 示 . 如 果 把 
面积 表达 为 


2 

| (x — x2)dz. 
那 就 是 大 错 特 错 了 . 
如 果 你 计算 这 个 积分 , 你 会 发 现 它 的 结果 为 -2/3, 这 不 可 能 是 一 个 面积 的 值 . 
那么 问题 出 现在 哪 呢 ? 实际 上 仅仅 当 x 在 区 间 0 和 1 之 间 时 , y = z 才 在 y = zZ2 
的 上 边 . 在 xz = 1 的 右边 时 , 曲线 y= z2 是 在 上 边 的 . 很 显然 z - zx? 是 不 对 的 , 我 
门 应 该 用 |zx 一 22| 来 奉 代 . 用 这 种 方式 , 我 们 会 很 确定 所 求 的 是 实际 面积 , 无 论 哪个 
昌 线 在 上 边 . 所 以 我 们 可 以 用 前 面 的 方法 去 计算 


图 16-17 


这 个 不 是 问题 
个 积 4 
， 


mt 
eh 


EE 注意 当 x =0 或 xz =1 时 xz 一 x?=0, 所 以 我 们 考虑 下 面 这 


2 


| _a2jdm 和 | a 


1 

前 面 的 积分 的 结果 是 1/6, 但 第 二 个 的 结果 是 3/2-7/3= 一 5/6. 第 二 个 积分 是 
负 的 , 这 个 结果 是 有 意义 的 . 因为 当 zx 在 区 间 [1,2] 时 , y = z 不 在 y= x? 的 上 边 . 
不 要 管 这 些 , 我 们 需要 做 的 是 把 这 两 个 数 的 绝对 值 加 到 一 起 去 : 

[ . 1 5| 1 5 

lz 一 2Z2|dz = 6 | 
0 
所 以 我 们 所 要 求 的 面积 是 1 平方 单位 . 

总 的 来 说 , 由 y= f(z)、y = g(x)、z==a 及 z=， 所 围 成 的 面积 为 : 


b 
在 函数 / 和 9 之 间 的 面积 (平方 单位 )= | ta) - gajldw 


如 果 在 区 间 [a, 外 内 f(x) 一 直 是 大 于 或 等 于 g(x), 那么 这 个 绝对 值 符号 就 没 
有 必要 了 . 否则 , 我 们 可 以 用 16.4.1 节 中 的 方法 去 解决 这 个 绝对 值 问题 . 在 17.6.3 
节 中 , 我 们 将 要 看 到 用 这 个 方法 的 另 一 个 例子 . 
16.4.3” 求 曲线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 

让 我 们 求 这 个 面积 : 该 面积 由 y = Vx、y 轴 以 及 直线 y =2 围 成 . 图 16-18 是 
该 面积 的 示 图 . 
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pA ES y= 
1 
如 果 我 们 把 面积 写成 这 样 
2 4 
| Vzdx 甚至 是 | Vrdz. 
0 0 
将 是 一 个 严重 的 错误 . 
这 两 个 积分 表示 的 是 与 x 轴 围 成 的 面积 , 而 不 是 与 y 轴 . 事实 上 , 它们 分 别 等 
价 于 图 16-19 所 示 图 像 的 面积 . 
y=vT Y=vT 
; 2 : 
Va | 
1 1 
图 16-19 
第 二 个 图 像 更 好 些 , 因为 当 x =4 时 所 对 应 的 y 值 为 2. 但 是 , 这 两 个 积分 表 
达 式 都 不 能 正确 表达 这 两 个 面积 . 要 正确 的 计算 面积 , 最 好 的 方法 是 对 vy 求 积分 
而 不 是 对 xz 求 积 分 . 我 们 可 以 把 该 面积 按 水 平 的 方向 切 成 条 状 , 而 不 是 竖 条 了 . 图 
16-20 是 该 图 像 的 例子 . 


图 16-20 


我 们 以 其 中 一 个 横 条 为 例 , 它 的 长 为 z, 宽 为 dy( 如 图 16-21 所 示 ). 


图 16-21 


所 以 这 个 小 横 条 的 面积 为 zdy 平方 单位 , 通过 积分 的 方法 可 以 求 出 整 块 面积 . 在 我 


们 的 例子 中 , y 是 从 0 到 2( 不 是 到 4), 所 以 所 要 求 的 面积 是 (平方 单位 ): 
2 


[en 
y= V7, 可 知 z= 所 以 上 述 积分 表达 式 可 写 为 
| 说 
这 同 我 们 以 前 的 积分 表达 式 
| 二 


没有 什么 不 同 , 只 是 虚假 积分 变量 由 x 变 成 了 y. 这 个 改变 对 我 们 的 积分 结果 并 没 

影响 , 该 积分 依然 为 8/3, 所 以 这 块 面积 为 8/3 平方 单位 . 要 想 弄 清楚 这 一 点 , 让 
我 们 重新 看 看 刚才 的 面积 . 可 以 发 现 我 们 需要 做 的 是 把 该 图 像 依 y = x 这 条 直线 对 
称 翻 转 , 这 样 得 到 函数 y = zx? 从 x =0 到 xz =2 的 面积 . 我 们 所 需要 做 的 仅仅 是 把 
2 和 y 对 换 . 当然 , 如 果 y = f(z), 那么 我 们 有 z = f71(y), 假设 反 函 数 是 存在 的 . 
所 以 我 们 可 以 把 上 述 观 点 总 结 如 下 . 


B 

| (way 是 函数 y = f(z)、 直线 y 二 4 和 y= B 以 及 y 轴 所 围 成 的 二 
A 

积 (平方 单位 ) 如 果 该 函数 的 反 函 数 是 存在 的 . 


ul 


如 果 你 喜欢 , 可 把 上 述 积 分 写 为 
B 
| zdy 
A 


这 是 因为 当 y= f(x) 时 z = f1(y). 而 且 , 请 注意 在 积分 的 上 下 限 我 用 的 是 大 写字 
4 和 B 一 一 这 样 做 的 目的 是 为 了 强调 我 们 是 对 y 求 积分 , 而 不 是 对 z 求 积分 . 
所 以 刚才 的 例子 中 , 积分 上 下 限 是 从 0 到 2 而 不 是 从 0 到 4. 因为 f(x) = Vz, 我 
们 可 以 说 广 !(z) = 22. 所 以 上 述 公 式 的 确 可 以 如 下 改写 : 


| f° (ydy = | dy， 
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结果 为 8/3, 就 像 我 们 刚才 算 的 那样 . 


16.5 估算 积分 


这 有 个 非常 简单 但 很 实用 的 原则 : 当 一 个 函数 一 直 都 是 大 于 另 一 个 函数 时 , 它 


的 积分 也 一 直 大 于 另 一 个 函数 的 积分 . 让 我 们 看 图 16-22 所 示 的 图 像 . 


图 16-22 


下 


在 


区 间 [a, 9] 内 , 函数 g 一 直 都 是 在 函数 f 的 上 方 . (在 16.4.1 节 中 我 们 见 过 的 


这 两 个 函数 , 情况 正好 相反 ! ) 在 任何 情况 下 , 函数 y= f(z) 与 > 轴 所 围 成 的 面积 


要 比 函数 y= g(z) 与 z 轴 所 围 成 的 面积 小 . 用 符号 来 表示 为 如 下 . 


如 果 对 于 在 区 间 [a, 8] 内 的 所 有 x 都 有 f(x) < g(x) 那么 就 有 


< | ou 


即使 这 两 个 曲线 都 在 xz 轴 的 下 方 , 这 个 结论 也 是 成 立 的 , 因为 我 人 


] 使 用 的 是 代 


数 和 面积 . 例如 , 如 果 函 数 f 是 在 xz 轴 的 下 方 , 函数 9 是 在 xz 轴 上 方 , 这 时 积分 


三 jz)dz 为 负 , 而 也 9g(z)dz 为 正 , 所 以 上 述 不 等 式 依然 是 成 立 的 . 


如 果 使 用 黎 曼 和 , 那么 证 明 上 述 结论 是 非常 容易 的 . 不 用 考虑 细节 , 我 们 仅仅 
需要 考虑 分 区 , 对 于 任意 一 个 分 区 了 都 有 f(c;) < g(c;), 所 以 函数 了 的 歼 曼 和 是 小 


于 函数 9 的 歼 曼 和 . 剩 下 的 证 明 过 程 留 给 你 了 . 


出 发 . 第 一 辆 车 在 时 刻 t 的 速度 为 f(), 第 二 辆 车 在 时 刻 t 的 速度 为 


我 们 可 以 用 速度 和 位 移 更 好 地 解释 上 述 公 式 . 假设 在 同一 地 点 有 两 辆 车 同时 


g(t). 因为 速 


度 的 积分 是 位 移 , 所 以 上 述 绪论 中 的 公式 可 以 解释 为 , 如 果 第 一 辆 车 的 速度 一 直 比 
第 二 辆 车 的 速度 小 , 我 们 可 以 说 第 一 辆 车 的 位 移 要 比 第 二 辆 车 的 位 移 小 . 如 果 你 这 


样 考虑 , 那 就 更 容易 理解 了 . 如果 我 们 以 右 方 向 为 正方 向 , 那么 第 一 和 
二 辆 车 的 左边 , 它 永远 不 可 能 到 达 第 二 辆 车 的 右边 . 


车 永远 在 第 
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一 个 简单 的 估算 
使 用 上 述 不 等 式 , 我 们 可 以 认为 不 用 计算 定 积 分 的 值 也 能 估算 一 个 定 积分 有 多 
大 或 多 小 . 例如 , 我 们 要 估计 J? f(z)dz 的 值 , 也 就 是 图 16-23 所 示 的 面积 . 


TA 


图 16-23 


我 们 设 M 为 函数 f(x) 在 [a, 59] 区 间 的 最 大 值 , 设 m 为 其 在 该 区 间 的 最 小 值 . 
我 们 分 别 把 y= M 和 y= m 两 条 直线 画 出 来 , 这 时 图 像 如 图 16-24 所 示 . 


图 16-24 


注意 , 我 们 要 计算 的 面积 是 在 直线 y = M 和 y= m 之 间 . 这 点 通过 绘制 更 多 的 函 
数 图 像 很 容易 看 出 来 (如 图 16-25 所 示 ). 


图 16-25 


我 们 可 以 很 容易 地 求 出 图 16-25 中 无 图 和 右 图 中 长 方形 的 面积 . 对 于 左边 的 长 
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方形 , 底 为 (5 一 a), 高 为 m, 所 以 它 的 面积 为 m(b 一 a) 平方 单位 . 对 于 右边 的 长 方 
形 , 底 仍然 为 (5 一 a), 但 它 的 高 为 M, 所 以 面积 为 M(b 一 a) 平方 单位 . 所 以 由 上 述 
图 像 得 到 以 下 结论 . 


如 采 对 村 在 [a, 9] 区 间 内 的 所 有 x 有 mm < f(x) < M, 那么 m(b 一 a) < 
| f(r)dz < M(b— a). 


当然 , 这 是 我 们 两 次 应 用 了 上 一 节 的 原理 . 下 面 来 看 一 个 使 用 这 个 结论 的 例子 . 
假设 我 们 要 想 知 道 积 分 
1/2 
| e—7 dx. 


0 
的 值 是 多 少 . y = e-” 的 函数 图 像 是 非常 有 名 的 钟 形 曲线 , 它 处 处 可 见 , 特别 是 概 
率 论 和 统计 学 中 . 我 们 计算 图 16-26 中 阴影 部 分 的 面积 : 


DoJ le 
请 
MP 


图 16-26 
即使 用 上 接 下 来 三 章 中 所 有 计算 积分 的 方法 , 我 们 都 不 能 计算 出 该 积分 的 准确 值 
事实 上 , 如 果 不 用 积分 符号 或 求 和 的 形式 , 我 们 再 也 找 不 到 更 好 的 方法 去 表达 这 个 
积分 值 了 . 但 至 少 我 们 可 以 用 刚才 的 原理 估算 一 下 它 的 值 
我 们 需要 找到 在 | 3 区 间 内 函数 y =e-” 的 最 大 值 和 最 小 值 . 通过 链 式 求 
导 法 则 , 我 们 有 dy/dz = _2ze-z， 当 z 为 0 时 导数 为 0, 其 余 情况 为 负 值 . 这 样 可 
以 说 y 一 er 在 | 了 区 间 为 减 函 数 , 所 以 最 大 值 出 现在 z =0 处 , 最 小 值 出 现在 
z =1/2 处 . 把 这 些 值 代入 , 可 以 得 到 最 大 值 为 e-” 二 1 最 小 值 为 e-G/22 =e-14 
也 就 是 说 , 在 区 间 |0， 3 中 我 们 有 
e-l/4<e-r <1l. 


根据 上 面 的 原理 , 我 们 把 a = 0,5 = 3 代入 可 得 


1 1/2 1 
e-1/4 (3-0) <| ez dz 和 1 (9 
2 2 


所 以 , 可 以 说 我 们 要 求 的 积分 值 在 Se-1/4 和 > 之 间 . 通过 图 16-27 我 们 可 以 更 清 
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楚 地 看 到 , 这 两 个 图 像 一 个 过 高 估算 ， 


个 过 低估 算 : 


这 两 个 长 方形 的 面积 分 别 为 5 814 条 二 


> 平方 单位 
这 个 估算 是 很 不 精确 的 . 我 人 ] 可 以 使 用 更 多 的 长 方形 做 更 精确 的 估算 , 或 者 使 


用 梯形 、 抛物线 一 样 的 小 竖 条 等 奇特 形状 . 更 多 信息 参见 附录 B. 


16.6 ”积分 的 平均 值 和 中 值 定理 
最 后 我 们 回 到 平均 速度 的 问题 上 来 . 是 的 , 在 单位 时 间 内 , 我 们 可 以 说 速率 的 


值 等 于 路 程 , 也 可 以 说 速度 的 值 等 于 位 移 . 1 


否则 , 就 像 在 5.2.3 节 讲 述 的 那样 , 我 们 需 

我 们 已 经 了 解 , 在 已 知 某 时 间 段 的 位 移 
某 时 间 段 的 即时 速 
间 段 的 即时 速度 的 前 提 下 , 我 们 也 可 以 求 出 3 
后 用 这 个 值 去 除 以 总 时 间 . 如 果 时 间 是 从 a 到 b, 在 时 刻 t 的 速度 是 v(t), 那么 我 们 


用 积分 , 我 们 可 以 在 已 入 


Tl 


有 


日 这 段 陈述 成 立 的 前 提 是 速度 为 常数 ; 
和 要 引入 平均 速度 . 
的 前 提 下 怎样 使 用 微分 求 即时 速度 . 使 
度 的 前 提 下 求 位 移 . 当然 , 在 已 知 某 时 


F 均 速度 . 你 所 需要 做 的 是 求 出 位 移 , 然 


b 
位 移 = | v(Dat 


内 为 总 的 时 间 为 6 一 a, 所 以 有 
平均 速度 = 


”总 全 条 = 
总 的 来 说 , 我 们 可 以 如 下 定义 在 区 间 [a 


, 0] 内 , 可 积 函 数 f 的 平均 值 为 : 


函数 f 在 区 间 [a 可 内 的 平城 


-|e 


例如 , 求 函数 f(z) = xz? 在 [0, 2] 区 间 上 的 3 


平均 值 = 


2 一 0 
所 有 要 做 的 是 , 用 积分 结果 除 以 积分 上 下 限 的 差 

来 看 看 这 个 定义 的 几何 解释 . 我 们 把 函数 f 在 区 间 [a, 忆 的 平均 值 记 为 有,, 图 
16-28 是 关于 y= f(x) 和 w= fo, 图 像 的 例子 . 


均值 为 多 少 ? 很 简单 


1 8 4 
久生 一 一 


5 
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图 16-28 


注意 , 如 果 fov 仅仅 为 一 常数 , 这 时 y = fs 的 图 像 是 一 条 水 平 线 . 现在 , 使 用 
上 述 公式 , 我 们 有 


1 b 
fav | f(x)dz. 


两 边 同时 乘 以 (5 一 a), 可 得 
b 
| fas = fo x (0-0) 
这 实际 上 在 说 , 图 16-29 两 个 图 像 阴 影 部 分 的 面积 是 相等 的 : 


图 16-29 


图 16-29 可 见 , 右 侧 图 像 的 长 方形 的 高 为 fav 单位 , 底 为 (5 一 a) 单位 , 所 以 
它 的 面积 为 fav x (5 一 a) 平方 单位 . 你 可 以 这 样 考虑 它 : 假设 你 拨 动 鱼 包 里 的 水 ， 
水 面 在 某 一 时 刻 就 像 函数 y = f(z), 等 水 平静 下 来 , 其 表面 就 像 y = fs, 这 条 水 平 
线 . 


积分 的 中 值 定理 


在 上 述 图 像 中 , 水 平 线 y = fo, 与 函数 y= f(x) 有 交点 , 我 们 标记 其 横 坐 标 为 
c, 如 图 16-30 所 示 . 


所 以 我 们 有 f(c) = fsv. 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 
这 样 一 个 数 c 


如 果 函 数 上 是 连续 的 , 那么 总 会 有 


有 一 点 c, 满足 f(c) = 二 | f(x)dzx. 


积分 的 中 值 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [中 连续 , 那么 在 开 区 间 (a,5) 内 总 
b 


简 言 之 , 连续 函数 在 一 段 区 间 内 至 少 一 次 达到 它 的 平均 值 . 例如 , 在 上 一 节 中 我 
们 看 到 , 函数 f(z) = zx? 在 区 间 [0, 2] 的 平均 值 为 4/3. 根据 上 述 定 理 , 我 们 可 以 说 
一 定 有 一 个 数 c 在 区 间 [0, 2] 满足 f(c) = 4/3. 因为 f(c) = c2, 可 以 知道 c= V4/3 
是 在 区 间 [0, ?3] 的 一 个 解 ( 另 一 个 解 c= 一 V4/3 不 在 该 区 间 内 ). 
以 说 在 区 间 [ww 内 有 一 点 c 满足 
v(c) = vav， 这 也 就 是 说 , 在 任何 一 段 旅途 中 都 有 一 个 时 刻 c 使 得 这 个 时 刻 的 速度 
v(c) 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 vs。v， 无论 你 怎样 努力 求证 , 在 任何 一 段 旅途 中 , 至 
少 会 有 这 样 一 个 时 刻 使 得 该 时 刻 的 即时 速度 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 . 至 少 会 有 一 
个 这 样 的 时 刻 , 不 可 能 一 个 都 没有 ， 即 使 你 在 第 一 小 时 的 速度 为 45mile/h(lmiles 
1 609m. 一 一 编者 注 ), 在 第 二 小 时 的 速度 为 55mile/h, 该 段 路 程 的 平均 速度 为 50 


如 果 从 速度 的 角度 考虑 上 述 定 理 , 我 们 可 


mile/h, 那么 在 该 段 时 间 内 一 定 会 有 某 一 个 时 闯 


重新 看 一 下 11.3 节 讨 论 过 的 定理 , 你 会 发 现 我 们 有 


| 的 速度 为 50mile/h, 这 个 时 刻 可 能 
出 现在 你 从 45mile/h 到 55mile/h 的 加 速 过 程 中 . 


为 什么 上 述 定 理 也 叫 中 值 定理 呢 ? 毕 竞 , 我 们 已 经 有 了 一 个 中 值 定理 . 如 果 你 


何 一 段 旅途 中 , 都 有 某 一 时 刻 的 即时 速度 等 于 


是 : 在 前 一 个 版 本 中 , 我 们 是 用 位 移 - 时 间 图 像 中 的 斜率 来 解释 的 ; 而 现在 这 个 中 值 


定理 , 我 们 使 用 速度 -时 间 图 像 中 的 面积 来 解释 


现在 来 看 看 这 个 定理 为 什么 是 成 立 的 . 如 16.5 节 所 述 , 我 们 设 M 为 函数 在 


F 均 速度 . 这 两 个 定理 


次 得 到 的 是 同样 的 结论 : 在 任 


Ph 唯一 的 不 同 


[a,5] 区 间 的 最 大 值 , m 为 函数 在 [如 区 间 的 最 小 值 . fov 可 能 比 M 大 吗 ? 如 果 它 


比 M 大 , 那么 情况 将 会 如 图 16-31 所 示 . 


图 16-31 


虚线 部 分 所 围 成 的 长 方形 面积 不 可 能 等 于 阴影 部 分 的 面积 , 因为 长 方形 包含 了 


阴影 区 域 ! 所 以 这 种 情况 不 可 能 出 现 . 同样 , fo, 也 不 可 能 比 最 小 值 m 小 . 这 样 它 


一 定 在 m 和 M 之 间 . 介 值 定理 告诉 我 们 , 函数 f 可取 m 和 M 之 间 的 任意 值 (你 
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知道 为 什么 吗 ), 所 以 f 在 芭 一 时 刻 一 定 等 于 平均 值 fv. 也 就 是 说 , 一 定 有 茶 个 数 
c 满足 f(c) = fv, 所 以 该 定理 是 正确 的 . 在 17.8 市 中 , 我 们 将 使 用 该 定理 证 明 微 积 
分 学 的 第 一 基本 定理 . 


16.7 不 可 积 的 函数 


16.2 节 曾 提 及 , 如 果 函数 了 为 有 界 函数 并 在 区 间 [a, ] 有 有 限 个 不 连续 点 , 屠 
么 函数 是 可 积 的 . 也 就 是 说 , 定 积分 几 ftz)qz 存在 . 顺便 提 一 下 , 不 连续 是 不 可 
导 的 一 种 情况 一 也 就 是 说 , 如 果 函 数 在 xz = a 点 不 连续 , 那么 它 在 该 点 也 不 可 
导 . (参照 52.11 节 .) 积分 同 可 导 的 情况 有 所 不 同 , 即使 是 不 连续 的 函数 , 只 要 它 有 
有 限 个 不 连续 点 也 是 可 积 的 .现在 让 我 们 看 一 个 有 有 限 个 不 连续 点 的 函数 的 积 / 
情况 . 
首先 , 我 们 回忆 一 下 有 理 数 的 定义 , 有 理 数 可 以 被 写成 p/q 形式 , 其 中 p 和 g 
为 整数 (它们 没有 公约 数 ), 而 无 理 数 就 不 可 能 被 写成 这 种 形式 . 现在 对 于 区 间 [0， 
]] 内 的 数 x, 我 们 让 
/加 二 ! 如 果 z 是 有 理 数 | 
2 如 果 z 是 无 理 数 . 国 a 
这 是 一 个 很 奇怪 的 函数 . 在 0 和 1 之 闻 有 太 多 的 
有 理 数 和 无 理 数 . 事实 上 , 每 两 个 有 理 数 之 间 都 有 
无 理 数 ; 每 两 个 无 理 数 之 间 也 有 一 个 有 理 数 ! 所 以 当 我 
们 试 着 绘制 函数 y = f(z) 的 图 像 , 你 可 能 会 想到 如 
16-32 的 图 像 : 


画 沼 访 室 


图 16-32 


函数 f(x) 的 值 在 高 度 1 和 2 之 间 以 超 乎 你 想象 
的 速度 来 回 跳 跃 . 在 上 述 的 1 和 2 这 两 条 线段 间 有 很 
多 不 连续 处 , 我 们 说 有 很 多 不 连续 点 . 这 个 函数 实际 上 
在 任何 一 点 都 不 连续 . 那么 积分 | f(z)dz 究 竞 为 多 少 
呢 ? 让 我 们 用 取 歼 曼 上 和 法 和 取 歼 曼 下 和 法 . 在 此 把 
区 间 [0, 1] 分 成 许多 小 区 间 . 无 论 这 些 子 区 间 的 宽 有 
多 小 , 小 竖 条 中 都 会 有 一 些 无 理 数 点 . 所 以 求 上 和 会 如 
图 16-33 所 示 . 

为 了 求 上 和 , 每 一 个 长 方形 的 高 一 定 要 是 2, 即使 这 个 长 方形 很 罕 . 注意 , 无 论 
其 中 有 多 少 长 方形 , 所 有 长 方形 的 面积 和 为 2 平方 单位 , 因为 我 们 是 从 一 个 1 乘 以 
2 的 长 方形 把 它们 划分 成 如 此 的 . 这 样 我 们 有 
取 黎 曼 上 和 ) = im 2=2. 


lim ( 
mesh 一 0 


三 
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ee 相似 地 , 对 同样 的 分 区 使 用 求 下 和 法 , 这 样 每 个 长 
: 方形 的 高 为 1 单位 . 毕竟 , 无 论 长 方形 的 宽 多 小 , 它 的 


底 (在 zx 轴 上 ) 都 包含 一 个 有 理 数 .对 于 所 有 的 有 理 
数 , 该 函数 的 高 为 1. 所 以 求 下 和 如 图 16-34 所 示 . 
现在 该 面积 为 1 平方 单位 , 因为 这 些小 分 区 填充 的 大 
图 16-34 长 方形 为 1 乘 以 1. 所 以 我 们 已 经 证 明 
(下 过 妆 下 和 ) a 局 


这 个 极限 当 最 大 分 区 趋 于 0 时 , 取 歼 曼 上 和 和 取 歼 曼 下 和 是 不 同 的 . 对 于 连续 
函数 , 这 种 情况 并 不 出 现 . 但 对 于 一 些 不 连续 的 函数 , 这 种 情况 时 有 发 生 ! 唯一 的 
结论 是 , 函数 在 区 间 [0, 1] 不 可 积 . 我 们 说 函数 f 是 不 可 积 的 . 实际 上 有 一 种 方法 
可 以 求解 这 种 函数 的 积分 ， ee oe Rh 相对 ), 它 超 出 了 本 书 的 讨 
论 范 围 . 所 以 , 我 们 不 用 考虑 这 种 不 正常 的 积分 , 而 是 要 寻求 求解 正常 、 连 续 函 数 的 
定 积分 的 好 方法 . 


第 17 章 ” 微 积分 基本 定理 


我 们 现在 来 讨论 微 积分 中 的 关键 部 分 一 一 微 积 分 基本 定理 , 它 不 仅 提 供 一 种 
不 用 歼 曼 和 就 可 以 求解 定 积分 的 方法 , 同时 也 展示 了 微分 和 积分 的 关系 . 我 们 不 要 
再 费 周 折 , 这 一 半 我 们 将 要 学 习 : 
e。 用 另 一 个 函数 的 积分 形式 来 表达 的 函数 ; 
。 第 一 基本 定理 , 是 反 导 数 的 基本 思想 ; 
。 第 二 基本 定理 ; 
。 不 定 积 分 和 它们 的 特性 . 
在 介绍 所 有 这 些 理论 之 后 , 我 们 将 要 针对 下 面 的 知识 点 举 出 一 些 不 同 的 例子 : 
e。 以 第 一 基本 定理 为 基础 的 问题 ; 
。 计算 不 定 积分 ; 
。 计算 定 积分 以 及 使 用 第 二 基本 定理 计算 面积 . 


17.1 ”以 其 他 函数 为 积分 的 函数 
在 上 一 章 中 , 我 们 使 用 黎 曼 和 证 明了 
1 2 ， 8 
| dz 一 了 和 | zaz= 了 


(实际 上 , 我 们 仅仅 证 明了 第 二 个 , 第 一 个 留 给 你 了 ! ) 遗憾 的 是 , 黎 曼 和 方法 大 繁琐 
了 . 如 果 能 找到 一 个 相对 简单 的 方式 那 就 最 好 了 . 为 什么 我 们 在 那儿 停 下 来 了 呢 ? 
让 我 们 试 着 计算 


任意 数 
| 2Z2d7z. 
0 
在 此 我 们 让 极限 上 限 为 变量 . 最 常用 的 变量 是 x, 但 是 你 不 能 这 样 写 这 个 积分 
| 22dz 
0 


除非 你 想 造成 混乱 的 局 面 . 毕竟 , x 是 哑 变 量 , 所 以 它 实 际 上 不 是 一 个 变量 . 我 们 重 
新 开始 , 这 次 使 用 t 为 哑 变 量 . 首先 , 我 们 有 


1 1 光 
| t2dt= 二 - 和 | t2dt = 
0 3 0 


请 记 住 , 哑 变 量 用 什么 字母 是 无 所 谓 的 一 一 我 们 已 经 重新 命名 x 轴 为 t 轴 . 实际 
面积 并 没有 改变 . 现在 让 我 们 考虑 这 个 积分 


山 | 


cl co 
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| dE 
0 


如 果 把 x =1 代入 这 个 积分 表达 式 , 会 得 到 J 如 dt, 该 积分 的 结果 为 1/3; 如 果 把 
z =2 代入 , 会 得 到 万 tdt, 这 个 积分 表达 式 的 结果 为 8/3. 为 什么 得 出 这 个 表达 式 
就 停 手 , 不 往 下 计算 了 ? 你 可 以 把 任何 值 放 到 x 的 位 置 , 这 样 得 到 不 同 的 积分 . 上 
述 积 分 表达 式 实 际 上 是 一 个 以 积分 上 限 x 为 变量 的 函数 . 我 们 用 F 来 标记 这 个 孙 
数 , 这 样 有 


F(z) = 上 t2dt. 


可 以 发 现 , F(1) = 1/3, 卫 (2) = 8/3. 那么 (0) 为 多 少 呢 ? 来 看 下 面 式 子 : 
FP(0) = [ t2dt. 
0 


在 16.3 节 中 , 我 们 已 经 知道 对 于 积分 上 下 限 都 一 样 的 积分 表达 式 , 该 积分 的 结 
果 为 0. 也 就 是 说 , 我 们 知道 F(0) = 0. 不 走运 的 是 , 求解 其 他 的 F 值 并 不 是 很 容 
易 , 例如 (9),F(-7) 或 (1/2). 在 下 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 这 个 问题 . 与 此 同时 , 怎 
样 用 文字 来 描述 F(z) 呢 ? 准确 地 说 , 应 该 是 曲线 y = 如、t 轴 与 += x 这 条 垂 线 所 
围 成 的 代数 和 面积 . 

我 们 可 以 用 两 种 方式 解释 这 个 问题 . 首先 , 积分 下 限 不 一 定 要 是 0. 你 可 以 通 
过 这 样 设置 来 定义 另 一 个 函数 : 


G(x) = | t2dt. 
2 
这 个 积分 表达 式 也 可 以 用 面积 (平方 单位 ) 来 解释 , 它 是 由 曲线 y= 如 、t 轴 以 
及 两 条 垂 线 上 =2 和 + 上 = zx 所 围 成 的 面积 . 那么 G(2) 为 多 少 呢 ? 来 看 下 式 : 
G(2) = [ t2dt = 0， 
学 
因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 那么 G(0) 为 多 少 呢 ? 我 们 有 
G(0) = i t2dt. 
人 
16.3 节 曾 讲述 怎样 计算 这 个 积分 , 你 可 以 交换 积分 的 上 下 限 , 然后 再 在 积分 对 
达 式 的 前 边 加 上 一 个 负 号 . 所 以 有 
G(0) = | #2dt =— | t2dt = 
2 0 3 
事实 上 , 在 函数 和 G 之 间 有 一 种 奇妙 的 关系 . 首先 , 这 两 个 函数 是 : 
F(z)= 2d 1 G(x)= 2dt. 
四 =| ea 和 caO=| eat 


2 


我 们 从 t=2 这 点 分 解 第 一 个 积分 表达 式 , 可 参照 16.3 节 . 我 们 可 得 


下 
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ba 2 
| t2dt | edt+ | t2dt. 


0 0 2 


左边 是 F(z). 右边 的 第 一 项 是 8/3, 第 二 项 是 G(x). 这 样 , 我 们 就 证 明了 

F(z) = - + G(z). 
也 就 是 说 , F 和 G 的 差 是 8/3. 我 们 可 以 用 更 一 般 的 方式 表达 . 假设 a 是 任意 固定 
的 数 , 设 


H(z) = 上 t2dt. 
如 果 我 们 从 上 = a 而 不 是 +=2 分 解 函数 已, 会 得 到 
F(z)=| tdt=| td 2dt. 
人 由 t 由 t+| + t 
右 侧 的 第 二 项 恰恰 就 是 五 (z), 所 以 我 们 已 经 证 明了 


F(z) = | t2dt+ H(z). 


这 是 什么 呢 ? 实际 上 , ji dt 是 个 常数 一 一 它 不 因 x 的 变化 而 变化 ! 尽管 我 们 没 
有 确定 a 的 值 , 但 我 们 说 过 a 是 一 个 常数 , 所 以 这 个 积分 结果 一 定 是 个 常数 . 这 样 
我 们 证 明了 


F(z)= H(z)+O, 
其 中 C 是 一 个 常数 , 由 a 而 不 是 x 决定 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 把 积分 下 限 从 一 
个 常数 换 至 另 一 个 常数 , 这 对 整个 表达 式 没有 太 大 的 影响 . 
我 们 的 第 二 个 解释 是 被 积 函 数 不 一 定 是 妇 , 它 可 以 是 关于 t 的 任意 连续 函数 . 
我 们 假设 被 积 函 数 是 f(t), 如 果 a 是 任意 常数 , 我 们 定义 
F(x) = | f(t)dt. 


例如 , 如 果 a = 0, f(t) = 刀 , 则 可 以 从 上 述 定义 得 到 原始 函数 ， 总 的 来 说 ， 
对 任何 数 z, 函数 F(z) 的 值 都 是 一 块 代数 和 面积 (平方 单位 )， 该 面积 是 由 曲线 
= f()、t 轴 以 及 t=a 和 t= x 两 条 垂 线 所 围 成 的 面积 . 图 17-1 是 关于 不 同 的 x 
的 3 种 情况 示 图 . 


图 17-1 


上 述 图 像 是 左边 固定 , 右边 移动 的 图 像 的 例子 . 不 理想 的 情况 是 , 图 像 的 顶端 
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可 能 高 低 不 平 , 除非 f 是 个 常 函数 ! 在 任何 情况 下 , 请 注意 函数 玉 主要 由 被 积 函数 
f(t) 和 常数 a 决定 . 通过 刚才 的 分 割 法 可 知 , 改变 a 的 值 仅仅 使 函数 值 增加 或 减少 
个 常数 , 并 没有 太 大 的 影响 . 后 面 几 节 将 会 体现 出 所 有 这 些 思想 的 重要 性 . 


就 是 这 个 目的 : 求 积 分 


| f(z)dz 


的 值 , 但 不 使 用 黎 曼 和 . 我 们 要 做 3 件 并 不 显而易见 的 事情 . 

(1) 首先 , 把 哑 变 量 改 为 t, 把 上 述 积分 表达 式 写 为 | f(t)qt. 像 上 一 节 中 看 到 
的 那样 , 这 并 不 会 有 任何 不 同 一 一 用 什么 来 表示 哑 变 量 无 关 紧 要 . 

(2) 现在 , 用 变量 > 来 替代 5 从 而 得 到 一 个 新 的 函数 ,定义 F(x) = 
这 就 是 我 们 在 上 一 节 见 过 的 函数 . 最 终 我 们 要 求 函数 F( 的 值 ， we， 
中 的 积分 . 但 是 , 我 们 首先 来 看 看 该 怎样 理解 函数 书 . 

(3) 现在 我 们 有 了 这 个 新 函数 F. 它 好 像 是 我 们 刚刚 得 到 的 一 个 新 玩具 . 在 上 
一 节 中 , 我 们 已 经 花 了 很 多 时 间 求 解 函 数 的 导数 , 这 次 我 们 对 z 来 求解 这 个 函数 的 
导数 . 我 们 考虑 下 式 : 


F(z)= 二 | f(t)dt. 


理解 F(x) 的 实质 将 会 帮助 我 们 求解 F(x). 一 旦 我 们 找到 这 个 答案 , 就 能 计算 出 
(5), 这 就 是 我 们 要 求解 的 积 4 
这 个 表达 式 


可 能 看 起 来 很 奇怪 , 让 我 们 看 看 怎样 才能 把 它 拆 开 . 选 你 最 喜欢 的 变量 x 求解 F(z). 
这 时 微微 变换 一 下 zx 一 一 把 它 变 为 x 十 h, 其 中 h 是 个 很 小 的 数 . 所 以 现在 的 函数 
值 是 F(x 十 hh). 关于 这 种 情况 的 图 像 如 图 17-2 所 示 . 


F(z+h) 
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可 以 看 到 , > 和 xz 十 h 是 非常 接近 的 , 它们 所 对 应 的 函数 值 F(z) 和 F(z 十 h) 也 非 
常 接近 一 一 它们 分 别 表 示 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 . 现在 对 求 导 , 我 们 有 
F(z+h)— F(z) 


名 
tu 


(x 十 hh) 一 F(z) 的 差 就 是 图 17-2 中 两 阴影 部 分 面积 的 差 , 也 就 是 那个 小 竖 条 
的 阴影 面积 (顶部 是 弯曲 的 ), 该 面积 在 上 = z 和 t= xz 十 h 之 间 (如 图 17-3 所 示 ). 


F(th)— Fl) 
a Z 7 十 几 


图 17-3 


我 们 可 以 通过 从 t= z 处 分 解 这 个 积分 来 计算 函数 F(z 二 门 的 值 , 像 这 样 : 


z+h T z+h z+h 
a | f(t)at = | f(t)at +| pide = | f(t)dt. 
通过 整理 可 得 


ba 


T+h 
F(z+h)— F(z) = | f(b)qt, 


这 就 是 小 竖 条 的 阴影 部 分 面积 (平方 单位 ). 实际 上 , 这 并 不 是 一 个 竖 条 , 因为 它 的 
顶 是 弯曲 的 . 但 当 h 很 小 的 时 候 , 它 儿 乎 就 是 个 竖 条 了 . 该 竖 条 左边 的 高 度 为 f(zx) 
单位 , 所 以 我 们 可 以 通过 计算 长 方形 面积 的 方法 来 估算 该 竖 条 的 面积 , 它 的 底 从 zx 
到 十 hh, 高 从 0 到 f(z), 如 图 17-4 所 示 . 


a 2 z+h 


图 17-4 


这 样 该 长 方形 的 底 为 h 单位 , 高 为 f(x) 单位 , 所 以 面积 
很 小 , 那么 这 就 是 对 这 个 积分 的 一 个 非常 好 的 估算 . 也 就 


T+h 
Fe+ 月 -FI=| fate hfs). 


hfzx) 平方 单位 . 如 果 
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两 边 同 时 除 以 h, 我们 有 
ZC 
兰 f(z). 


当 hh 非常 接近 于 0 时 , 这 个 估算 就 会 很 准确 . 也 就 是 说 , 当 h 趋 于 0 时 , 这 个 估算 
是 精确 的 : 
ji F(z+ a i 
我 们 会 在 17.8 节 中 看 到 , 上 述 公 式 是 正确 的 . 我 们 可 以 总 结 为 
F(z) = f(2). 


总 结 我 们 的 结论 如 下 . 
微 积分 的 第 一 基本 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a, 9] 是 连续 的 , 那么 可 以 定义 
五 为 


F(x) = | F0Ddtbz 在 区 间 [c, 台 内 


a 


则 在 开 区 间 (a,5) 内 是 可 导 函 数 , 而 且 F(x) = f(z). 
简 而 言 之 , 我 们 可 以 总 结 为 


全 | fat= 10) 


我 们 把 这 个 奇怪 的 表达 式 化 简 为 f(z)! 

关于 这 个 表达 式 的 一 个 共同 特点 是 a 出 现在 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 这 个 
特点 确实 很 有 用 , 信和 不 信 由 你 . 假设 4 是 区 间 (a, 5) 中 的 某 个 数值 , 并 且 设 

a fdt 和 五 (z) = | yd 
如 我 们 在 17.2 节 中 见 过 的 那样 , F 和 五 的 差 是 个 常数 C: 
F(x)= H(z)+C 

如 果 我 们 对 两 边 分 别 求 导 , 这 个 常数 就 消失 了 , 我 们 会 得 到 (F(z) = 五 '(z)( 对 于 在 
区 间 (a, 5) 的 z). 所 以 常数 a 的 选择 不 会 影响 这 个 求 导 的 结果 . 拿 窗 帘 来 做 比喻 ， 
我 们 需要 考虑 的 是 拉 窗 帘 的 速度 有 多 快 , 以 及 右 侧 拉 点 的 位 置 放 多 高 . 而 左 侧 的 固 
定点 并 不 影响 整体 的 拉动 效果 . 
反 导 数 的 引入 

现在 , 我 们 稍 适 休 息 . 我 们 以 一 些 变 量 为 t+ 的 函数 以 及 常数 a 开始 , 然后 建立 
一 个 以 z 为 变量 的 新 函数 F. 对 五 求 导 , 我 们 可 以 得 到 原来 的 函数 f, 但 现在 我 们 
要 以 z 为 变量 而 不 是 上 来 计算 它 . 很 奇怪 吧 ! 

是 的 , 很 奇怪 , 但 很 有 用 . 它 实 际 上 解决 了 我 们 的 一 个 大 问题 . 让 我 们 看 看 它 是 
怎样 解决 的 . 假设 f(t) = 如 ,a = 0, 所 以 有 
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F(z) = 上 t2dt. 
0 
微 积 分 的 第 一 基本 定理 告诉 我 们 F(x) = f(zx). 因为 f(t) = 刀 , 我 们 有 f(z) 
22; 这 也 就 是 说 F(x) = 22. 换 一 种 说 法 , 函数 的 导数 为 z2. 我 们 说 下 是 xz? 
反 导 数 (关于 xz). 你 能 想到 其 他 的 函数 , 它 的 导数 为 2 吗 ? 这 里 有 一 些 : 
化 


到 | 


3 x3 7x3 


H(z) = 二 下 和 J(x)= 可 二 25 


3 

在 每 一 种 情况 下 , 我 们 都 可 以 发 现 导数 为 z?. 事实 上 , 任何 形式 为 十 C( 其 
中 C 为 任意 常数 ) 的 关于 z 的 函数 都 是 z2 的 反 导 数 . 还 有 其 他 的 吗 ? 答案 是 否定 
的 ! 我 们 在 11.3.1 节 中 已 经 得 到 了 这 个 结论 . 如 果 两 个 函数 有 相同 的 导数 , 那么 它 
们 的 差 是 个 常数 . 这 也 就 是 说 所 有 的 反 导 数 之 间 的 差 就 是 一 个 常数 . 因为 其 中 的 一 
个 反 导 数 是 23/3, 所 以 任何 其 他 的 反 导 数 一 定 是 z3/3+ C, C 是 任意 常数 . 等 一 下 ， 
刚才 的 那个 奇怪 的 函数 也 是 z2 的 反 导 数 . 也 就 是 说 对 于 任意 常数 C 有 

F(z) = | t?2dt = 和 + 


现在 我 们 所 要 做 的 是 找到 C. 我 们 知道 


G(z) = 


0 
所 以 有 
03 
0= 可 上 +C 
这 也 就 是 说 C =0. 现在 我 们 找到 了 一 直 在 寻找 的 公式 : 
全 
| i 


最 后 , 我 们 从 0 到 任意 数 对 如 求 积分 . 具体 情况 是 , 如 果 我 们 用 1 和 2 分 别 蔡 代 证 
就 会 得 到 熟悉 的 公式 了 ; 
[ee= 人 = 5 和 | = = 3 

这 其 实 可 以 更 简单 , 在 下 一 节 中 我 们 将 会 介绍 . 首先, 我 将 要 介绍 另 一 个 重要 的 知 
识 点 . 我 们 现在 用 一 种 方式 去 建立 任何 一 个 连续 函数 的 反 导数 . 例如 , e-” 的 反 导 
数 为 多 少 呢 ? 我 们 把 变量 x 换 为 t, 选 一 个 你 喜欢 的 数 作为 积分 下 限 (让 我 们 暂时 
选 0), 求 积分 得 到 e-* 的 反 导 数 为 , 

F(x)= | oe-tdt 
常数 0 可 以 被 任意 其 他 数 替代 , 替代 后 这 个 式 子 依然 是 成 立 的 . 当然, 对 于 每 一 次 
积分 下 限 的 不 同 选择 . 你 会 得 到 一 个 不 同 的 反 导 数 
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17.3 ” 微 积分 的 第 二 基本 定理 


上 一 节 f(t) = 妇 的 例子 告诉 了 我 们 怎样 求解 ”f(t)dt. 首先 , 我 们 知道 被 定 


F(z) -| f(t)dt 
的 函数 是 函数 f (关于 z) 的 反 导 数 . 我 们 真 地 很 想 求解 F(5), 因为 


我 们 可 以 知道 


因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 
现在 , 假设 对 于 函数 f 有 其 他 的 反 导 数 , 我 们 称 之 为 G. 这 时 五 和 G 之 间 
的 唯一 不 同 是 相差 一 个 常数 , 所 以 有 G(x) = F(x) + C， 如 果 用 a 替代 x, 就 有 
G(a) = (a) + C; 因为 由 上 述 计 算 知 F(a)=0, 所 以 有 G(a) = C. 这 也 就 是 说 
F(z)= G(x)— C= G(r)— G(a). 
如 果 用 5 蔡 代 z, 我 们 有 


换 一 种 方式 表达 , 即 


b 
| Ee ee 
这 对 于 任何 反 导 数 G 都 是 成 立 的 . 注意 我 们 的 表达 式 里 已 经 没有 z 了 . 所 以 现在 
要 做 的 是 把 三 变量 变 回 ,再 把 函数 字母 由 G 变 回 已 这 样 就 有 如 下 的 结论 
微 积 分 第 二 基本 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a, 中 是 连续 的 , FP 是 f 的 反 导 数 
(关于 x), 那么 有 


在 实践 中 , 我 们 通常 把 等 式 的 右边 写成 F(a)| 的 形式 . 也 就 是 说 , 我 们 设 


所 以 , 计算 


2 
| Z2dz， 
1 


可 以 通过 求 z2 的 反 导 数 . 我 们 已 经 知道 z3/3 是 其 中 的 一 个 反 导数 , 所 以 
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2 312 
人 

| az= 到 

1 3 1 


现在 我 们 把 x =2 和 z =1 代入 z3/3, 计算 它们 的 差 
x3 2 23 13 
JR 


2 

让 22dz = 3 
为 7/3. 还 有 另 一 个 例子 . 假设 要 计算 
x/2 

| cos(Z)d7. 
/6 


我 们 需要 知道 cos(z) 的 反 导 数 . 幸运 的 是 , 我 们 知道 其 中 的 一 个 反 导 数 , 它 是 sin(x). 
毕竟 , cos(z) 是 sin(z) 关于 z 的 导数 . 所 以 我 们 有 
和 ,2 /nx /7n 1 1 
jm cos(Z)dz = sin(x) i sin (3) sin (5) 二 1 2 


在 之 后 的 17.6 节 中 , 我 们 会 看 到 更 多 的 例子 . 


17.4 不 定 积 分 


到 目前 为 止 , 我 们 使 用 两 种 不 同 的 方法 计算 定 积 分 : 歼 曼 和 的 极限 方法 ( 太 繁 
项 了 ) 和 反 导 数 的 方法 (不 算 太 糟 糕 ) 很 显然 我 们 不 得 不 很 熟练 地 寻找 一 个 函数 的 
反 导 数 事实 上 , 在 以 后 的 章节 中 , 这 种 技巧 非常 必要 . 所 以 , 可 能 我 们 需要 一 
种 简单 的 表示 反 导 数 的 方式 . 从 微 积分 的 第 一 基本 定理 中 得 到 了 灵感, 我 们 可 以 用 

| au 
表示 “函数 f 的 反 导 数 的 集合 ”. 请 记 住 任何 可 积 函 数 都 有 无 限 多 个 反 导 数 , 它们 
唯一 的 不 同 是 常数 部 分 . 这 就 是 我 说 的 “集合 ”的 意思 . 例如 ， 
| za F= + 
对 于 任何 常数 C 成 立 . 这 个 方程 说 明 z2( 关 于 z) 的 反 导 数 是 z3/3 二 C, 其 
任意 的 常数 . 如 果 忽 略 C, 那么 这 个 结果 就 是 错误 的 , 因为 这 样 我 们 只 会 得 到 一 个 
反 导 数 , 而 实际 上 我 们 需要 所 有 的 反 导 数 . 
如 果 你 知道 一 个 函数 的 导数 , 那么 你 会 很 快 求 出 这 个 导数 的 反 导 数 . 具体 情况 


是 : 


如 果 F(a) 二 f(x)， 那么 | (was 一 下 (zZ) 十 C. 


上 述 的 例子 适合 这 种 情况 : 


3 3 
A (§) 二 xz2， 因此 | = 二 +. 
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同样 的 , 我 们 有 
(sin(z) = cos(z)， 因此 | eos(ar Ee 
到 目前 为 止 男 一 个 例子 为 (以 后 我 们 会 有 更 多 例子 ): 
d 1 
元 (tan 1(z)) = 因此 | re 
一 次 提醒 , 常数 C 为 任意 常数 . 本 质 是 任何 可 导 函 数 只 有 一 个 导数 , 而 任何 的 可 
积 函 数 都 有 无 穷 多 个 反 导 数 . 
上 述 所 有 的 积分 都 是 不 定 积分 的 例子 . 你 可 以 通过 它们 是 否 有 无 积分 上 下 限 
区 分 定 积分 和 不 定 积分 . 不 定 积分 没有 积分 上 下 限 而 定 积分 有 . 这 可 能 看 起 来 是 个 
很 小 的 差别 , 但 实际 上 这 两 个 积分 有 很 大 不 同 . 
。 定 积分 , 像 * f(z)dz, 是 一 个 数 . 它 表示 由 曲线 y = f(x), z 轴 和 重 线 z= a 
和 z==5 所 围 成 的 面积 . 
。 不 定 积分 , 像 | f(x)dz, 是 一 种 函数 的 集合 . 这 个 集合 由 所 有 的 函数 f 的 反 
导数 (关于 z) 组成. 这 些 函 数 仅 有 的 不 同 是 它们 的 常数 部 分 . 
例如 


dz = tan-!(z)+C. 


| zu Se 而 | ea 三 十 C. 
如 果 不 是 微 积 分 的 第 二 基本 定理 , 那么 对 于 这 两 个 表达 式 我 们 使 用 同样 的 符号 
将 会 是 错误 的 事情 . 幸运 的 是 , 不 定 积分 (或 者 反 导 数 ) 正 是 你 计算 定 积分 所 需要 
知道 的 东西 , 所 以 在 两 个 表达 式 中 我 们 用 了 同样 的 符号 . 
这 里 有 不 定 积分 的 两 个 特性 , 这 两 个 特性 是 从 导数 导出 来 的 : 如 果 ff 和 9g 是 
可 积 的 , c 是 一 个 常数 , 这 时 


[4 + g(a = | f(r)ar + | gar 


| eraas = c| ade 


也 就 是 说 和 的 积分 是 积分 的 和 , 并 且 作为 乘 数 的 常数 能 被 移 到 积分 符号 的 外 边 . 具 
体 情 况 如 下 : 
| 5 ; 
(52“ 十 9cos(zZ))dz = 5| > dz 十 9| cosandr 三 十 9sin(z) 二 CC. 


注意 我 们 仅仅 需要 一 个 常数 一 一 尽管 5z3/3 和 sin(z) 都 有 它们 自己 的 常数 , 但 你 
可 以 把 这 两 个 常数 合并 到 一 起 去 . 顺便 说 一 下 , 适合 于 和 的 特性 也 适合 于 差 : 
57z3 


| 一 9cos(z))dz = 5| dv 一 9| cosandr ee 9sin(x)+C. 
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次 提醒 , 仅仅 一 个 常数 是 必要 的 . 
在 我 们 看 其 他 例子 之 前 , 我 想 关 于 微 积 分 的 这 两 个 基本 定理 做 更 多 的 解释 . 微 
积分 的 第 一 基本 定理 表明 


d rT 
所 | fat= 170) 
从 菜 种 意义 上 讲 , 积分 的 导数 就 是 原始 的 函数 .你 需要 注意 “积分 ” 的 意义 , 请 记 住 
变量 是 积分 上 限 而 不 是 呈 变 量 . 另外 , 微 积分 的 第 二 基本 定理 说 明 
b 
| oaz= Fo 


其 中 万 是 了 的 反 导 数 . 这 也 就 是 说 f(x) = SF(a) 所 以 我 们 可 以 重 写 上 述 的 表 


| TF)de a Fo)| 


我 们 可 以 解释 为 一 个 函数 的 导数 的 积分 就 是 这 个 函数 本 身 . 再 一 次 提醒 , 它 不 是 实 
际 的 原始 函数 , 它 应 该 是 原始 函数 在 a 和 两 点 数值 的 差 . 所 以 这 是 很 显然 的 , 微 
分 和 导数 是 相反 的 运算 . 

现在 让 我 们 看 看 怎样 运用 微 积分 的 基本 定理 去 解决 问题 . 


17.5 ”怎样 解决 问题 ; 微 积分 第 一 基本 定 


思考 一 下 怎样 计算 下 列 导数 : 


于 


| sin(t2)dt. 
3 


dz 
可 以 尽量 计算 sin( 刀 )dt 这 个 不 定 积分 , 再 把 x 和 3 代入 求 差 ; 这 会 得 出 
| sin(t2)dt, 
3 


最 后 再 求 这 个 结果 的 导数 ,为 什么 不 考虑 积分 和 导数 可 以 互相 抵消 的 特性 呢 ? 毕 
竞 ,， 如 果 想 要 计算 (V54756)2, 没有 必要 浪费 时 间 去 计算 V54756 的 结果 然后 再 去 
平方 . 可 以 直接 写 下 答案 54756. 同样 的 方法 , 我 们 可 以 使 用 微 积 分 的 第 一 基本 定理 


i | sin(t?)dt = sin(z2)， 
dz Js 


所 有 的 你 需要 做 的 是 把 被 积 函数 sin() 中 的 t 改 为 x. 数值 3 对 我 们 的 计算 结果 
并 没有 影响 (参照 17.1 节 中 的 讨论 ). 顺便 说 一 下 , 如 果 在 计算 结果 后 面 放 上 “十 C” 
将 会 是 严重 的 错误 : 你 正在 求 导 , 而 不 是 反 导 ! 


当然 , 你 需要 灵活 掌握 这 个 知识 点 一 一 我 们 可 以 用 任何 字母 来 表示 变量 . 例 
如 , 下 式 是 什么 意思 ? 


d 
dz 

我 们 可 以 用 > eo 数 中 的 w, 这 样 有 
二 | 2cos( 2 n(w 十 5))d tw) 三 ocos(z21n(z+5)). 


| 9cos(w?In(wt+5)) qv? 


注意 -e 是 一 个 常数 ， ， 再 一 次 提醒 的 是 , 它 可 以 被 任何 其 他 的 常数 替代 而 答案 将 
会 是 同样 的 . (顺便 说 一 下 , 该 积分 具有 当 z > -5 时 才 有 意义 .) 

这 同 我 们 上 一 章节 的 讲解 是 一 样 的 , 该 函数 的 变量 (也 就 是 对 谁 求 导 ) 就 是 积 
分 上 限 . 所 有 的 你 需要 做 的 是 用 实际 的 变量 去 蔡 代 哑 变量 . 还 有 其 他 的 四 种 情 ; 
让 我 们 分 别 看 看 . 


四 


》 


考虑 这 个 积 4 
7 
二 | t3 cos(tln(t))dt. 
问题 是 变量 是 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 没 问 题 一 一 我 们 只 要 把 x 和 7 互 换 , 再 
在 新 的 积分 前 面 加 个 负 号 (参照 16.3 节 计 算 这 个 积分 ). 你 可 得 到 
7 
到 | t3 cos(tln(t))dt = -| 记 eosln(O)d!) 


现在 把 负 号 移出 积分 符号 , 然后 使 用 微 积 分 的 第 一 积分 定理 去 解决 这 个 问题 , 如 果 
2 >0 该 结果 为 


HI 


一 Z3 cos(Zzln(z))， 
实际 上 , 所 有 的 我 们 要 做 的 是 提取 被 积 函 数 ， 用 变量 x 去 替代 哑 变 量 t, 再 在 前 面 加 
上 负 号 . 我 们 在 前 面 加 上 负 号 , 然后 再 通过 互 换 积分 上 下 限 使 用 微 积分 的 第 一 基本 
定理 , 像 我 们 在 以 前 的 例子 中 见 过 的 那样 . 
17.5.2 ”变形 2: 积分 上 限 是 一 个 函数 
这 有 男 一 个 例子 : 


2 


d 0 
二 上 tan™1(t" + 3t)dt. 
dz 


因为 积分 上 限 是 z2 而 不 是 z, 我 们 不 能 直接 使 用 微 积 分 的 第 一 基本 定理 . 我 
们 需要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 可 以 设置 y 为 这 个 积分 , 然后 再 求 导 


2 


y = | tan—1(t" + 3t)dt. 
0 
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我 们 想 要 计算 dy/dz. 因为 y 是 一 个 关于 z2 的 函数 , 而 不 是 直接 关于 x 的 , 我 们 
可 以 设置 久 = z2. 这 也 就 是 说 
y = | tan™1(t" + 3t)dt. 
0 


链 式 法 则 告诉 我 们 
dy yu 


dz dudzx’ 


而 第 一 基本 定理 告诉 我 们 
dy ad [ton-it ton 
a | tan (t+3t)dt=tan (vu’ +t3u). 
又 因为 w= 2z2, 我 们 有 du/dx = 2x. 这 样 我 们 有 
0 
ee (tan (wu' + 3u))(27). 
现在 我 们 需要 做 的 是 用 z2 蔡 代 w, 可 得 
UY = 27xtan 1((z2)7 十 3(z2)) = 2xtan (x14 + 372). 


2 


d TX 
| tan 1(t" + 3t)dt 一 27ztan (zx! + 372). 
0 


dz 
你 把 它 分 开 计 算 时 , 这 并 不 是 太 糟 的 主意 . 
证 我 们 看 看 这 种 问题 的 另 一 个 例子 : 下 式 是 怎么 回 事 儿 呢 ? 


dd psin(g) 
和 tan(cos(a))da? 
所 | tan(eos(a) 


I 


设 y 等 于 这 个 积分 : 
sin(g) 
4 = | tan(cos(a))da, 
4 
并 时 刻 提 醒 自己 正在 计算 dy/dg. 现在 让 我 们 设 w = sin(g), 所 以 


y= | tan(cos(a))da. 


通过 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 
由 _ dy 


dg dudg 


根据 微 积分 的 第 一 基本 定理 : 


一 5 | tan(cos(a))da = tan(cos(w)). 
因为 u = sin(q), 我 们 有 du/dgq = cos(q), 所 以 上 述 积分 应 用 链 式 法 则 后 为 
du dydu 


人 tan(cos(wu)) cos(g). 
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最 后 用 sin(q) 替代 vu, 这 样 有 
drsin(g) 
本 | tan(cos(a))da = tan(cos(sin)(g)) cos(q). 
你 可 能 在 同样 的 问题 种 遇 到 上 述 两 种 情况 . 例如 , 计算 
qd 14 
| tan(cos(a))da, 
时 , 首先 我 们 可 以 先 交 换 积分 上 下 限 , 在 前 面 加 上 一 个 减 号 , 这 样 有 
d 4 和 d sin(g) | 
a li tan(cos(a))da = ly | tan(cos(a))da. 
现在 积分 上 限 像 我 们 上 道 例题 那样 ; 最 后 的 极限 结果 将 会 是 一 样 的 , 只 是 多 


个 负 号 ; 


4 sin(g) 
| tan(cos(a))da = 一 元 | tan(cos(a))da 
= — tan(cos(sin(g)) cos(g). 
17.5.3 ”变形 3: 积分 上 下 限 都 为 函数 

这 是 另 一 个 更 为 复杂 的 例子 : 

上 In( 妇 一 sin(b 十 了 dt 

现在 积分 上 下 限 都 是 关于 z 的 函数 了 . 解决 这 个 问题 的 方法 是 用 一 个 常数 提 
这 个 积分 分 成 两 个 部 分 . 你 在 哪 分 开 这 个 积分 并 不 是 重要 的 , 只 要 你 使 用 的 常数 在 
该 被 积 函数 的 定义 区 间 内 . 所 以 , 选 一 个 你 最 喜欢 的 数 一 一 我 们 选 0 一 一 这 样 提 
该 积分 分 为 : 


[ 量 


中 


[ 昌 


6 


_d " “和 wl 

-= (|[ ee |. 到 -sn + ne) 

我 们 这 样 便 把 这 个 问题 分 解 成 了 两 个 简单 的 导数 . 前面 的 这 个 积分 就 是 我 们 的 前 
两 种 情况 的 混合 . 通过 交换 积分 上 下 限 , 并 在 前 面 加 上 减 写 , 我 们 有 


0 xs 
Wy | In(t#? — sin(t) + 7)dt = a | ln(t? — sin(t) + 7)dt. 
dx jzs dz Jo 
现在 通过 设置 v = zs5 使 用 链 式 求 导 法 则 , 然后 用 上 一 节 的 方法 . 通过 计算 你 会 得 
出 这 个 导数 为 


一 524n((z5)2 — sin(z5) +7) = 一 5z4n(zl0 一 sin(z5) + 7). 
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这 个 导数 的 另 一 部 分 是 


6 


i | In(t? — sin(t) + 7)dt, 
dz 0 


这 次 我 们 不 用 交换 积分 上 下 限 了 一 一 我 们 仅仅 设置 v = zs 然后 再 次 应 用 链 式 求 
导 法 则 . 你 会 发 现 上 述 的 导数 等 价 于 
6zsln((z5)2 — sin(z5) +7) = 6z5lmn(zl2 一 sin(zZ6) + 7). 
再 将 两 者 放 在 一 起 我 们 有 
| lIn(t? — sin(t) + 7)dt 
一 一 5z4n(zl — sin(25)+7)+ 6rln(z? 一 sin(z5) + 7). 
17.5.4 ”变形 4: 极限 伪装 成 导数 
这 有 一 个 看 起 来 很 不 同 的 例子 : 


1 z+h 
liam | logsa(cos® (t) + 2)dt. 


这 不 是 一 个 导数 它 是 一 个 极限 . ee 只 是 伪装 成 了 导数 (参照 6.5 节 关 
于 这 种 极限 的 讨论 ). 技巧 是 对 于 一 些 常数 a 通过 设置 

F(z) = i loga(cos® (t) + 2)dt 
你 也 可 以 用 一 个 指定 的 常数 , 或 则 就 干脆 使 用 a. 这 是 无 关 紧 要 的 , 因为 在 任何 情 
况 下 , 我 们 都 有 


6 


z+h 
F(z+h)— F(x)= | loga(cos® (t) + 2)dt. 


如 果 你 不 信 , 可 以 自己 校 验 一 下 ; 也 可 参照 17.2 节 . 在 任何 情况 下 , 关于 函数 也, 我 
们 都 有 


FZ 二 四 一 FFZ) ,, 
三 :有 (他 


lm : i logs(cos6(b + 2)dt = liny 
所 以 , 实际 上 对 于 任何 常数 a 我 们 有 
Ted da 
liam 站 | logs(cos® (t) + 2)dt = I | logs(cos6(b + 2)dt 
看 , 我 告诉 过 你 了 这 个 极限 是 个 伪装 的 导数 ! 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 可 以 使 用 微 
积分 第 一 基本 定理 作为 它 的 理论 基础 , 通过 计算 可 知 该 极限 为 logs(coss(z) 十 2). 


17.6 ”怎样 解决 问题 : 微 积 分 第 二 基本 定理 


使 用 微 积分 的 第 二 基本 定理 计算 定 积分 这 是 你 计算 定 积分 的 方法 , 相信 
我 一 一 你 首先 要 找到 不 定 积分 , 然后 分 别 把 积分 上 下 限 代 入 , 最 后 再 求 差 . 所 以 让 


(9 


338 ”第 17 章 微 积 分 基本 定理 


我 们 花 一 些 时 间 讨 论 怎 样 找到 不 定 积 分 (也 就 是 反 导 数 ), 然后 再 看 一 些 计 算 定 积 
分 的 例子 . 这 才 是 积分 学 的 开始 , 在 以 后 的 两 个 章节 中 , 我 们 将 会 看 到 更 多 的 计算 
不 定 积分 的 方法 . 
17.6.1 ”计算 不 定 积 分 

像 我 们 在 17.4 节 中 看 到 的 , 只 要 知道 一 个 函数 的 导 函 数 , 那么 你 一 定 会 知道 这 
个 导 函 数 的 反 导 数 . 我 们 已 经 给 出 了 一 些 例子 , 但 是 这 有 男 一 个 , 因为 


d 
示人 ) 二 473， 


我 们 立刻 可 以 知道 
| see 一 24 十 C. 
因为 常数 可 以 被 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 可 以 改写 为 
4 [siar 一 24 十 C. 


现在 两 边 分 别 除 以 4: 
| ra a 十 
4 4 
这 很 好 , 但 C/4 看 上 去 有 些 傻 . 任意 常数 除 以 4 得 到 的 还 是 任意 常数 . 所 以 我 们 可 
以 用 任意 常数 去 替代 C/4, 我 们 还 使 用 C, 这 样 有 
4 
| 一 工 十 C. 
让 我 们 对 x 的 容重 复 这 个 计算 . 注意 


到 Ge = (a+ De" 


这 也 就 是 说 
|e +1)z°dz = z+t1+C. 
如 果 a 关 1, 这 时 a 十 1 冯 0; 所 以 我 们 可 以 等 式 两 边 同时 除 以 (a+1) 把 它 写 为 


zotl 
| ras 二 一 一 十 CC. 
a++l 


(再 一 次 提醒 , 我 们 可 以 用 C 去 替代 CY/(a+1); 这 是 可 以 的 , 因为 C 仅仅 是 任意 常 
数 . ) 那么 当 a = -1 时 , 情况 又 是 怎样 呢 ? 上 述 的 方法 并 不 适用 于 | x-1dz, 该 积 
分 即 

| 和 

家 

另外 , 从 9.3 节 中 , 我 们 知道 
i = . 因此 | a 一 In(z) 十 C. 
dz L 也 
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这 很 好 , 但 实际 上 我 们 可 以 做 得 更 好 . 你 看 , 1/z 除了 在 x =0 点 外 在 任意 一 点 
都 有 意义 , 而 In(z) 仅仅 当 x >0 时 才 有 意义 . 我 们 可 以 这 样 改写 来 弥补 这 个 不 足 : 


1 
| 二 dz = In|z| 十 C. 
也 


让 我 们 来 检查 一 下 刚才 的 计算 是 否 正确 . 我 们 需要 证 明 

| 

dz ZL 
对 于 所 有 的 z 关 0 都 成 立 . 当 x >0 时 , 左边 就 是 In(x), 符合 要 求 ; 当 x <0 时 , |z| 
实际 上 等 于 -x, 所 以 这 时 左边 为 


d 

-一 Im( 一 Z). 

dz 
它 看 起 来 很 奇怪 , 但 请 记 住 当 x <0 时 , -z 为 正 . 在 这 种 情况 下 , 通过 链 式 求 导 法 
则 , 上 述 的 导数 为 


ln( 一 Z) = 二 


dz zx ZX 


所 以 我 们 已 经 证 明了 这 个 公式 : 


1 
| 一 dz = In|z| 十 C. 
也 


参照 后 边 17.7 节 关 于 使 用 这 个 公式 的 技巧 . 与 此 同时 , 我 们 要 用 基本 的 求 导 公式 
去 总 结 相应 的 积分 公式 . 
导数 和 积分 公式 ， 

Sve = oze-: | 和 1 
人 一 二 | 3 =Imlal+C 
Sore |eaz=e+c 
Sw = prln(b) | ar FD 过 
sin(z) = cos(2) | esmun = 
hs | aaa Se 
本 | se [人 
sec( a | se ee 
cot(e i | se ar = 


OO © 
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元 csc(7) = 一 csc(Z) cot(2) | eeot (oar 一 一 csc(Z) 十 C 
也 
中 1 1 | 
7 sn a | a (Z) 十 C 
| 1 i 
dz CO | (zZ) 十 C 
sec™1(z) | dz = sec !'(z)+C 
RT 4 培 攀 一 TX 二 
dz lzl|Vz2 一 1 lzl|Vz2 一 1 
d 
元 sinh(2) 一 Cosh(2) | caoaz = sinh(x)+ COC 
也 
d 
元 cosh(2) 一 Sinh(z) | smeoaz 一 cogsh(Z) 十 C 
也 


像 我 们 知道 的 那样 , 在 上 述 的 微分 公式 中 , 如 果 你 用 oz 蔡 代 x, 那么 把 每 一 个 相 


应 的 公式 乘 以 o 就 可 以 了 . 例如 : 


dz 


把 相应 的 公式 除 以 a. 例如 : 


tan(77x) = 7sec?(7x). 
但 如 果 是 积分 呢 ? 那么 现在 这 个 规则 是 这 样 的 , 如 果 你 用 az 蔡 代 x, 这 时 需要 


| se = ;tan(72) +C. 
从 刚才 的 例子 被 7 除 可 以 直接 的 看 出 这 个 说 法 是 正 肆 


的 . 这 有 为 一 个 例子 : 


| 一 ae 


你 可 以 把 > 看 作 被 -1/3 倍 的 x 蔡 代 ; 所 以 除 以 -1/3 可 得 : 


1 


一 Z/3 os 
| dz -173 


再 多 练习 一 个 怎样 ? 考虑 


这 个 积分 可 以 改写 为 


| 


e-z/3 二 CO = -3e-z/3 十 C. 


St 
| 


1 
-~ dzr， 
To 


现在 你 可 以 把 x 看 作 是 被 V2x 替代 . 所 以 除 以 V2 可 得 
1 


1 区 
| = tan-1(V2z) 十 C 
在 下 两 章 中 我 们 将 会 看 到 更 多 更 复杂 的 计算 反 导 数 的 技巧 , 但 我 们 也 要 先 记 住 


这 个 简单 的 ， 
计算 定 积分 
微 积 分 的 第 二 基本 定理 告诉 我 


17.6.2 


因为 常数 作 倍数 是 积分 中 常见 的 现象 . 


们 为 计算 


17.6 ”怎样 解决 问题 微 积 分 第 二 基本 定理 ”341 


| au 


我 们 仅仅 需要 先 找到 它 的 反 导 数 , 然后 把 > = a 和 z = 分 别 代入 最 后 求 它 们 的 
差 . 在 刚才 的 17.3 节 中 我 们 已 经 看 到 一 些 例 子 了 ; 让 我 们 再 看 5 个 例子 . 首先 , 考 


后 
2 
| Z4d7z. 
= 
通过 使 用 这 个 公式 
zotl 
| raz 三 十 C， 
a 二 +l1 


我 们 知道 z 的 反 导 数 是 z5/5. 没有 必要 考虑 这 个 常数 , 你 可 以 选择 任何 反 导 数 ， 
我 们 简单 的 选取 C =0 的 这 个 反 导 数 . 所 以 有 
2 25|? 25 —1)s 32 = 33 
| 
使 用 括号 很 重要 , 因为 这 样 可 以 避免 丢掉 减 号 ! 现在 你 可 能 会 考虑 如 果 我 们 使 用 不 
同 的 反 导 数 情况 会 是 怎样 . 这 个 想法 很 好 , 但 常数 最 后 是 会 被 抵消 的 . 例如 , 如 果 
你 选 x5/5 一 1001 作为 它 的 反 导 数 , 这 样 会 得 到 


上 zZ4dz = G = 1o01 ) = (5 wo0 ) 一 ( 写 一 to ) 
-(5) 1001 ( 写 ) F 1001. 


注意 -1001 和 +1001 这 两 项 互相 抵消 了 , 我 们 得 到 的 正 是 之 前 的 结果 . 这 个 方法 
给 我 们 的 启迪 是 当 计 算 定 积分 时 可 以 忽略 常数 C. 
这 里 是 我 们 的 第 二 个 例子 : 


常数 4 可 以 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 我 们 需要 使 用 这 个 公式 : 
| =dz =lnlz|+C 
从 上 述 的 表格 中 可 以 看 出 4nlz| 是 4/z 的 反 导 数 . 所 以 , 我 们 有 


= 


一 1 
| a = 4In|z| = (4ln|—1|)— (4n|—e*|)= 4n(1) 一 4n(le2) = 一 8. 
ew 


之 总 2 


在 这 儿 我 们 使 用 这 个 结果 In(1) = 0,In(e?) = 2In(e) = 2. 


第 三 个 例子 是 
/3 
r (sec?(2) 一 5sin (5)) dx. 
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你 应 该 马上 能 看 出 来 , 我 们 应 该 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 : sec2(z) 和 sin(z/2)， 
不 考虑 第 二 个 积分 外 面 的 常数 . 根据 公式 表 可 得 , secz(z) 的 反 导 数 为 tan(z); 对 于 
sin(z/2), 它 的 反 导 数 是 -~ cos(z/2) 除 以 1/2, 因为 xz 可 以 被 它 的 常数 倍 1/2z 所 蔡 
代 . 这 样 结果 为 -2cos(z/2)( 因 为 除 以 1/2 和 乘 以 2 是 等 价 的 ). 综合 在 一 起 我 们 有 


六 Geo-mm( 人 Ja 人 ao-sx(Caes 人 5) 站 
通过 化 简 和 蔡 代 有 


(ae 十 10 cos (全)) 一 (aa 十 10 cos (3)) | 


你 可 以 发 现 最 终结 果 为 6V3 - 10. 
这 是 第 四 个 例子 : 


0 


党 于 

| 
解 这 道 题目 的 技巧 是 把 被 积 函数 写 为 z-3/2 的 形式 ; 确信 你 理解 这 种 写法 ! 现在 我 
们 可 以 使 用 上 一 节 公式 表 里 的 『 zedz 这 个 公式 去 解决 这 个 问题 


9 1 9 1 9 
| 一 一 dz = | Z-3/2dz = | (一 2(9)23) ye (—2(4)'/2) 
4 TV 4 让 2 4 
ee 
一 3 
现在 这 节 的 最 后 一 个 例子 为 
1/6 dz 
| V1i— 97x2 
不 要 因为 把 dz 写 在 分 子 的 位 置 就 看 不 懂 了 一 一 其 实 就 是 换 了 一 个 写法 , 它 与 下 
式 等 价 : 
1/6 1 
| = 
0 Vl = 972 


我 们 用 (3x)? 替代 9z2, 这 样 有 


dx | 1 1 二 用 
一 一 SIn 
o Vi Jo VIP 3 | 
我 们 已 经 使 用 的 这 个 公式 
1 Re 
| 元 dz 一 sa 1(z) 十 C 


它 来 自 于 刚才 的 积分 公式 表 . 但 我 们 需要 被 3 除 , 因为 x 被 3z 替代 . 现在 让 我 们 
计算 这 个 定 积分 的 值 : 


(sm ( x ;)) 二 (sa x 0 = (3 x 3) (0) = 


这 样 我 们 就 证 明了 si (3) = /6 
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17.6.3” 非 代数 和 面积 和 绝对 值 
在 上 一 章 的 16.1 节 中 , 我 们 见 过 


| sin(x)dz = 0 


因为 坐标 轴 上 下 的 面积 可 以 互相 抵消 . 图 17-5 是 这 个 
积分 的 图 像 . 
我 们 可 以 用 反 导 数 的 方法 来 计算 这 个 定 积分 : 
| sin(Z)dz 一 一 cos(Z)| = (~—cos(n))— (cos(—7)) 
机 =-(-0+CD=0， 

如 果 我 们 不 考虑 面积 的 正 负 , 也 就 是 说 只 计算 实际 面积 , 那么 刚才 的 例题 又 是 
怎样 呢 ? 在 16.4.1 节 中 , 我 们 看 到 了 解决 这 个 问题 的 例子 : 这 个 实际 以 平方 为 单位 
的 面积 等 于 


图 17-5 


我 们 的 方法 是 把 这 个 原始 积分 在 它 与 x 轴 的 交点 处 分 成 两 部 分 , 这 时 再 取 每 一 部 


分 的 绝对 值 . 
| salez= | ao | ao 


我 们 可 以 使 用 它 的 反 导 数 -cosz 去 计算 这 两 个 积分 的 结果 , 它们 分 别 为 -2 
和 2, 我 把 这 个 计算 工作 留 给 你 .如 果 简 单 的 把 这 两 个 数 加 到 一 起 , 就 得 到 了 这 个 
代数 和 面积 为 0 平方 单位 ; 但 如 果 首 先 取 绝 对 值 , 那么 就 可 得 到 这 个 面积 的 实际 值 ， 
它 是 | 一 2| 十 |2| = 4 平方 单位 . 

现在 让 我 们 看 看 求 两 条 曲线 间 的 面积 的 例子 . 在 16.4.2 中 我 们 已 经 说 明 该 怎 
样 计算 , 但 现在 我 们 可 以 使 用 微 积 分 的 第 二 基本 定理 这 个 强大 的 工具 来 帮助 我 们 解 
决 问题 . 所 以 我 们 可 以 求 图 17-6 所 示 的 奇异 面积 : 

我 们 正在 计算 由 y = z,y = 1/z 和 直线 x =2 所 围 成 的 面积 . 我 们 需要 找到 
y= 二 Xx,y 二 1/7 的 交点 : 设置 z = 1/z 可 以 得 x2?2 =1; 也 就 是 说 z=1 或 z= 一 l. 在 
这 个 图 像 中 , 交点 的 横 坐 标 为 正 , 所 以 我 们 选择 z =1. 因为 y=z 在 y= 1/z 的 上 
边 , 我 们 用 上 边 的 函数 减 下 边 的 函数 并 求 积分 可 得 : 

阴影 部 分 面积 = | (区 az 
. 


化 
我 们 可 以 容易 的 使 用 zedz = x*t1/(a 十 1) 十 C 这 个 公式 去 求 z 的 反 导 数 , 当 
a =1 时 该 反 导 数 为 z2/2; 并 且 我 们 也 知道 1/z 的 反 导 数 为 nlz|， 所 以 上 述 积 4 


等 于 


十 
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2 
2 je 1 
一 ( S mal) l 5 mi 一 2 一 In(2) 一 5 + In(l); 


zx2 
| 
(至 -ap 中 


v= 
© 

| 
SI 


图 17-6 


化 简 后 为 3/2-ln(2), 所 以 我 们 要 计算 的 这 块 下 
我 们 看 看 图 17-7, 如 果 计 算 这 个 面积 该 怎样 做 ? 


党 
过 
co 
SR 
Re 
此 
> 
| 
过 
| 


单位 .现在 让 


y=7 

六 PP A 

1 

工 1 
2 V 二 区 


让 我 们 把 这 个 面积 写 为 


2 1 
新 的 阴影 部 分 面积 ?| ( Fa 
1/2 


Tr 


但 实际 上 这 是 不 对 的 . 你 看 在 区 间 1/2 和 1 之 间 曲 线 y = z 不 在 函数 y=1/z 的 上 
边 . 在 上 一 章 的 16.4.2 节 中 我 们 讨论 过 这 个 问题 , 实际 上 我 们 需要 取 被 积 函 数 的 绝 
对 值 : 
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因为 唯一 的 交点 是 在 z =1 处 , 所 以 我 们 从 该 点 把 这 个 积分 分 割 , 然后 分 别 取 绝对 


值 再 求 积分 
2 1 2 
| | (2-E)arl tl| (a-2) a 


我 们 已 经 求 过 第 二 个 积分 , 它 的 结果 为 3/2-Dm(2), 因为 m(2)<In(e)=1 所 以 这 个 值 
是 正 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 有 


1 2 1 
| (>- ) dz=( 瑟 -mi 
1/2 江 2 /2 
2 


1 
dz = 


yp 
化 


在 这 里 我 们 可 以 使 用 9.1.4 节 中 的 对 数 法 则 , 我 们 可 以 把 In(1/2) 改写 为 In(1/2) 
二 In(1) 一 ln(2) 或 In(1/2) = In(2-!), 这 样 我 们 可 以 说 In(1/2)= 一 In(2).， 请 注意 
3/8 一 In(2) 的 值 为 负 . 当 在 [1/2, 1] 这 个 区 间 时 , z 是 比 1/z 小 的 , 所 以 z-1/z 的 积 
分 为 负 . 所 以 我 们 取 3/8 一 ln(2) 的 绝对 值 , 实际 上 使 用 的 是 ln(2)-3/8. 所 以 有 


WW 


我 们 正在 计算 的 阴影 部 分 面积 是 9/8 平方 单位 . 实际 上 计算 这 个 面积 我 们 可 
以 不 用 微 积 分 的 方法 . 请 看 图 , 我 们 可 以 发 现 y= x 和 w=1/z 关于 直线 y = z 对 
称 , 所 以 如 果 你 把 这 个 横 形 物 移动 到 直线 y = x 的 上 边 , 这 时 它 组 成 了 一 个 三 角形 ， 
如 图 17-8 所 示 


十 
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这 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 3/2 单位 , 所 以 它 的 面积 为 9/8 平方 单位 , 同 我 们 刚才 计 
算 的 结果 是 一 致 的 ! 


17.7 ”技术 上 的 观点 


在 17.6.1 节 , 我 们 知道 


| dz 三 Inlz| 十 C. 

尽管 每 个 人 都 这 样 写 这 个 公式 , 但 从 技术 上 说 这 并 不 是 正确 的 . 你 知道 我 们 想 要 求 
所 有 的 1/z 的 反 导 数 . 虽然 对 于 每 个 不 同 的 常数 C, jnlz| + C 都 是 它 的 一 个 反 导 
数 , 但 实际 上 还 有 更 多 . 要 知道 原因 , 让 我 们 看 看 函数 y =inlz| 的 图 像 (如 图 17-9 
所 示 ). 

这 个 图 像 有 两 个 部 分 , 我 们 可 以 任意 上 下 的 移动 其 中 的 一 部 分 , 却 不 影响 它 的 
导数 的 结果 . 例如 , 如 果 我 们 把 左边 的 图 像 向 上 移动 一 个 单位 , 把 右边 的 图 像 向 下 
移动 1/2 个 单位 , 图 像 将 会 如 图 17-10 所 示 . 


y=In|zl 
nh 


图 17-9 图 17-10 


该 函数 不 是 In|z| 十 C 这 种 情形 , 但 是 它 的 导数 仍然 是 1/z. 所 以 我 们 真 的 需要 两 个 
常数 项 , 这 两 项 是 不 同 的 一 一 每 一 项 对 应 这 两 个 函数 中 的 一 个 : 
[l= | In|z| 十 C1， 如 果 x < 0， 
In|z| 十 Ca， 如 果 z > 0. 
我 们 通常 只 写 一 个 常数 而 不 写 两 个 的 原因 是 在 一 次 计算 中 我 们 只 用 到 了 一 个 
常数 . 考虑 以 下 三 个 积分 ; 


°1 和 Si 

| 了 dz， | 了 dz， | zd7: 
在 第 一 个 积分 中 , 我 们 只 用 到 了 右手 边 的 函数 y =1/z. 同样 , 我 们 对 第 二 个 积 
分 只 用 了 左手 边 的 积分 . 通过 计算 可 得 , 这 两 个 积分 的 结果 分 别 为 1 和 -1. 至 于 
第 三 个 积分 , 我 们 需要 使 用 这 个 图 像 的 两 个 部 分 了 , 但 有 问题 了 : 在 区 间 [-1, e] 之 
间 有 一 条 垂直 渐 近 线 x =0, 我 们 不 知道 怎样 去 做 了 . 事实 上 在 第 20 章 的 反常 积分 


化 
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中 , 我 们 将 学 习 如 何 处 理 这 种 类 型 的 积分 . 而 本 例 中 , 由 于 这 条 垂直 渐 近 线 使 得 第 
三 个 积分 看 起 来 没有 意义 . 所 以 对 于 


b 
| dz 
这 种 类 型 的 定 积 分 有 意义 的 情况 是 当 a 和 同时 为 正 或 同时 为 负 . 在 任何 一 种 情 
况 下 , 我 们 只 需要 使 用 其 中 的 一 条 曲线 , 所 以 没有 必要 去 考虑 两 个 常数 的 问题 了 . 


17.8 ” 微 积分 第 一 基本 定理 的 证 明 


在 17.2 节 中 , 我 们 给 出 了 微 积分 第 一 基本 定理 大 致 的 证 明 . 现在 让 我 们 使 这 
个 定理 更 加 严谨 . 回顾 这 个 式 子 : 


我 们 要 计算 F(z). 我 们 已 经 看 到 
z+h 
F(z+h)— F(z) = | f(Ddt. 


假设 h >0， 根据 积分 学 的 中 值 定理 我 们 有 (参照 上 一 章 的 16.6.1 节 ), 在 区 间 
[zz 二 用 之 间 有 个 常数 。 使 得 


z+h 
| jd = (z+ Wf). 


成 立 . 这 样 , 我 们 有 


Xz+h 
F(zs+h)— F(z)= | f(t)dt = hf(c) 

对 于 一 些 在 区 间 [z,z 十 川 内 的 常数 e 成 立 . 实际 上 对 于 h<0, 这 个 等 式 也 是 成 立 
的 , 这 时 的 区 间 就 变 为 [zx 十 h,2z], 因为 在 这 种 情况 下 x 十 hh <z. 而 等 式 的 两 端 同时 
除 以 hh 有 


F(z+h)— F(z) 
= f(o). 


关键 点 是 这 样 的 : 当 z 是 一 个 固定 的 数 的 时 候 (暂时 ), 数 c 的 变化 是 由 决 
定 的 , 而 且 它 在 zx 和 zz 十 h 之 间 . 可 能 我 们 需要 重 写 这 个 方程 为 : 


人 = 


这 样 写 的 目的 是 强调 c 是 由 决定 的 . 当 一 0 时 情况 又 怎样 呢 ? 这 个 值 cj 被 
夹 在 了 z 和 zz 十 h 之 间 , 所 以 当 丸 一 0 时 , 根据 三 明治 定理 (参照 3.6 节 ) 我 们 有 
ch 一 x. 男 一 方面 , 因为 函数 f 是 连续 的 , 当 h 一 0 时 ,一定 有 f(cn) 一 f(z). 也 就 


这 是 以 说 明 严 (z) = f(x), 完成 了 这 个 定理 的 这 


= lm fl(cn) = f(2). 


E 明 . 至 于 微 积分 的 第 二 基本 定型 


们 实际 上 在 17.3 节 中 已 经 证 明 过 了 , 所 以 我 们 


可 以 进入 下 一 章 的 学 习 了 ! 


E, 我 
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让 我 们 开始 研究 求 反 导数 的 方法 , 开始 建立 一 套 求 反 导数 的 技巧 . 在 这 个 章节 
中 , 我 们 将 要 学 习 以 下 方法 : 
e。 蔡 代 法 (也 可 以 叫 换 元 法 ); 
。 分 部 积分 法 ; 
。 使 用 部 分 分 式 对 有 理 函 数 求 积分 . 
在 下 一 章 的 学 习 中 , 我 们 将 会 看 到 关于 使 用 三 角 函 数 的 更 多 技巧 . 


18.1 蔡 代 法 
使 用 链 式 求 导 法 则 , 我 们 可 以 很 容易 的 求 出 e*? 关于 xz 的 导数 , 请 看 


(07) = 2zez . 
因子 2z 是 出 现在 指数 位 置 的 z2 的 导数 . 现在 , 像 我 们 在 上 一 章 中 的 17.4 节 中 见 
过 的 , 我 们 可 以 得 到 


| ee"u =e” +C 
对 于 任意 常数 C 成 立 . 所 以 我 们 求 得 了 2xze*” ”关于 x 的 积分 . 那么 e* 的 积分 为 
多 少 呢 ? 你 可 能 认为 求解 该 积分 是 很 容易 的 : 
| ea 
这 个 积分 好 像 并 不 难 求 一 一 但 这 是 不 可 能 的 ! 虽然 不 是 完全 不 可 能 的 , 但 事实 是 
ez 的 反 导 数 表达 式 是 很 复杂 的 . (要 计算 这 个 积分 你 需要 求助 无 穷 级 数 、 定 积分 或 
一 些 其 他 的 方法 .) 你 会 不 会 认为 e” /27z 为 这 个 函数 的 反 导 数 呢 ? 不 是 一 一 你 可 
以 使 用 除法 规则 对 这 个 函数 求 导 (关于 z), 求 导 后 的 结果 和 ex* 有 天 壤 之 别 . 
能 让 我 们 解 出 『2ze dz 的 原因 是 2z 这 个 因子 的 存在 , 该 因子 恰恰 就 是 链 式 
求 导 法 则 之 后 的 z2? 的 导数 . 现在 考虑 从 这 个 不 定 积分 开始 : 
| 这 cos(Z3)dz. 

我 们 要 求 这 个 带 着 zw3 的 cos 函数 的 反 导 数 , 但 是 我 们 还 有 一 线 希望 : 里 面 的 
23 的 导数 是 3z?. 这 几乎 和 被 积 函 数 里 的 一 个 因子 x? 相 匹配 一 一 这 里 仅仅 是 常 
数 3 使 得 问题 看 起 来 有 些 难 了 . 仍然 是 这 样 的 , 常数 可 以 被 移 到 积分 符号 的 外 边 去 ， 
所 以 这 并 不 是 一 个 问题 . 
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让 我 们 从 设置 上 = x3 开始, 所 以 cos(z3) 变 为 cos(t). 我们 的 目的 是 : 要 用 上 去 
替代 表达 式 中 的 每 一 个 zx. 你 可 能 会 说 上 述 的 积分 是 变量 x 统治 的 领地 , 但 我 们 要 
把 它 变 成 t 领地 . 我们 已 经 把 cos(z3) 替换 掉 , 但 我 们 还 需要 考虑 替换 z2 和 dz. 

事实 上 dz 是 很 重要 的 .你 不 能 随便 的 把 它 改 为 dt! 因为 上 = z3, 所 以 有 
dt/dz = 3z2. 我 们 可 以 把 dz 移 到 等 式 的 右 侧 , 这 样 有 dt = 3z2dz. 我 们 先 不 要 考 
虑 这 意味 着 什么 ; 我 们 将 会 在 18.1.3 节 中 讨论 . 好 , 现在 让 我 们 把 等 式 的 两 端 同时 
除 以 3 得 jdt = wz2dz， 这 样 对 于 原 积分 函数 我 们 可 以 去 掉 x? 和 dz, 而 用 5dt 有 
替代 , 像 这 样 : 

| cos(Z3)dz = | eos(e’) (eqn) = | eos) (3) : 
中 间 的 过 程 不 是 很 必要 的 , 但 把 zx? 和 dz 放 到 一 起 可 以 帮助 我 们 更 清楚 的 看 到 它 
们 被 dt/3 代 蔡 . 无 论 如 何 , 现在 我 们 都 可 以 把 1/3 移 除 积分 符号 的 外 边 , 然后 再 求 
积分 ; 所 以 我 们 有 


医 cos(Z3)dz = | sda a 3 | esa 一 3 sin() +C. 


如 果 仅 仅 把 答案 写 为 ssin() + C, 这 样 做 有 些 懒 . 我 们 从 变量 x 开始 , 后 变 为 变量 
t; 现在 让 我 们 再 变 回 rz， 这 样 做 并 不 难 : 仅仅 用 za 替代 t 即 可 . 所 以 最 后 的 答案 


1 
赔 cos(z3)dz = 3 sin(Z3) 十 C. 


我 们 可 以 通过 求 Ssin(2’) 对 x 的 导数 来 校 验 这 个 结果 是 否 正确 . 
让 我 们 再 来 看 些 例子 . 首先 , 考虑 
| e2rsec?(e27)dx. 
因为 sec? 里 面 的 变量 是 讨厌 的 ezz, 让 我 们 用 t 去 替代 它 .所 以 假设 1 = e27. 
求 导 可 得 dt/dz = 2e2z. 现在 把 dz 移 到 右边 可 得 dt = 2e2*dz. 这 几乎 是 我 们 在 积 
分 符号 里 面 看 到 的 一 我 们 仅仅 需要 的 是 去 掉 因 子 2 所 以 丙 端 同时 被 2 除 可 得 
jdt = exdz. 把 刚才 的 积分 变 为 以 + 为 变量 , 我 们 有 


| esee: (e2*)dz = | se (eman) = seo (aa 
现在 把 因子 1/2 移出 积分 符号 然后 积分 可 得 tan(t) 十 C. 最 后 再 回 到 以 x 为 变 
量 的 状态 , 只 要 用 e2z 蔡 代 上 二 这 样 我 们 证 明了 
| eseeeoar = > tan(e”) +C. 


再 一 次 提醒 , 你 可 以 通过 对 右边 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 正确 . 
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来 看 另 一 个 例子 : 


| 3z2 十 7 
六 


23 十 7Zz 一 9 
这 个 例子 看 起 来 很 难 . 幸运 的 是 , 如 果 我 们 对 分 母 23 十 77 一 9 求 导 可 得 3z2? 二 7. 因 
此 我 们 可 以 通过 设置 t= x3 十 7z 一 9 来 求解 . 因为 dt/dz = 3z2 +7, 我 们 可 以 写 为 
dt 二 (322 十 7)dz. 用 tt 做 变量 , 我 们 积分 的 结果 为 
3z2 十 了 7 1 2 1 
现在 用 ?十 7z -9 来 蔡 代 忆 可 以 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 这 样 结果 为 
372 十 7 3 


实际 上 , 这 是 一 种 特殊 情况 : 如 果 f 是 可 导 沙 数 , 那么 


fF (7) 
[= [项 交 年 区 
所 以 如 果 分 子 为 分 母 的 导数 , 这 时 的 积分 结果 恰恰 是 底 的 log( 底 要 取 绝 对 值 并 加 
C)， 我 们 可 以 通过 设置 上 = f(x) 来 证 明 ， 这 时 dt/dz = f(x),， 所 以 我 们 能 有 
dt = 了 (xz)dx. 如 果 我 们 能 用 链 式 法 则 把 由 x 为 变量 变 为 由 t 为 变量 的 状态 , 这 时 
回 到 : 


| ; ' a : 二 In = | /jz 
| =| 击 CO 由 =| 记 =md+c In|f(z)|+C. 
这 事实 上 就 是 说 在 上 述 的 例子 


化 ， 


| 3z2 十 7 
2Z3 十 72 一 9 


中 ， 
是 分 母 导 数 的 倍数 , 像 这 样 : 

赤 
| Hg 
分 母 的 导数 是 2z, 但 在 分 子 的 位 置 我 们 仅仅 有 x. 没 问题 一 一 乘 以 一 个 2 再 除 以 
一 个 2, 像 这 样 : 


rx 1 27 
| 过 sz= 引 过 sd 
现在 你 可 以 把 答案 写 为 In |e? +- 8| 十 CC 了, 因为 分 子 (2z) 恰恰 是 分 母 (z2 十 8) 的 
导数 最 后 考虑 


1 
| Zn(z) I 
做 这 道 题 的 最 好 方法 是 把 这 个 积分 重 写 为 


你 可 以 把 答案 写 为 mlz3 +7z 一 9| 十 0, 因为 分 子 恰恰 为 分 母 的 导数 . 有 时 分 子 O 
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请 注意 分 母 In(x) 的 导数 就 是 分 子 1/z. 根据 刚才 盒子 里 的 公式 , 这 个 积分 的 结果 
为 mn|ln(z)| +C, 这 样 有 


1 
| 全 dz 一 In|in(z)| 二 C. 


18.1.1 ” 换 元 法 和 定 积分 

在 定 积分 中 你 也 可 以 使 用 换 元 法 . 解决 这 样 的 问题 有 两 种 方法 . 例如 , 计算 
Be 
0 

你 可 以 先 计 算 zz cos(x3)dx 这 个 不 定 积分 , 然后 把 积分 上 下 限 写 上 . 在 上 一 节 中 

我 们 已 经 计算 过 这 个 不 定 积分 了 ; 为 了 简便 , 我 们 用 t = x3 去 做 换 元 , 注意 dt = 

3z2dz, 所 以 Bd 二 22dz, 这 时 为 


Z2 cos(Z3)dz， 


dt 1 1 1 
必 cos(Z3)dz = |esos 二 | esou sin(t)+ C= 3 sin(zZ3) 十 C. 


事实 上 最 后 一 步 换 回 到 x 很 重要 . 无 论 如 何 关 键 的 是 我 们 已 经 找到 了 它 的 导 
数 为 zz cos(z3), 并 且 我 们 可 以 使 用 17.3 节 中 微 积分 的 第 二 基本 定理 去 解决 问题 : 
下 


CD 


0 sinz Ps (Bsn(( ‘ 7 ) a (is 


0 


通过 计算 可 得 结果 为 1/3， 所 以 使 用 换 元 法 计算 定 积分 的 一 个 方法 是 先 求 不 定 积 
分 , 然后 把 积分 上 下 限 分 别 代入 去 求 定 积分 

但 这 儿 还 有 一 个 方法 ! 在 整个 计算 过 程 中 你 都 一 直 计 算 定 积分 , 但 一 定 要 记 
住 把 积分 的 上 下 限 也 用 变量 t 来 表示 ， 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 用 上 = za 去 换 元 
然后 使 用 3dt = z2dz 帮助 我 们 换 到 以 变量 为 + 的 积分 现在 当 z =0 时 , 我 们 
有 == 03 = 0, 所 以 积分 下 限 为 0， 但 对 于 积分 上 限 , 当 xz = 3R75 时 , 我 们 有 
4 二 (5) ==x/2. 这 也 就 是 说 我 们 必须 把 积分 上 限 换 为 x/2. 综 上 所 述 , 这 道 是 
换 元 后 的 绪 果 为 ， 


/a/2 /2 
| Z2 cos(Z3)dz = 3 | cos(t)dt. 
0 0 
我 们 很 快 就 会 完成 这 道 题目 , 但 请 注意 如 果 把 积分 上 限 写 成 这 样 那 就 大 错 特 错 
了 : 
/x/2 
5 | cos(t)dt 

0 


因为 我 们 现在 正在 对 t 求 积分 而 不 是 对 x, 因此 积分 上 下 限 也 是 以 t 为 变量 . 事实 
上 我 们 可 以 以 被 积 函 数 的 变量 为 积分 上 下 限 的 变量 , 从 而 使 该 积分 更 容易 去 求解 ， 
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像 这 样 : 


8/n/2 


1 
Z2 cos(Z 


芒 三 t=n/2 
| 3)dz = = | cos(t)dt. 
z=0 3 t=0 


这 真 的 强调 了 我 们 正在 做 的 事 : 当 z =0 时 , t 也 为 0; 但 当 z = /x/2 时 ， 
t= 二 /2. 所 以 让 我 们 总 结 一 下 , 实际 上 有 三 次 替代 : 
(1) dz 一 一 我 们 要 用 dt 来 表示 它 , 我 们 可 以 借用 被 积 函数 里 的 其 他 带 有 z 的 
项 来 帮助 我 们 做 相应 的 变化 ; 


T 


(2) 把 被 积 函 数 里 所 有 带 有 x 的 项 都 用 t 来 表示 ; 


(3) 积分 上 下 限 也 用 t 来 表示 . 
让 我 们 来 完成 这 道 题目 . 最 好 的 方法 是 我 们 把 计算 过 程 写 在 左边 , 像 这 样 : 
AT/2 nx/2 
t=23 | 2Z2 cos(Z3)dz = | = cos(t)dt 
1 0 0 3 
dt =3z2dz, 所 以 z2dz = 3 和 = Df 
当 z = 二 0,t=0 3 0 
当 z = rf2,t = T/2 = (java 二 (Ssn0)) = > 


注意 , 在 我 们 开始 右边 的 计算 之 前 要 先 把 左边 的 准备 工作 做 完 , 因为 我 们 要 使 
用 左边 所 有 的 信息 帮助 完成 以 上 为 变量 的 转换 . 


这 儿 有 一 个 看 起 来 更 复杂 的 例子 : 


先 问 问 你 自己: 在 这 个 被 积 函数 


V3/2 


1 


he ed 
, 有 哪 一 项 是 另 一 项 的 导数 吗 ? 我 们 很 幸运 ， 


是 这 样 的 : sin-1(x) 的 导数 为 1/V1 一 xz2. 所 以 试 着 


用 这 个 替换 上 = sin-1(z). 的 


是 这 样 的 , dt/dz = 1/vV1 一 x2, 所 以 我 们 有 
1 
dt = A 
我 们 还 需要 把 积分 上 下 限 用 上 来 替代 , 把 x = 1/V2 和 x = V3/2 分 别 代入 
t = sin-1(x). 你 会 分 别 得 到 t= nx/4 和 t= x/3, 只 要 你 还 记得 反 三 角 函 数 的 基本 
知识 ! (参照 第 10 章 复习 这 方面 的 知识 ,) 我 们 把 这 些 东西 综合 在 一 起 , 可 得 : 
t= sin !(z) V3/2 1 
ee | a 2) dy 
Vi 及 2 | 
> 1 -i 1 EF TT 22 1 1 
当 z 本 (元 ) ST I 7dt= nlt| 光 
A 1 {V3Y x | 加 
当 z = -本 ,t= sin (人 人 -aa 人) 


GO sn 
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为 得 到 这 个 最 后 的 化 简 结 果 , 我 们 需要 知道 基本 的 对 数 运 算法 则 (参照 9.1.4 节 ). 
最 好 你 能 记 住 这 些 . 
顺便 说 一 下 , 如 果 你 目光 锐利 , 你 会 注意 到 上 述 的 奉 代 实际 上 是 上 一 节 的 最 后 
一 个 例子 的 特例 . 这 给 了 我 们 一 个 方法 去 求解 这 个 积分 
V3/2 1 
dz 
| sin 1(z)V1 — x2 
让 我 们 从 不 定 积 分 开始 , 把 它 重 写 为 : 
i 
sin il(z)VI—z3 snrlz) ~ 
注意 分 子 正好 是 分 母 的 导数 , 所 以 我 们 要 取 分 母 的 绝对 值 的 对 数 , 得 到 最 后 的 答案 
为 


1 
dz = Inlsin-1l(z)| 十 C. 
| (9 


现在 为 了 计算 这 个 定 积分 , 可 以 替代 原始 的 积分 上 下 限 1/V3 和 V3/2, 一 次 一 
个 代入 In|sin-1(z)| 这 个 表达 式 , 然后 再 求 差 . 我 把 计算 的 细节 留 给 你 去 做 
这 儿 有 一 个 关于 替代 法 的 不 同 的 问题 . 在 16.1.1 节 中 , 我 们 说 过 
如果 / 是 一 个 奇 孙 数 , 这 时 对 于 任何 a 都 有 | oe 
你 怎样 证 明 这 是 正确 的 呢 ? 我 们 从 在 z =0 点 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 开始 : 


| f(z)dz = G f(x)dz + | f(x)dz. 


0 
对 于 等 式 右边 的 第 一 个 积分 , 让 我 们 用 t = -z 去 替代 . 这 时 dt = -dz; 并 且 当 
t= 二 -a 时 , 我 们 看 到 x = a, 当 t=0 时 , z =0. 所 以 我 们 有 
0 0 a 
| f(x)dz = -| f(—t)dt = | f(—t)dt. 


在 最 后 一 步 我 们 用 负 号 切换 积分 上 下 限 . 现在 因为 函数 f 为 奇 函数 ,所 以 f(-t) = 
一 f(t). 这 表明 了 


FW ll f(t)at. 
现在 , 如 果 我 们 把 虚假 变量 变 回 x, 那 我 们 就 证 明了 随后 的 这 个 结果 : 
0 a 
| f(x)dz =— | f(x)dzx. 


这 个 等 式 只 有 在 函数 /为 奇 函 数 时 才 成 立 ! 总 之 , 我 们 可 以 回 到 最 初 的 方程 并 使 
刚才 的 这 个 结果 ， 
a 0 a a 
dz = dz 2Z)dz =— rT)d7z dz=0. 
| yaaz=| yaoaz+| radaz=-| yadz+| rod 


Q 
0 


世上 
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我 们 的 任务 完成 了 ! 
18.1.2 ”怎样 决定 替代 公式 

你 怎样 选择 被 蔡 代 的 函数 呢 ? 这 是 个 很 好 的 问题 . 基本 思想 是 寻找 被 积 函 数 中 
的 一 些 部 分 , 其 导数 也 出 现在 这 个 被 积 函 数 中 . 在 下 面 这 个 积分 中 . 

1 
| sin™! (zx)V1 — x2 a 
我 们 选择 t= sin 1(z) 换 元 , 因为 它 的 导数 1/V1 一 zx? 也 恰恰 在 被 积 函 数 中 . 在 
列 积分 中 这 个 替代 法 也 是 适用 的 . 
sin 1(z) 六 本 1 
人 | 

在 以 t 为 变量 的 情况 下 , 这 些 积分 分 别 变 为 


， 1 

iat | dt， 和 | 
前 两 个 积分 很 容易 观察 出 来 ; 但 对 于 第 三 个 可 不 是 那么 容易 了 , 需要 把 平方 根 拆 开 
观察 换 元 法 怎样 帮助 我 们 计算 . 

1 1 1 

dz 一 dz 
sin™1(z)(1 — 22) | > 

现在 确定 你 能 准确 的 计算 出 上 述 以 上 为 变量 的 积分 , 然后 可 以 再 把 它们 蔡 换 回 以 x 
为 变量 的 积分 . (对 于 第 三 个 积分 , 如 果 我 们 把 1/ Vt 写 为 {12 会 方便 我 们 计算 . ) 
无 论 怎样 算 你 都 会 分 别 得 至 


ES +C, ein 二 C， 和 2vVsinrl(z) 十 C 
把 得 到 的 每 一 个 结果 求 导 校 验 看 我 们 的 计算 是 否 正确 . 
有 时 怎样 去 换 元 不 是 很 明显 . 例如 , 你 怎样 计算 这 个 积分 
| i 
可 能 想象 出 来 的 替代 为 上 = e?,t = e2?,t = e2? 十 1. 这 后 两 个 替代 并 不 能 解决 问题 ， 
因为 在 这 两 种 情况 中 dt = 2e2*dz, 但 在 被 积 函数 的 分 子 中 没有 ezz 这 项 . 所 以 让 我 
门 设 t= ez, 这 时 我 们 有 dt = ezdz, 该 项 正好 出 现在 分 子 . 至 于 分 母 , 我 们 可 以 把 
e27 改写 为 (ez)2, 这 就 是 妇 . 所 以 
ez 1 
属 iaz= | 到 id 
这 个 积分 的 结果 为 tan-1(t) + C. 再 把 它 换 回 以 z 为 变量 的 积分 , 我 们 有 


| 二 dz 一 tan™1(e”®) 十 CO 


二 


es 
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对 于 任何 常数 C 都 成 立 ， 我 们 可 以 通过 把 等 式 的 右 端 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 
正确 . 
让 我 们 再 看 一 个 例子 : 


| 十 2dq7z. 
关于 计算 Yaz 十 这 种 类 型 的 积分 我 们 有 一 个 非常 好 的 方法 . 可 以 简单 的 设 t = 
ax 十 5, 在 求 dt 之 前 要 先 两 边 同 时 n 次 方 . 所 以 : 


在 换 掉 Vaz 十 b 之 前 , 设 t= Wax 十 6 并 对 等 式 刀 = az 十 两 端 求 导 . 


所 以 在 我 们 的 例子 中 设 上 = V3z 十 2. 为 找到 dt 把 等 式 的 两 端 5 次 方 得 = 3z 十 2. 
现在 把 这 个 新 的 等 式 两 端 同 时 对 合适 的 变量 (由 链 式 法 则 决定 ) 求 导 得 5t4dt = 3dz. 
5t4 是 厂 关于 的 导数 ,3 是 3z+2 关于 z 的 导数 . 所 以 我 们 找到 了 可 以 用 t 去 表 
示 3 dz 的 表达 式 , 等 式 两 端 同时 除 以 3 我 们 就 得 到 了 dz 的 表达 式 . 在 本 例 中 我 们 
有 


5 
dz = ~t4dt. 
3 


(通过 写 出 关于 z 的 表达 式 > = 3 (上 5 一 2) 再 两 边 同时 对 4 求 导 也 可 得 上 式 .) 现在 
让 我 们 回 过 去 重新 看 这 个 积分 . 该 积分 表达 式 有 三 项 : rz、857 十 2 和 dz. 第 二 项 
就 是 上 我 们 已 经 找到 了 用 t 表示 第 三 项 的 表达 式 . 那么 第 一 项 x 该 怎么 处 理 呢 ? 
我 们 知道 上 5 = 3z + 2, 所 以 可 以 重新 整理 这 个 等 式 可 得 = = 3 (上 5 一 2). 这 样 这 个 
职 分 表达 式 为 


| ev E | s(t _ 2) x 54d. 
现在 我 们 先 做 乘法 然后 再 积分 可 得 

5 5 5 

le — 215)dt = oD 一 二 +C. 
i 回 到 以 x 为 变量 的 积分 : 用 t= (3z 十 2)! 再 替换 

(Ga +- 2)11/5 了 (az E92) /5 

你 应 该 试 着 自己 解决 这 个 问题 , 把 你 的 解 题 思路 写 在 计算 过 程 的 左边 , 我 们 在 

从 前 的 例子 中 演示 过 . 并 且 你 也 应 该 把 所 得 的 积分 结果 求 导 , 校 验 你 是 否 会 得 到 
ZY37 十 2. 顺便 说 一 下 , 你 是 否 注 意 到 这 道 题 用 的 换 元 法 同 我 们 以 前 的 换 元 有 何不 
同 ? 确实 有 一 点 点 不 同 , 在 其 他 的 例子 中 我 们 用 的 方程 是 dt=( 关 于 z 的 函数 )dzx， 
然而 在 这 个 例子 中 我 们 写 为 dx = Sdt. 这 种 写法 对 于 我 们 的 计算 很 有 帮助 , 因为 
我 们 可 以 直接 替代 dz. 在 所 有 的 其 他 的 例子 中 , 我 们 不 得 不 找到 一 个 已 经 存在 的 x 
的 表达 式 的 常数 倍 这 样 才 有 机 会 化 简 . 在 19.3 节 中 , 我 们 将 要 看 到 能 直接 蔡 代 dz 
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的 其 他 的 例子 . 


总 的 来 说 , 对 于 怎样 换 元 没有 便 怕 
的 习题 之 后 你 的 直觉 才 会 越 来 越 
积分 比 原始 的 积分 更 糟糕 , 或 者 你 找 不 到 任何 方法 把 每 一 个 3 
急 : 你 仅仅 需要 做 的 是 再 回 到 原始 积分 , 然后 


时 不 要 者 


Ff 


FE 规定 . 你 需要 跟着 直觉 走 , 只 有 在 做 了 大 量 


和 可 以 答 试 任何 你 想到 的 蔡 代 . 如 果 蔡 代 后 的 
这 


现在 , 在 介绍 分 部 积分 法 之 前 我 需要 再 阐述 两 点 . 


© x 
新 的 用 t 表达 
对 于 定 积分 ， 


在 下 一 节 中 我 将 要 介绍 这 点 . 


第 二 点 是 对 换 元 法 的 总 结 , 如 下 所 示 . 
于 不 定 积 分 , 用 t 和 dt 分 别 去 表示 带 有 z 的 表达 式 和 dz, 然后 


量 都 化 成 上 变量 
尝试 其 他 的 替代 . 
第 一 点 是 换 元 方法 的 识别 


的 积分 , 最 后 再 换 回 到 z. 
用 t 和 dt 分 别 去 


表示 带 有 x 的 表达 式 和 dz， 


再 求 这 个 


并 且 也 要 把 积分 


上 下 限 换 为 与 t+ 相关 的 , 这 时 计算 这 个 新 的 积分 (没有 必要 再 回 到 以 x 为 变 


量 的 状态 )， 当 然 也 可 以 月 
果 , 然后 再 把 积分 上 下 限 分 别 代入 求 最 后 的 结果 . 


18.1.3 ” 换 元 法 的 理论 解释 


日 男 一 个 方法 , 那 就 是 先 把 它 看 成 不 定 积 分 计算 结 


假设 你 想 在 某 些 积分 中 做 这 样 的 奉 代 上 = z2. 这 样 你 得 到 dt/dz = 2z, 改写 为 
dt = 2zdz. 在 某 种 意义 下 , 这 是 一 种 没有 意义 的 陈述 


日 


际 意义 . 我 们 知道 dt/dz 


全 


种 导数 的 表现 形式 , 但 在 
定义 为 微分 . 所 以 dt = 2zdz 究竟 意味 着 什么 ? 


时 , 它 的 变化 量 是 它 所 对 应 的 xz 的 微小 变化 量 的 2x 


这 种 类 型 的 表达 式 ， 你 可 以 采 朋 


儿 有 一 个 更 好 的 方式 : 仅仅 使 
这 是 怎样 去 解释 这 个 积分 的 细节 . 设想 你 已 经 做 了 一 个 奉 代 上 = 9g(z), 我 们 用 
以 t 为 变量 的 有 f(t)dt 结束 , 该 积分 的 结果 为 F(t) 十 C(C 为 常数 ). 所 以 这 个 积分 


以 t 为 变量 可 写 为 : 


的 式 子 : 


| (g(a)g (nae 
我 所 做 的 就 是 分 别 用 g(z) 替代 蕊 有 


ID 


代 是 有 效 的 , 我 们 需要 证 


组 


以 不 定 积分 的 形式 来 表达 : 


内 为 t= g(x), 所 以 我 们 可 得 dt = g (z)dz, 这 村 


链 式 法 则 . 


| f(Ddt = FOOD+C. 


上 述 方程 


征 正 看 


个 好 的 解释 是 当 


立 
品 . 


毕竟 dt 和 dz 没什么 实 
13 章 中 dt 和 dz 仅仅 被 
t 发 生 微小 变化 
实际 上 在 5.2.7 节 中 有 过 


AAA 


家 


这 种 方式 去 观察 它 , 看 怎样 用 


LE 上 述 方程 可 以 转化 为 以 x 为 变量 


日 g'(z)dz 去 替代 dt. 所 以 如 
的. 设 h(x) = 也 (g(z)); 根据 链 式 法 则 
(参见 6.2.5 节 第 一 部 分 ), (x) = (g(x))g (x) 这 利 


表示 形式 是 


黎 曼 和 解释 它 , 但 


F(g(x))+C. 


果 你 想 证 明 这 个 蔡 


正确 的 . 我 们 可 以 
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| P(g(a)g (sas = h(n) + 0 
因为 h(x) = (g(x)), 我 们 有 
| P(g(a)g (sae = Flg(a) +C. 
现在 , 因为 | f(t)qt = F(t) 十 C, 所 以 F(t) = 了 (#); 因为 t= g(z), 我 们 有 (g(x)) = 
| (g(a) (war = eeD)+c 
这 正 是 我 们 要 证 明 的 方程 ! 
顺便 说 一 下 , 这 个 漂亮 的 方程 可 以 帮助 我 们 证 明 -一 种 换 元 法 , 这 种 方法 恰恰 就 
是 我 们 在 上 一 节 的 最 后 一 个 例子 之 后 讨论 过 的 ，( 当 我 们 学 习 19.3 节 的 三 角 和 替代 法 
时 ,将 会 一 次 又 一 次 的 见 到 这 个 方法 ) 第 二 种 换 元 法 是 , 不 是 设 {二 g(z) 而 是 对 于 
一 些 函 数 设 z = 9(, 这 样 我 们 用 wbdt 替代 dz. 在 这 种 情况 下 , 最 初 的 积分 函 
数 f(z)dz 现在 变 为 


| rg) a 
现在 我 们 可 以 计算 出 这 个 积分 了 , 然后 再 回 到 以 z 为 变量 的 积分 上 . 根据 我 们 
刚才 证 明 的 漂亮 的 方程 , 其 中 用 上 替代 了 z, 我 们 看 到 上 述 积 分 等 于 F(g(t)) + 0， 
其 中 是 的 反 导 数 . 这 时 的 结果 恰恰 就 是 F(z) + C, 这 正 是 我 们 想 要 的 . 所 以 
这 个 方法 很 管用 , 这 样 我 们 就 证 明了 此 换 元 法 . 


18.2 分 部 积分 法 


我 们 已 经 看 到 怎样 通过 使 用 换 元 法 来 找 链 式 求 导 法 则 的 逆 运 算 . 这 有 还 一 种 方 
法 可 以 找到 乘积 法 则 的 逆 运 算 一 一 我 们 称 之 为 分 部 积分 法 . 让 我 们 回忆 一 下 6.2.3 
节 的 乘积 法 则 : 如 果 w 和 v 是 关于 zx 的 函数 , 则 有 
d du dv 
a 
让 我 们 重新 写 一 下 这 个 方程 , 等 式 两 边 同 时 再 对 z 求 积分 . 我 们 得 到 

[Be 二 | CC (uw)de 一 [Bt 

等 式 右 侧 的 第 一 项 是 函数 ww 导数 的 反 导 数 , 所 以 它 等 于 wu+C. 其 实 +C 是 不 
必要 的 , 因为 等 式 右 侧 的 第 二 项 已 然 是 个 不 定 积分 : 它 自 动 包 含 一 个 +C. 所 以 我 
们 已 经 证 明了 
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这 就 是 分 部 积分 的 公式 ， 这 种 形式 是 非常 实用 的 ， 但 我 们 还 有 这 种 形式 的 简单 
写法 , 这 种 写法 更 方便 . 如 果 我 们 用 dw 替代 二 do， 和 du 替代 二 dz， 会 得 到 以 下 


公式 


| 一 0 一 [Em 


一 次 提醒 , 这 仅仅 是 公式 的 简写 形式 , 但 这 种 写法 确实 很 实用 . 让 我 们 看 看 它 怎 
羊 帮助 我 们 解决 问题 . 假设 我 们 想 求解 
| red 

换 元 法 看 起 来 不 管用 了 ( 试 试看 看 是 否 能 解决 问题 ), 所 以 让 我 们 尝试 着 使 用 分 部 
积分 法 . 我 们 首先 要 得 到 [wdv 这 种 形式 的 积分 , 这 样 才能 应 用 分 部 积分 法 . 有 很 
多 种 方法 可 以 化 成 这 种 形式 , 但 有 一 种 很 管用 的 方法 : 设置 w=x 并 且 dv = ezdz. 
这 时 我 们 有 | ze*dz = wdv. 

现在 , 让 我 们 使 用 分 部 积分 法 , 我 们 需要 找到 du 和 wv. dw 很 容易 找到 : 我 们 知 
道义 = z, 所 以 du=dz. 那么 v 怎样 去 找 呢 ? 我 们 有 du = ezdz, 所 以 v 究竟 是 多 少 
呢 ? 仅仅 对 这 个 等 式 两 侧 同时 求 积 分 : | dv = erdz. 这 也 就 是 说 v= ez 十 C. 实际 
上 我 们 并 不 需要 这 样 的 v 我 们 仅仅 需要 能 给 出 我 们 dv = edz 这 种 形式 的 vw. 
所 以 我 们 可 以 忽略 +C 仅仅 设置 v = ez. 

我 们 现在 要 开始 应 用 分 部 积分 法 的 公式 了 , 其 中 必 = x、du = dx、wv = e”, 并 
且 dv = erdz. 使 用 这 个 公式 的 最 简单 的 方式 是 有 一 定 间 隔 的 写 下 这 个 公式 , 这 时 
如 下 这 样 进行 奉 代 : 


-> 


| = uo |vdu 
[Ee = ve” 一 |eas 
现在 我 们 仍然 有 一 个 积分 被 剩 下 了 , 唯一 被 剩 下 的 jezdz 的 结果 为 ee 十 C. 把 
这 个 加 进去 , 我 们 得 到 | ze*dz = zez - ez + C. (从 技术 的 角度 来 说 应 该 是 -C, 而 
不 是 +C; 但 减 一 个 常数 也 就 是 加 这 个 常数 的 相反 数 , 区 分 这 个 是 很 没有 必要 的 .) 
为 了 能 计算 出 du 和 vw, 我 建议 你 这 样 来 写 : 


uU=7 1 一 
du = dv = e®dzx, 
这 时 我 们 通过 对 w 求 导 和 对 dv 求 积分 来 填写 空白 处 : 
UU=Z7 v=e® 


du=dzx dv= er?dzx. 
这 时 你 能 很 容易 的 用 分 部 表达 式 来 替代 这 个 积分 , 因为 我 们 已 经 做 好 了 所 有 的 准备 
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你 究竟 为 什么 决定 选择 w= z 和 dv = erdz 呢 ? 为 什么 我 们 不 设置 w=e* 和 
dv = zdzx 呢 ? 我 们 可 以 这 样 做 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 会 有 
1 


Vv 二 ~ 


下 2 


UU 二 ee 5 

du 一 ezdz dv= Zzdz; 
注意 我 们 通过 对 dv = zdz 求 积分 得 到 v = 3 了 ( 记 住 我 们 个 需要 十 C0). 这 时 通过 
分 部 积分 法 我 们 有 


| = oa 


一 一 1 1 
| ea -|* Zdz = er 37 一 | 37 ezdz . 


整个 解 题 过 程 没 有 任何 错误 , 但 它 却 很 不 实用 . 你 看 , 最 后 这 个 积分 是 个 比 原 始 积 
分 更 复杂 的 积分 ! 所 以 我 们 最 好 使 用 第 一 种 假设 方法 . 通常 来 说 , 如 果 你 在 表达 式 
里 面 见 到 ez, 好 好 待 它 一 一 它 是 你 的 朋友 , 因为 它 的 积分 是 它 自己 . 这 里 的 规则 是 
如 果 ez 存在 , 我 们 通常 让 dv = ezdz, 因为 这 样 可 以 很 简单 的 得 到 v 即 为 ez. 
一 些 细节 

这 里 面 有 很 多 复杂 的 情况 . 有 时 你 需要 计算 多 次 分 部 积分 . 例如 , 你 怎样 计算 

Z2sin(Z)dz? 

很 好 , 它 是 一 个 乘积 的 形式 , 所 以 换 元 法 不 适用 , 让 我 们 试 着 用 分 部 积分 法 . 这 
里 没有 ez, 但 是 有 sin(x), 这 也 非常 好 . 让 我 们 设置 v = x?, 并 且 dv = sin(x)dz. 我 
们 得 到 


w= 72 v= — cos(z) 


du=2x dzdu = sin(x)dzx; 
我 们 通过 对 dv = sin(x)dz 求 积 分 可 得 v = sin(x)dzx = -cos(z)( 记 住 没有 必 
十 CO). 所 以 我 们 有 
| 一 2 一 | 


这 里 
要 写 


pe 


— 人 ~ 一 一 人 一 人 一 一 
| 2Z2sin(zjdz 一 Z2 (一 cos(zZ)) 一 | (一 cos(Z)) 2xdz 
一 一 Z2 cos(Z) 十 | cos(z) . 2zd7z. 


现在 我 们 把 2 从 最 后 的 积分 中 拖 搜 出 来 , 我们 将 要 完成 这 个 积分 , 只 要 我 们 知道 
zcoszdz 的 积分 结果 . 这 比 我 们 的 原始 积分 表达 式 要 简单 , 原始 表达 式 里 是 z2 而 
现在 仅仅 为 x 了 , 毕竟 余弦 和 正弦 函数 是 非常 相似 的 . 所 以 再 一 次 用 分 部 积分 法 . 
让 我 们 假设 UV= zx 并 且 dV = cos(z)dz; 这 次 我 使 用 大 写字 母 是 因为 第 一 次 我 已 使 
用 了 小 写字 和 母 . 现在 我 们 有 
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U=% V = sin(z) 
dU=dx dV = cos(z)dz, 
这 样 通过 蔡 代 , 我 们 有 


|vav =vv - [var 


人 
Z cos(Z)dz 一 ZSsin(Z) 一 | aar 
我 们 已 经 知道 | sin(z)dz = 一 cos(x) + C, 所 以 有 
人 一 2Zsin(Z) 十 cos(Z) 十 C 〇 . 
我 们 几乎 快 完 成 了 . 我 们 仅仅 需要 做 的 是 把 这 些 代 入 最 开始 的 表达 式 里 : 
叙 sin(x)dzx = 一 Z2 cos(z) 十 27 sin(z) 十 2cos(z) 十 C. 
次 强调 , 我 不 写 +2C 因为 它 就 是 一 个 常数 . ) 
有 时 在 两 次 分 部 积分 之 后 情况 并 未 好 转 . 在 这 种 情况 下 如 果 你 运气 好 , 那么 将 
会 得 到 原始 积分 的 倍数 . 如 果 你 很 不 走运 , 那 你 只 有 把 刚才 的 计算 扔 到 一 边 , 重新 
再 来 了 . (如 果 你 很 不 走运 , 那么 原始 积分 就 可 能 会 被 正好 约 掉 , 要 是 这 样 就 一 点 忙 
岂 帮 不 上 了 ! ) 这 种 情况 到 底 是 什么 样 的 , 这 儿 有 一 个 例子 : 
| os(Weras, 
对 于 这 个 被 积 函 数 , 它 即 包含 余弦 函数 又 包含 对 数 函 数 , 但 我 更 倾向 于 用 对 数 函 数 ， 
所 以 让 我 们 设置 w = cos(7x), dv = e2*dzx. 我 们 得 到 
以 一 cos(Z) v= ze 
du = 一 sin(z)dz dv = e2zdz. 
你 对 e2 求 积 分 以 求 v 时 , 别 忘 记 要 除 以 2. ) 这 样 我 们 有 
| = wo-|o 


An 
| 


Se. 


| ea = cos(Z) 工 ea -| 工 ea (一 sin(z))d2 
2 2 
三 3 cos(Z)e22 十 3 | imendz 
现在 等 式 右 侧 的 新 积分 同 我 们 最 开始 计算 的 积分 表达 式 的 难度 是 等 同 的 , 所 以 
对 于 我 们 选择 的 这 种 计算 方法 是 否 合适 现在 还 不 是 很 清楚 . 无 论 如 何 我 们 先 保留 这 


种 方法 , 再 次 用 分 部 积分 法 , 这 次 我 们 设 UV = sin(x), dV = e2zdz. 让 我 们 看 得 到 什 
么 : 


1 
U = sin(7) V= 5 
dU = cos(zJdz dV = e2zdz. 


通过 分 部 积分 法 , 我 们 有 
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|vav= UV=| Vav 


一 二 Sin(z)je2z 一 | eerae 
把 这 两 次 的 计算 合并 到 一 起 , 我 们 有 


1 1/1 1 
| eos(weras = cos(Z)je22 十 二 (3 sin(Z)je2z 一 | eeean) 


1 1 
= cos(Z)e22 十 sin(Z)je2z 一 | | cameear 


这 能 帮助 我 们 计算 吗 ? 是 的 一 一 如 果 我 们 注意 到 在 等 式 的 两 端 出 现 同样 的 积 
分 , 这 时 再 把 这 两 个 积分 都 移 到 等 式 的 左边 . 事实 上 , 我 们 可 以 在 等 式 两 侧 同 时 加 
上 原始 积分 的 1/4, 这 样 可 以 把 等 式 右边 的 积分 消 掉 , 再 加 上 一 个 常数 C 得 到 
， | oserar 一 3 costz)ezr 十 了 sin(zjez +C. 
现在 我 们 在 等 式 两 侧 同时 乘 以 4/5 得 到 


2 1 
| es)eras 2 cos(z)e2? 十 sin(x)e** 十 C. 


再 一 次 提醒 , 我 们 不 写 + 人 0; 我 们 仅仅 写 +C 来 表示 常数 ) 

这 里 有 另 一 种 类 型 的 积分 也 需要 用 到 分 部 积分 法 , 但 是 它 的 计算 更 复杂 . 在 这 
种 情况 下 , 这 种 类 型 的 积分 没有 乘积 的 形式 . 一 些 这 种 类 型 的 积分 有 ; 
| moar |oe)Par | aar | ant)ar. 

这 也 就 是 说 , 如 果 积 分 是 反 三 角 函 数 或 In(z) 的 震 的 形式 , 可 以 用 分 部 积分 法 . 在 
这 种 情况 下 , 你 应 该 设置 v 为 这 个 函数 本 身 , 并 让 dv=dz. 例如 , 计算 
1 

| tan™1(z)dz, 
0 
我 们 设置 u = tan-1(7x),dv = dx. 这 时 我 们 有 


ee 


4 一 tanrl(z) v=7 
1 
du 一 工交 dz dv 一 dz, 


并 且 所 以 有 (我 们 暂时 忽略 积分 上 下 限 ) 


Jo= ww = J oan 


三 加 1 
jian 1(zx)dz = tan 1(z)z ps | 
一 2tanr-l(z) 一 | 一 二 dz， 
1 十 2Z2 
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使 用 18.1 节 最 后 的 方法 , 右 侧 的 积分 等 于 了 In(1+z2) +C( 确 信 你 同意 这 点 ! )， 
所 以 我 们 有 ， 
上 tan-!(x)dz = (: tan-1L(z) 一 sn(l 十 测 ] | = 二 一 ln(2). 
尔 怎么 得 到 这 个 最 后 的 答案 呢 ? 我 们 知道 对 数 和 反 三 角 函 数 ! 确保 你 相信 上 述 
是 正确 的 . 同时 , 注意 我 们 先 计算 不 定 积 分 以 便 计算 定 积分 (我 们 要 先 把 积分 
变量 转移 到 以 u 和 w 为 变量 上 来 ! ). 这 通常 是 一 个 很 好 的 方法 . 也 就 是 说 , 当 用 分 
分 法 求解 一 个 定 积分 的 表达 式 时 , 先 寻 找 它 的 不 定 积分 , 最 后 再 把 积分 上 下 限 
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让 我 们 研究 怎样 对 一 个 有 理 函数 求 积分 . 我 们 将 要 计算 的 积分 如 下 所 示 : 


其 中 p 和 1 为 多 项 式 . 这 种 类 型 在 积分 中 所 占 的 比例 也 很 大 , 例如 


Z2 十 9 区 < 1 
| se, [a 或 | do 
这 些 题目 看 起 来 有 些 复杂 . 这 儿 也 有 一 些 简单 的 例子 : 


1 1 1 37 
| 二 | | a 和 | 

最 后 这 四 个 积分 也 是 有 理 函 数 的 积分 但 相对 简单 一 些 . 我 们 可 以 尽量 使 用 换 
元 法 求解 这 些 积 分 ，( 对 这 四 道 题 目的 换 元 分 别 是 t= x 一 3,t=z 十 5,t = 二 2/3 和 
t= 二 x2 十 9.) 前 面 的 两 个 积分 的 分 母 是 线性 方程 的 容 , 而 后 两 个 是 二 次 函数 且 不 能 
被 因 式 分 解 . 
基本 方法 : 首先 我 们 将 要 看 到 怎样 处 理 有 理 函 数 , 我 们 要 通过 一 些 代 数 运算 把 
它 分 解 成 几 个 更 简单 的 有 理 函 数 的 和 的 形式 ; 然后 将 看 到 如 何 对 这 些 简单 的 有 理 
函数 求 积分 . 我 们 提 到 的 这 些 更 简单 的 有 理 函 数 就 像 刚 才 最 后 那 四 个 一 样 : 它们 要 
么 看 起 来 像 一 个 常数 比 上 一 个 线性 函数 的 震 , 或 者 像 一 个 线性 函数 比 上 一 个 二 次 函 
数 . 我 们 将 要 首先 研究 这 些 代数 运算 , 然后 再 用 微 积分 的 方法 . 最 后 我 将 会 给 出 这 
种 方法 的 总 结 , 并 且 给 出 一 个 完整 的 例子 . 
18.3.1 ”部 分 分 式 的 代数 运算 

我 们 的 目的 是 把 一 个 有 理 函 数 分 成 许多 更 简单 的 部 分 . 第 一 步 是 确保 这 个 函 
数 的 分 子 的 次 数 小 于 分 母 . 如 果 不 是 这 样 , 我 们 需要 先 做 一 个 多 项 式 的 除法 . 所 以 
在 下 面 这 些 例子 中 : 
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Z 十 2 5z2 十 一 3 
| 和 | 
第 一 例 很 容易 , 因为 很 显然 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 . 但 第 二 个 例子 不 是 那么 容易 了 ， 


因为 分 子 的 次 数 同 分 母 的 是 一 样 的 (都 是 2). 如 果 分 子 是 三 次 或 更 高 次 , 那 我 们 会 
有 同样 的 抑 烦 . 那样 的 话 我 们 要 做 一 个 多 项 式 的 除法 . 为 此 将 其 写 为 
分 母 V 分 子 
来 看 我 们 的 例子 
572 十 一 3 
| 2—1 . 
对 于 这 道 题 的 除法 算式 如 下 : 
2Z2 一 1 5z2 十 2 一 3 
522 一 5 
了 十 2 
这 个 除法 告诉 我 们 商 为 5, 余数 为 z+2. 所 以 我 们 有 
572 二 Xx 一 3 二 2 十 2 
2Z2 一 1 下 2Z2 一 1 
如 果 等 式 两 边 同 时 对 x 求 积分 , 我 们 有 
[ee =|(s+ St) ae 
现在 我 们 能 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 , 并 且 对 第 一 部 分 求 积 分 , 我 们 看 到 原始 的 积分 
2 Z 十 2 
|sae+ | 二 dz 一 57 z+| 号 dz 
这 个 新 的 积分 的 分 子 次 数 为 1, 分 母 次 数 为 2, 这 正 是 我 们 想 要 的 结果 . 现在 我 们 准 


备 好 , 可 以 继续 后 续 计 算 了 . 


接 下 来 , 我 们 将 要 分 解 分 母 因 
式 : 像 我 们 在 1.6 节 
则 , 你 可 以 手动 进行 因 式 分 解 或 使 朋 
想 一 个 根 , 然后 再 用 多 项 式 的 除法 . 


二 次 公式 . 


式 . 如 果 分 母 是 一 个 二 次 函数 , 请 检验 它 的 判别 
P 见 过 的 那样 , 如 果 判 别 式 为 负 , 你 不 


不 能 对 它 进 行 因 式 分 解 . 否 
如 果 分 母 是 很 复杂 的 , 你 不 得 不 猜 


在 因 式 分 解 分 母 之 后 , 下 一 步 我 们 要 写 下 的 一 些 东西 叫做 “分 部 ” 这 是 通过 把 
分 母 的 一 个 或 更 多 的 因 式 加 到 一 起 构成 的 , 它 依据 如 下 的 规则 : 
(1) 如 果 分 母 是 线性 因子 (z + a), 那么 这 个 分 部 有 如 下 的 形式 : 
4 
z+a 
(2) 如 果 有 一 个 线性 因子 的 平方 形式 (zx + o)2, 那么 我 们 的 分 部 如 下 所 示 : 
A B 
(z+a)? za 
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(3) 如 果 有 一 个 二 项 式 的 形式 (z2 + ax 十 0), 这 时 分 部 的 形式 如 下 所 示 : 
Az+B 
22 十 az 十 小 
这 些 都 是 很 常见 的 例子 . 这 儿 也 有 一 些 不 常见 的 例子 . 
(4) 如 果 有 一 个 线性 的 三 次 方 的 形式 (x + o)3, 那么 这 时 分 部 类 似 于 : 


4 B CC 
人 z+a 
(5) 如 果 得 到 的 是 一 个 线性 的 四 次 方 , 那么 分 部 有 如 下 的 形式 : 
A ; B | C ~ 
(r+a)t (z+a)3 (z+a)? z+a 


注意 : 分 部 仅仅 是 由 分 母 决定 的 , 这 同 分 子 是 没有 关系 的 ! 并 且 当 我 们 使 用 常 
数 A、B、C、D 时 , 记 住 你 不 能 在 不 同 的 表达 式 里 重复 使 用 这 些 字母 . 所 以 你 需要 
使 用 字母 表 中 后 续 的 字母 . 在 我 们 刚才 的 例子 


| 二 
可 dz 
xz*—1 
中 , 分 母 是 (x 十 1)(z 一 1); 所 以 我 们 有 两 个 线性 因子 , 分 部 为 : 
4 B 
rl Zzx+il 


我 们 不 能 使 用 4 两 次 , 所 以 我 们 在 第 三 项 使 用 B. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 使 用 字 
C1、C2、Cs 或 其 他 字母 , 而 不 是 使 用 A4、B、C 等 字母 , 那么 你 在 玩 火 自焚 . 如 
果 这 样 做 你 经 常会 犯 一 些 不 经 意 的 错误 , 除非 你 能 注意 到 这 些 字 母 下 脚 标的 不 同 . 

这 里 还 有 另 一 个 例子 . 下 面 这 种 形式 会 是 怎样 呢 ? 

任意 陈旧 形式 
(zZ 一 1(z 二 4)3(z2 十 4 十 7)(3z2 一 2Z 十 1) 


答案 是 
4 B C D Ez+i+rF Grz+H 
i | rr pe 3z2 一 和 十 工 
你 可 能 会 以 不 同 的 顺序 写 下 这 些 项 , 或 交换 从 4 到 厂 这些 字母 的 顺序 ; 这 都 可 以 . 
一 旦 你 写 下 这 种 形式 , 你 也 应 该 号 下 被 积 函 数 等 于 这 种 形式 , 然后 再 使 用 等 式 
两 端 同时 乘 以 分 母 的 方法 . 例如 , 我 们 发 现 这 种 形式 的 积分 


Z 十 2 
| 到 az 
可 以 写 为 
4 二 已 
2 一 1 z+l 
所 以 我 们 有 
2 十 2 4 B 
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实际 上 你 最 好 把 等 式 左 侧 的 分 式 写 为 : 
痪 十 纪 A B 
(z—1)(z+1) zl wel 
现在 等 式 两 侧 同 时 乘 以 分 母 可 得 
z+2= A(z+1)+B(z—1). 

注意 对 于 等 式 右 侧 的 第 一 项 我 们 消 掉 了 (x 一 1) 因子 , 对 于 第 二 项 我 们 削 掉 了 
(z+1) 因子 . 无 论 如何 , 现在 我 们 有 两 个 方法 可 以 继续 . 第 一 个 方法 是 蔡 代 z. 如 果 
你 设置 x =1, 这 时 B(z-1) 这 项 就 消失 了 , 这 时 我 们 有 
让 
也 就 是 说 4 = > 现在 如 果 你 把 x = -1 代入 原始 方程 , 那么 4(z+1) 这 项 将 会 消 
失 : 


-1+2= B(-1—1). 
所 以 B= -3 男 一 个 求解 4 和 B 的 方法 , 是 提取 我 们 的 原始 方程 x + 2 = 
A(z 十 1) 十 B(x 一 1), 并 把 它 重 写 为 
r+2= (A+B)z+(A4-B). 
现在 通过 z 的 系数 相等 可 得 1= 4 十 B. 通过 常数 项 相等 可 得 2= 4 一 B. 同时 解 这 


两 个 方程 , 我们 可 得 4 = 衬 ,B = -了 同 刚才 的 答案 是 一 样 的 


你 可 能 已 经 注意 到 , 我 们 计算 4 和 B 的 这 两 个 方法 都 需要 两 个 条 件 . 对 于 蔡 
代 法 我 们 把 =1 和 z = -1 分 别 代入 ; 然而 对 于 系数 相等 的 方法 , 我 们 让 x 的 系数 
相等 ,也 让 常数 项 相等 . 我 们 可 以 选择 其 中 的 任意 一 种 方法 . 例如 , 如 果 代入 z =1 
你 会 发 现 4 = 3; 如 果 取 x 的 系数 相等 , 你 会 发 现 1= 4+ B, 所 以 B= -3. 在 通 
常情 况 下 , 有 多 少 个 常数 需要 求 出 , 就 有 多 少 次 需要 应 用 刚才 的 某 种 方法 , 或 者 你 
也 可 以 两 个 方法 混 着 使 用 . 

我 们 剩 下 的 工作 是 重 写 积分 表达 式 (用 分 部 的 形式 ), 但 这 次 需要 把 常数 项 加 
进去 . 所 以 我 们 的 例子 为 


z+2 A4 A 

21 xz-l 7z+l rz-l rtl. 
省 同时 积分 , 并 把 常数 项 移 到 等 式 的 外 边 可 得 

Z 十 2 1 1 1 
| 到 iu- ;| 二 dz 3 | 二 dz 

我 们 已 经 成 功 的 把 原始 的 复杂 的 积分 化 成 了 两 个 很 简单 的 积分 . 我 们 会 很 快 求解 
这 两 个 积分 的 . 

到 目前 为 止 , 我 们 看 到 除非 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 , 否则 我 们 都 要 做 一 个 
多 项 式 的 除法 ; 然后 对 分 母 进行 因 式 分 解 ; 再 写 下 它 的 每 一 个 分 部 ; 这 时 再 使 用 上 
述 两 个 方法 中 的 一 个 计算 这 些 未 知 的 常数 . 最 后 我 们 写 下 这 些 积分 的 各 个 部 分 . 我 


= 


现在 对 等 式 两 
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们 将 在 18.3.3 节 中 看 到 另 一 个 解决 这 类 问题 的 例子 . 与 此 同时 , 让 我 们 做 一 些 积分 . 
18.3.2 ”对 每 一 部 分 积分 


我 们 需要 知道 在 把 原始 积分 分 成 小 部 分 后 怎样 求解 每 一 部 分 的 积分 . 简单 的 
积分 形式 是 


1 
| 二 md 
为 此 , 我 们 可 以 设置 t= az 十 六 例如 , 在 上 一 节 的 最 后 , 我 们 看 至 
| dr=3| . dz ;| dz. 
22 一 1 2」7z 一 1 2jJ」7z+1L 
对 于 第 一 个 积分 表达 式 可 以 通过 设置 上 = z-1 求解 , 而 第 二 个 可 设置 += z+1. 在 
这 两 种 情况 下 dt=dz, 所 以 很 容易 得 到 


2 十 2 3 1 
dz=<=l 1 l 上 工 | 十 CC， 
| 号 5 7 3 10817 | 7 log 17 | 二 C 


还 有 男 一 个 例子 : 求解 


es 


1 
| 二 5 
我 们 设置 + =44+5 所 以 有 dt=4dz; 这 时 我 们 的 积分 转移 到 了 以 + 为 变量 的 状态 
这 个 积分 变 为 = 3 tat 它 的 结果 关 Tmldl+ oC. 最 后 再 用 x 替代 t, 上 述 的 积分 


结果 为 TIn l4z 十 5| 十 C. 
对 于 分 母 是 线性 因子 的 究 的 形式 ， ee 用 的 ; 例如 , 计算 


tH 


| 去 人 
我 们 可 以 再 一 次 的 用 t+ =4zx+5 换 元 . 这 样 这 个 积分 变 为 了 Jedt 它 的 积分 结果 


为 -0 十 C; 再 换 回 到 以 x 为 变量 的 状态 , 这 样 我 们 就 证 明了 


1 1 1 | 1 | 
| 二 =- 1 和 5 5 
分 母 是 一 个 二 次 函数 时 , 情况 就 会 变 得 很 复杂 , 像 这 样 : 
| Az+B 并 
azZ2 十 0 十 C 
请 注意 ! 如 果 分 母 可 以 被 因 式 分 解 , 那么 就 转化 为 第 一 种 情况 . 下 面 是 我 们 从 前 的 


一 个 例子 : 
十 2 
| 二 dz: 
我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 (z 一 1)(z+1); 这 样 我 们 可 得 两 个 被 积 函数 的 分 母 为 线性 的 
积分 . 所 以 如 果 是 这 种 情况 我 们 就 没有 必要 对 分 母 为 二 次 函数 的 被 积 函 数 求 积分 . 


I 
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即使 是 上 一 个 例子 , 它 的 分 母 为 (4z 十 5)2, 我 们 也 没有 必要 对 二 次 函数 求 积 分 , 因 
为 它 是 线性 函数 的 平方 . 

还 有 什么 情况 没有 考虑 到 ? 可 能 情况 是 分 母 的 二 次 函数 不 能 被 因 式 分 解 . 也 就 
是 说 它 的 判别 式 如 一 4ac 为 负 . 这 类 积分 的 一 个 例子 是 


| Z 十 8 
i 
ZX* 十 67 十 13 
它 的 分 母 是 二 次 函数 并 且 它 的 判别 式 为 62 一 4 x (13), 它 的 结果 为 负 . 因为 这 个 分 
母 不 能 被 因 式 分 解 , 所 以 对 于 这 道 题 我 们 不 能 使 用 刚才 的 代数 运算 方法 . 我 们 没有 
必要 去 使 用 任何 分 部 ; 我 们 所 要 计算 的 就 是 求 这 个 积分 . 这 是 做 法 : 把 分 母 写 成 平 
方 的 形式 , 然后 再 换 元 (参照 1.6 节 对 于 配方 的 讲解 .) 在 这 个 例子 中 让 我 们 完成 
配方 : 


名 


Z2 二 6z 十 13=2Z2 二 6z 十 9 十 13 一 9=(z 十 3)2 十 4. 


| z+8 d | 2 十 8 d 
一 Vs 
2 十 6z 二 13 | (ri3)2+4 


现在 换 元 t= z+3, 所 以 我 们 有 z = 3 并 且 dz=dt: 


Z 十 8 2 十 8 (一 3) 十 8 [Es 
| | 到 二 | 三 十 4 三 十 4 


第 二 步 是 把 这 个 积分 分 成 两 个 积分 , 并 把 常数 5 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 上 述 积 


所 以 我 们 有 


t 1 
[a 
第 一 个 积分 就 像 18.1 节 末 尾 的 那个 例子 . 分 母 分 子 同 时 乘 以 2, 我 们 可 以 发 现 分 母 
的 导数 恰恰 为 分 子 , 所 以 我 们 得 到 了 一 个 以 分 母 为 对 数 的 结果 : 


t 1f 2t pg 
| = Bat= n+ 


实际 上 , 因为 如 十 4 一 直 为 正 , 我 们 可 以 把 绝对 值 符号 去 掉 . 现在 开始 计算 第 二 个 
口 


5 | = 
t+4 
仅仅 需要 记 住 这 个 有 用 的 公式 : 


1 和 
(你 应 该 通过 对 等 式 的 右 侧 求 导 证 明 这 个 结果 , 或 对 等 式 左边 进行 换 元 t=aw.) 无 论 
如 何 , 当 a =2 时 , 这 个 公式 为 
人 
所 以 , 我 们 的 积分 结果 为 
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1 5 t 
3 ln( 肆 十 4) 十 tan 一 ! ( 引 +C. 


现在 用 z+3 替代 已 得 到 最 后 的 结果 为 
nt(z 十 3)2 十 分 十 2 tan (: 2) A 
(z 十 3)2 十 4 这 个 表达 式 可 以 被 化 简 为 x? + 6z + 13, 这 正 是 我 们 最 初 的 分 母 . 实际 
上 没有 必要 展开 它 一 一 仅仅 回 到 我 们 配方 的 地 方 你 就 会 发 现 需要 的 方程 了 . 所 以 ， 
我 们 最 终 证 明了 : 
z+8 1 5 /z+3 
| a dz- 31 H 6z 十 13) + 5 tan a 人 )+e 

如 果 分 母 的 二 次 函数 最 高 项 的 系数 不 是 1, 我 建议 你 在 配方 之 前 把 这 个 系数 提 

出 去 . 所 以 , 计算 


2 十 8 gq 
| 272 十 127 干 267 人， 
我 们 把 2 提出 来 , 可 以 把 这 个 积分 表达 式 写 为 
i 


2】 x2++67rz+t+13 
这 同 我 们 以 前 的 积分 是 一 样 的 , 只 是 在 积分 符号 外 边 放 置 1/2, 所 以 它 的 结果 为 
了 mo 十 6z 十 13) 十 7 an 3 ) Co 


2 
现在 , 让 我 们 总 结 部 分 分 式 法 , 然后 看 一 个 更 完整 的 例子 . 
18.3.3 ”方法 和 一 个 完整 的 例子 


这 是 一 个 关于 有 理 函 数 积分 的 完整 方法 . 

第 一 步 一 一 先 看 分 子 分 母 最 高 项 的 次 数 ， 如果 必要 请 做 除法 . 查看 分 子 的 次 
数 是 否 小 于 分 母 次 数 . 如 果 是 , 这 时 你 很 运气 一 一 直接 进入 第 二 步 ; 如 果 不 是 , 就 
要 做 一 个 多 项 式 的 除法 了 , 然后 再 进入 第 二 步 . 

第 二 步 一 一 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 使 用 二 次 公式 , 或 猜想 一 个 根 然后 再 做 除 
法 , 以 便 因 式 分 解 被 积 函 数 的 分 母 . 

第 三 步 一 一 分 部 . 像 之 前 描述 的 那样 , 分 别 写 出 带 有 未 知 常数 的 “分 部 ”. 写 下 
一 个 像 这 样 的 等 式 : 


被 积 函数 = 分 部 

第 四 步 一 计算 常数 的 值 . 把 方程 的 两 边 同时 乘 以 分 母 , 这 时 通过 任 一 方法 计 
算 常 数 的 值 ; (a) 换 掉 z 的 值 ; (b) 系数 相等 法 ; 或 者 (a) 和 (b) 两 个 方法 结合 使 用 . 
现在 你 能 用 几 个 有 理 函数 的 和 去 表达 这 个 被 积 函数 , 这 些 有 理 函 数 可 能 是 分 子 为 党 
数 分 母 为 线性 函数 的 宕 的 形式 , 或 分 子 为 线性 函数 分 母 为 一 个 二 次 函数 
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第 五 步 一 一 对 分 母 的 线性 项 次 震 求 积分 . 求解 分 母 是 线性 函数 次 窜 的 积分 ; 答 
案 将 会 是 对 数 形式 或 该 线性 项 的 负 次 需 . 

第 六 步 一 一 对 分 母 是 二 次 函数 的 项 求 积 分 . 对 于 分 母 是 二 次 函数 的 不 能 因 式 
分 解 的 被 积 函数 求 积 分 , 先 配 方 , 然后 换 元 , 这 时 再 把 它 尽 可 ay 前 
者 将 会 是 关于 对 数 的 积分 , 而 第 二 个 是 关于 正切 函数 的 反 函 数 . 如 果 仅 仅 有 一 个 积 
分 , 它 可 能 是 对 数 形式 又 可 能 是 正切 函数 的 反 函 数 形式 . 这 个 公式 通常 是 非常 实用 


的 : 
1 a 


记 住 你 不 需要 使 用 完全 的 六 步 . 有 时 你 能 直接 跳 到 最 后 一 步 , 来 看 我 们 上 一 
的 例子 : 


ees 


| a rs 
22 十 6z 十 13 
在 此 还 有 一 个 很 复杂 的 例子 , 它 用 到 了 这 六 步 的 所 有 步骤 ; 
25 一 7z4 十 19z3 一 10z2 -19z 十 18 
| 一 523 十 972? 


下 面 详细 介绍 怎样 应 用 上 述 方 法 解决 这 个 问题 . 
第 一 步 一 一 检查 最 高 项 的 次 数 ， 必要 时 要 做 除法 .在 上 面 的 积分 表达 式 中 分 


子 最 高 次 数 为 5 但 分 母 最 高 次 数 为 4 很 讨厌 一 我 们 要 做 多 项 式 的 除法 了 : 
一 


Tt 一 523 十 9z2)22 一 724H1923 一 1022 一 19z 十 18 
25 一 524 923 
一 224 十 10z2? 一 10z2? 
一 224 十 10z3 一 1822 


8z2 一 19z 十 18 
检查 细节 ! 无 论 如 何 , 我 们 已 经 看 到 
T3774+19z3—10z?—19x+18 a 8z2 一 19z 十 18 
24 一 573 十 972 加 24 一 573 十 9z2- 
现在 对 两 边 同 时 求 积 分 可 得 
| 25 一 7z4 十 19z3 一 10z2 一 197z: az=| 8z2 一 19z 十 18 二 
24 一 573 十 972 024 一 573 十 972 
A > 1 ey eh 
等 式 右 侧 前 两 项 的 积分 很 容易 求 : 它们 的 积分 结果 分 别 为 =z2 - 2z( 我 们 将 在 最 后 


2 


的 结果 中 +C). 所 以 现在 我 们 要 求解 这 个 积分 : 
8z2 一 19z 十 18 
| 24 一 523 十 972 时 
现在 分 子 的 次 数 仅仅 为 2, 这 个 数 低 于 分 母 的 次 数 4. 我 们 准备 好 进入 下 一 步 了 . 
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第 二 步 一 一 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 在 分 母 中 我 们 有 一 个 四 次 项 , 但 很 显然 我 们 
可 以 把 z2 提出 来 . 所 以 我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 
24 一 5z3 十 9z2 一 22(z2 一 57 十 9). 
这 个 二 次 项 z2 一 5x 十 9 的 判别 式 为 (-5)2 一 4x (9) = 一 11; 因为 它 是 负 的 , 所 以 这 
二 项 式 不 能 被 因 式 分 解 . 我 们 已 经 完成 了 第 二 步 . 
第 三 步 分 部 . 我 们 已 经 有 两 个 因子 zz 和 z2 - 5z 十 9. 不 要 把 第 一 个 因子 
22 看 做 二 次 函数 ; 相反 把 它 看 作 一 个 线性 函数 的 平方 . 为 了 证 明 这 个 观点 它 可 以 被 
写 为 (z 一 0)?. 所 以 z2 该 因子 可 以 被 写 为 


4 .32 
Z2 Zz 
另外 , z2 一 5z 十 9 这 个 因子 可 以 被 写 为 
Cr++D 
22 一 57 十 9 


放 在 一 起 , 我 们 有 


8z2 一 19z 十 18 4 B Cz+D 


zZz2(z2 一 5z 二 9) xz2 mm 22—5r+9 

第 四 步 一 一 计算 出 常数 的 值 . 现在 我 们 不 得 不 求 常数 A、 B、C、DD 的 值 . 首先 

我 们 把 上 述 等 式 的 两 边 同 时 乘 以 分 母 zz(z2 - 5z 十 9) 得 到 
8z2 一 19z 二 18=4(z2 一 57 二 9) 十 Bz(z2 一 57 十 9) 二 (Cz 十 万)z2. 

注意 , 出 现在 等 式 右边 每 一 项 的 分 母 部 分 恰恰 没有 出 现在 该 项 所 对 应 的 分 部 里 . 例 
如 , 当 你 用 z2(z2 - 5z 二 9) 乘 以 B/z 时 , 约 掉 了 一 个 x 得 到 Bz(x? 一 5x 十 9). 
让 我 们 用 一 个 值 蔡 代 上 述 等 式 的 x. 要 消除 这 个 方程 , 唯一 的 x 值 是 x =0. 如 果 我 
们 把 x =0 代入 上 述 等 式 , 则 


18= 4(9)， 
所 以 马上 我 们 就 知道 4 =2. 我 们 仍然 需要 求解 另外 三 个 常数 的 值 , 所 以 我 们 最 好 
找到 这 些 x 窜 项 所 对 应 的 系数 . 让 我 们 从 扩展 上 述 方程 开始 , 再 把 z 的 不 同 次 窜 
合并 可 得 : 
8z2 -19z 十 18=4z2 一 547z 二 94+Bz3 一 5Bz2 二 9Bz 二 Cz3 + Dr? 
=(B+C)zs+(4-5B+D)z2z+(-54+9B)z 十 94. 
现在 我 们 能 把 za 、z2、z 的 系数 分 别 写 出 : 
z23 的 系数 :0=B+C 
zZ2 的 系数 :8= 4 一 5 十 万 
Zz! 的 系数 :一 19 = -54 十 9B. 
注意 xz3 的 系数 在 等 式 的 左 侧 为 0, 因为 等 式 左 边 的 8z? 一 19z + 18 并 没有 2z3 项 . 
(顺便 说 一 下 , 如 果 你 用 系数 的 方法 , 可 得 到 18=94, 这 同 我 们 把 z =0 代入 得 到 的 
结果 是 一 样 的 . 你 能 说 出 为 什么 这 样 吗 ? ) 
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无 论 怎样 , 我 们 得 到 一 些 方程 去 求解 ; 从 最 后 一 个 开始 然后 把 4 =2 从 后 向 前 代入 ， 
很 容易 就 可 得 到 B = -1,D=1,C=1. 把 这 些 值 代 入 第 三 步 的 最 后 一 个 表达 式 中 
有 


8z2 一 19z 十 18 _2 = Z 十 1 
x2(22—57+9) 22 x 22 一 5r 二 9 


这 也 就 是 说 
8z2 一 19z 十 18 1 1 ZX 二 1 
| 二 dc=3|: 2 [je+ | 
这 样 我 们 把 一 个 很 复杂 的 积分 化 简 成 了 三 个 简单 的 积分 ,让 我 们 分 别 对 它们 求 积 
分 . 
第 五 步 


只 分 . 前 两 个 积分 是 很 容易 求 的 : 


村 1 2 
| 了 QZ a dz = lIn|z|+C. 
by 也 by 


所 以 这 道 题 的 第 五 步 真 的 不 是 很 麻烦 . 很 不 走运 , 第 六 步 却 很 索 琐 .……… 


第 六 步 对 于 分 母 是 二 次 函数 的 被 积 函数 求 积 分 . 我 们 需要 计算 第 三 个 积 
分 , 它 是 
7 十 工 
|a rs 
通过 配方 可 得 
25 25 5N\ 2” 11 
有 | | 
2 一 52 十 ( 57 1 + 了 ( ;) (**) 


现在 让 我 们 重 写 积分 表达 式 , 使 用 配方 的 劳动 果实 可 得 : 
z+l1 和 三 2Z 十 工 d 
| 0 | 

我 们 能 用 t= z 一 3 做 换 元 . 的 确 , 这 时 > = t- 2 上 且 dt = dz, 所 以 这 个 积分 变 为 


5 江 
| 尘土 #-| bh 
4 


2 
t 4 


这 里 以 t 为 变量 . 现在 把 0 


它 
7[ 1 
| 去 一 一 dt 和 7 | smet 
4 二 


t2 十 2 盾 
先 计算 这 两 个 积分 中 的 第 一 个 , 分 子 分 母 同时 乘 以 2 可 得 


t 1 2t 1 
| 二 aa 了 dt= aIn 


se y De 友人 y » 1 hi » 3 
7 一 次 提醒 , 这 个 绝对 值 符号 不 是 必要 的 , 因为 如 十 地 一 定 为 正 . 为 把 它 换 回 以 zx 


为 变量 的 状态 , 我 们 需要 用 z 一 了 蔡 代 让 


1 11 1 5N2 11 

ym (e+ 时 ) cin((e-§) +#)+e 
不 要 把 这 个 乘法 算式 展开 “仅仅 看 看 上 一 页 我 们 标记 为 (**) 的 方程 , 当时 我 们 
正在 配方 , 我 们 可 知 这 个 结果 可 以 化 简 为 了 Im(z? 一 5z+9) + C. 这 样 我 们 完成 了 这 
个 积分 的 第 一 部 分 
我 们 仍然 需要 考虑 第 二 部 分 , 即 


让 我 们 使 用 公式 


1 i 


其 中 a= V11/4, 事实 上 等 于 V11/2: 
7 
2 


x 而 (二 F C 一 二 to ( 蕊 ) +C. 


现在 把 t=z - 3 再 次 代入 可 得 


tan-! (= 一 ) 十 C. 
v1l Vil 
最 后 两 个 积分 给 出 了 我 们 第 六 步 的 最 终 答案 : 
| 二 2 qz 三 nz2 57 十 9) 十 所 (2 ) 十 C. 
清 想 我 们 将 要 做 什么 ?我们 正 准备 把 得 到 的 所 有 结果 放 到 一 起 ! 前 4 步 中 我 们 得 到 
| 25 一 724 十 19z3 一 10z2 一 19x1 18 
24 一 523 十 922 


2 1 Zz 二 +1 
二 2 | dz. 
| + z 3 四 


这 是 完全 的 分 式 分 解 形式 . 现在 再 用 第 五 步 和 第 六 步 计算 这 个 积分 , 上 述 的 积分 结 
果 为 


27 2 In |z|1 5 In(2? 52+0) + an! (3) 40. 
我 们 终于 完成 了 这 个 复杂 的 例子 . 它 确实 是 很 复杂 的 , 但 是 如 果 你 能 解答 这 么 难 
的 问题 , 那么 对 于 简单 的 问题 你 就 迎刃而解 了 . 作为 一 个 练习 , 看 你 明天 是 否 能 独 
立 做 出 这 道 题 目 . 


so 
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在 这 一 章节 中 , 我 们 将 继续 介绍 积分 方法 用 三 角 函 数 求解 积分 的 方法 , 从 


而 结束 积分 方法 的 研究 . 有 时 我 们 需要 使 用 三 角 函 数 公 式 解 决 一 些 问题 , 有 时 题目 
中 没有 三 角 函 数 , 所 以 在 计算 过 程 中 需要 使 用 三 角 换 元 法 . 介绍 完 三 角 函 数 的 积分 


方法 之 后 , 我 们 将 要 给 出 一 个 关于 这 一 章节 以 及 上 一 章节 的 积分 方法 的 一 个 总 结 . 


所 以 , 在 这 一 个 章节 中 我 们 将 要 学 习 如 下 知识 点 : 


。 关于 应 用 三 角 函 数 公式 的 积分 ; 


。 关于 三 


了 殉 数 的 窜 以 及 递归 公式 的 积分 ; 


。 关于 二 


。 关于 到 目 


换 元 法 的 积分 ; 


前 为 止 我 们 学 习 过 的 所 有 积分 方法 的 总 结 . 


19.1 应 用 三 角 函 数 公式 的 积分 


有 三 大 类 型 的 三 角 公式 , 这 些 公式 被 广泛 的 应 用 到 了 我 们 的 积分 计算 当中 . 第 
一 大 类 型 是 关于 cos(2z) 的 倍 角 公式 . 在 2.4 节 中 , 我 们 知道 cos(2z) = 2 cos2(z) 一 1， 
并 且 也 知道 cos(2z) = 1 一 2sin?(z). (请 记 住 , 其 中 的 一 个 可 以 由 另 一 个 应 用 公式 
sin2(z) + cos2(z) = 1 推导 出 来 .) 对 于 在 计算 积分 中 的 应 用 , 使 用 该 公式 最 好 的 地 


方 是 当 被 积 函数 中 出 现 sin?(z) 和 cos?(x) 时 . 所 以 , 我 们 有 


cos2(z) = 50 二 cos(2z))| 和 | sin2(z) = 30 一 cos(2z)). 


这 两 个 公式 很 值得 记 住 ! 在 具体 情况 下 , 如 果 需 要 求 1+cos( 任 何 值 ) 或 1-cos( 任 
何 值 ) 的 平方 根 , 这 个 公式 很 能 帮 上 忙 . 例如 ， 


nx/2 
| V1— cos(27r)dz 
0 


这 道 例题 看 起 来 很 麻烦 , 但 实际 上 


/2 /2 
1 — cos(27 -| 2 sin? (zx)dz 
| via V2sng 


可 以 用 刚才 的 第 二 个 盒子 里 的 公式 导出 . (我 们 在 使 用 这 个 公式 前 需要 乘 以 2.) 不 


管 怎样 , 如 果 直 接 用 V2sin(z) 替代 Vy2sin*(x) 都 是 很 鲁莽 的 , 我 们 需要 做 一 个 检 


测 . 4 的 平方 根 不 一 定 是 4 本 身 , 而 是 |4|. 所 以 上 述 积分 变 为 : 
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T/2 
va| | sin(z)|dz. 
0 
幸运 的 是 , 当 x 在 0 到 x/2 之 间 时 , sin(z) 的 值 一 直 大 于 或 等 于 零 , 所 以 我 们 最 终 
能 把 绝对 值 符 号 去 掉 ! 我 们 已 经 导 
T/2 


vi| sin(z)dzx; 


0 
我 把 这 个 积分 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 V2. 
有 时 你 需要 更 灵活 . 考虑 


| Vive 


看 起 来 我 们 需要 使 用 刚才 第 一 个 盒子 里 的 公式 , 但 原始 公式 是 1 + cos(2z), 而 我 们 
的 被 积 函数 是 1+cos(z). 没 问 题 一 一 如 果 你 用 z/2 去 替代 z, 然后 再 乘 以 2, 得 到 
2 cos? (3) = 1 十 cos(7x). 


这 正 是 我 们 想 要 的 ! 检验 这 个 : 


攻 VI+cos(z)dz = 上 Weeoe (ds 全 [| [eos (5) | dz. 


现在 我 们 不 得 不 非常 小 心 ! 当 z 在 x 到 2x 之 间 时 , z/2 是 在 r/2 到 r 之 间 , 但 
cos(z) 在 区 间 [x/2,7] 之 间 时 是 小 于 等 于 零 的 (可 以 画图 像 校 验 这 点 ). 所 以 上 述 积 


分 实际 上 等 于 
A Cm) 


我 把 以 后 的 计算 工作 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 2V2. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 错误 地 用 
cos(z/2) 而 不 是 -cos(z/2) 替代 |cos(z/2)|, 你 得 到 的 答案 将 会 是 -2V2. 这 不 可 能 
是 正确 的 : 因为 原始 的 被 积 函 数 V1 + cos(z) 一 直 为 正 的 , 所 以 这 个 积分 的 结果 也 
应 该 为 正 . 
让 我 们 接 下 来 讨论 第 二 大 三 角 公式 类 型 . 这 些 是 毕 达 哥 拉 斯 等 式 ; 
sin2(z) + cos2(z)=1| |tan2(z) 十 1 = sec2(z)| |1+cot2(z) = csc2(z) | 


像 我 们 在 2.4 节 中 见 过 的 那样 , 这 些 等 式 对 于 所 有 的 x 都 适用 . 有 时 它们 是 很 
有 帮助 的 . 例如 ， 


VI 一 cos2(z)dz 
0 


| \/ sin2(z)jdz = | | sin(z)|dz. 


内 为 当 z 在 0 到 之 间 时 sin(z) > 0, 我 们 可 以 把 绝对 值 符号 去 掉 : 


应 该 被 写 为 
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| sin(x)dzx, 
0 


结果 为 2，( 你 自己 计算 一 下 ! ) 把 这 个 例子 [6 Vi =- cosz(z)dz 和 我 们 刚才 做 过 的 
例子 J6 V1 一 cos(x)dzx 进行 比较 . 它们 可 能 看 起 来 很 相似 , 但 我 们 使 用 的 三 角 公式 
是 不 同 的 . 

有 时 你 不 得 不 使 用 一 些 技 巧 才 能 使 用 上 述 公式 . 如 果 你 看 到 1+trig(z) 或 1- 
trig(z), 其 中 trig 是 三 角 函 数 的 意思 (可 能 是 正弦 , 余弦 , 正 割 或 余 割 ), 在 一 个 积分 
的 分 母 中 , 考虑 用 这 个 积分 表达 式 乘 以 同 它 的 分 母 共 斩 的 表达 式 . 例如 , 计算 


1 
| Sec(Z) 一 I 
分 子 分 母 同 时 乘 以 分 母 的 共 轿 表达 式 , 在 这 种 情况 中 是 sec(z)+1. 也 就 是 
| 1 5 | 1 4 sec(Z) 十 1 
sec(Z) 一] sec(Z) 一 1 sec(Z) 十 1 
现在 可 以 在 积分 的 分 母 表 达 式 中 使 用 平方 差 公式 (a 一 中 (a 十 9) = ?一 如 ,把 这 个 
积分 写 为 


dz 


| sec(z) 二 1 
sec2(Z) 一 1 
根据 我 们 刚才 盒子 里 的 公式 , 分 母 恰恰 就 是 tan2(z). 使 用 这 个 结果 重 写 这 个 积分 ， 
然后 再 把 它 分 成 两 个 积分 , 我 们 发 现 原始 积分 变 为 
sec(zX) 十 1 Sec(Z 1 
| 全 和 | 四 | re 
第 一 个 积分 看 起 来 很 不 容易 计算 , 但 可 以 用 正弦 和 余弦 的 形式 来 表示 它 . 具体 情况 


dz. 


Sec(Z 1/ cos(z CoOS(Z 
区 | a | Sad 
下 一 步 是 替代 上 =sin(x), 因为 在 分 子 中 dt=cos(z)dz， 试 一 下 看 你 能 得 到 什么 . 更 
简单 的 方式 是 把 cos(x)/ sin?(x) 改写 成 csc(z) cot(z), 所 以 
| 
sin? (x) 


因为 csc(z) 的 导数 为 - csc(z) cot(z). 现在 我 们 仍然 需要 计算 第 二 个 积分 : 


dz 一 | seo cot(x)dz = 一 csc(Z) 十 C， 


1 
| i 
没 问题 一 一 把 这 个 积分 表达 式 改 写 为 『 cot?(z)dz, 这 时 使 用 刚才 盒子 里 的 另 一 个 
三 角 公 式 把 这 个 表达 式 改 为 
| ee 一 1)dz = 一 cot(z) 一 2 十 C 
(你 还 能 记 住 csc2(z) 的 积分 结果 吗 ?) 它 是 sec2(z) 的 积分 的 兄弟 ,sec2(z) 的 积分 
的 结果 为 tan(x)+C. 仅仅 在 转换 过 程 中 加 一 个 负 号 , 就 得 到 了 csc2(z) 形式 的 积分 
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结果 !) 在 任何 情况 下 , 我 们 把 这 两 个 积分 结果 放 到 一 起 得 到 
| a csc(Z) 一 cot(Z) 一 并 十 C 

以 上 确实 需要 一 些 技巧 . 
让 我 们 看 看 三 角 公 式 的 第 三 大 类 型 , 它 被 叫做 积 化 和 差 公式 : 


cos(A)cos(B) = 5 (cos(A B)+cos(A+B)) 


sin(A) sin(B) = 3(cos(A B)— cos(A+B)) 


sin(A)cos(B) = 3 (sin(4 —B)+sin(A+ B)). 


这 些 公式 确实 不 容易 记 住 . 实际 上 它们 都 从 表达 式 cos(4 鞋 B) 和 sin(A 二 B) 
而 来 (你 可 以 从 2.4 节 找 到 相关 知识 ), 如 果 你 已 经 掌握 了 这 些 公式 , 可 以 很 容易 的 
把 它们 转换 过 来 . 这 些 公式 对 于 像 
cos(37) sin(19z)dz. 


一 样 的 积分 是 必 不 可 少 的 的确, 我 们 可 以 使 用 第 三 个 公式 解决 这 个 问题 , 只 是 
4 =19z 和 B =3z. (于 万 不 要 让 cos 和 sin 的 顺序 加 弄 了 你 ! 该 积分 同 [sin(19x) 
cos(3z)jdz) 是 一 样 的 .) 使 用 这 个 公式 可 得 


i 


| cea sin(19x)dz = . | agoz 一 3z) 十 sin(19z 十 3z))dz 
= 5 | sadeam + sin(22x))dz 


1 cos(16z) cos(227)N\ 0 
16 22 | 
cos(16z) cos(227) ， 


32 44 


“2 
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现在 我 们 将 要 研究 怎样 求解 被 积 函 数 是 三 角 函 数 的 容 的 形式 的 积分 . 例如 , 求 
解 | cos7(z) sin'(z)dz 或 | secs(z)dz. 很 遗憾 的 是 , 根据 被 积 函 数 是 什么 类 型 的 三 
角 函 数 , 这 些 函数 的 积分 要 求 不 同 的 积分 技巧 . 所 以 让 我 们 分 别 讨论 它们 . 
19.2.1 sin 或 cos 的 蛙 

我 们 刚才 的 例子 f cos”(z) sin"(z)dz 属于 这 种 类 型 . 这 里 有 一 个 黄金 法 则 : 如 
果 sin(z) 或 cos(z) 其 中 一 个 的 震 是 奇数 , 这 时 抓 住 它 别 让 它 跑 掉 一 一 它 是 你 的 
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朋友 ! (如 果 两 个 都 为 奇数 , 把 震 低 的 那个 选 做 你 的 朋友 .) 如 果 你 已 经 抓 住 了 奇 次 
客 , 这 时 需要 做 的 是 拿 出 一 项 同 dz 放 在 一 起 ; 这 时 再 用 下 列 公式 其 一 处 理 剩 下 的 
项 (现在 是 偶 次 医 了 ) 
cos2(z) =1 一 sin2(z)| 或 |sin2(z) = 1— cos?(z). 
注意 这 两 个 公式 就 是 公式 sin*(x) + cos2(z) = 1 的 重 写 形式 ， 怎样 使 用 这 个 方法 
请 看 这 个 例子 ， 在 这 个 例子 cos7(z) sinlo(z)dz 中 , 注意 7 是 奇数 ,我 们 得 到 了 
cos" (zx), 需要 移出 一 个 cos(z) 把 它 和 dz 放 到 一 起 . 我 们 得 到 

era sinl0(z)dz = | cea sinl0(z) cos(z)dz. 
这 又 能 怎样 呢 ? 很 好 , 我 们 需要 处 理 被 剩 下 的 这 个 cos5(z). 现在 6 是 偶数 , 所 以 我 
们 可 以 写 为 coss(z) = (cosz(z)) = (1 一 sin?(z))”, 这 样 该 积分 为 

| 一 sin2(z))3 sin' (x) cos(zx)dzx. 

现在 如 果 我 们 设 t =sin(z), 这 时 dt=cos(z)dzx, 所 以 很 容易 用 t 为 变量 来 表示 这 个 
积分 : 


| — 12)3t10dt = a — 3 二 +31- 1)t10dt = | — 3t12 + 3t14 — t16)dt, 
结果 为 


tl! 3113 1135 t17 
| | 
13 


11 2 
再 把 它 换 回 到 以 x 为 变量 的 积分 , 就 得 到 了 答案 : 
[BE Ss 0 0 -0 0 jo. 

你 看 到 了 怎样 借用 一 个 cos(z) 来 帮助 我 们 改变 被 积 函数 ， 从 而 使 被 积 函 数 仅 
仅 是 关于 sin(x) 的 , 把 cos(z) 和 dz 结合 在 一 起 做 换 元 t =sin(x). 

如 果 它 们 的 寡 都 不 是 奇数 该 怎么 办 呢 ? 很 好 , 如 果 它 们 的 暴 都 为 偶数 一 一 例 
如 , 如 果 要 计算 | cosz(z) sin*(z)dz, 应 该 使 用 倍 角 公式 . 我 们 在 上 一 节 中 见 过 这 些 
公式 , 但 在 这 里 我 们 再 一 次 要 用 到 它们 了 : 


cos2(Z) = > + cos(27))| |sin2(z) = 30 — cos(27)). 


现在 你 可 以 直接 用 这 两 个 公式 做 奉 代 , 你 将 会 看 到 关于 cos 的 震 的 更 简单 的 被 
积 函 数 . 这 时 你 可 以 使 用 我 们 刚才 的 方法 计算 , 看 积分 的 每 一 部 分 是 奇 次 还 是 侦 次 
的 . 在 这 个 的 例子 中 , 我 们 需要 把 sin4(z) 用 (sin2(z)) ”来 表示 , 所 以 有 
2 
| cea sin4(z)jdz = | 50 十 cos(27)) (3 一 eos(2n)) ) dx. 
现在 我 们 把 它 展开 然后 得 到 
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|a 一 cos(27) — cos2(2z) + cos3(2z))dz. 


我 们 需要 把 这 个 积分 分 解 为 四 个 单独 的 积分 . 让 我 们 暂时 先 不 要 考虑 积分 符号 前 面 
的 1/8 或 负 号 . 前 面 的 两 个 积分 很 容易 计算 , 因为 ldz = x 十 C 和 cos(2z)dz = 
3sin(2x) 十 C. 我 们 怎样 才能 计算 cos2(2z)dz 呢 ? 这 儿 是 一 个 侦 次 方 , 我 们 需要 再 
次 使 用 倍 角 公式 , 但 需要 用 2z 奉 代 z: 
| snas 三 | 30 十 cos(4z))dz = 3 (2 十 sn +C. 

那么 cos3(2z)dz 又 该 怎样 计算 呢 ? 很 好 , 现在 它 是 奇 次 的 (也 就 是 3), 所 
以 我 们 已 经 知道 怎么 做 了 ! 让 我 们 把 这 个 积分 写 为 cos?(2x) cos(2z)dz， 然 后 用 
(1 一 sin*(2x)) 替代 cos?(2z). 用 t= sin(2z) 换 元 , 这 样 我 们 有 dt = 2 cos(2z)dz, 所 
以 『cos3(2z)dz 这 个 积分 为 


| 一 sin2(2z)) cos(2z)dz = ;| — £2)dt = > ( = §) 十 C 


sin(2z) sin3(27z) 


2 6 
( 停 下 来 休息 一 下 . ) 现在 我 们 把 这 些 综合 到 一 起 然后 再 化 简 ; 你 会 发 现 我 们 得 至 
了 


| cos2(z) sin4(z)dz 
_1 sin(2x) 2Z sin(4z) sin(2x) sin3(227) 本 
四 了 人 ( 2 2 8 2 6 ) 
x sin(4z) sin3(27) | 
16 64 pr 
确保 你 自己 也 能 做 出 来 . 


19.2.2 tan 的 究 


考虑 [tan”(z)dzx, 其 中 n 是 整数 .让 我 们 先 研究 前 几 种 情况 . 当 =1 时 , 我 
们 需要 知道 怎样 计算 「tan zdz. 这 是 一 个 很 标准 的 积分 , 可 以 通过 设置 + = cos(z) 
来 解答 , 注意 dt = 一 sin(zx)dz: 
| analoas | 站 = | > 0 
这 个 答案 也 可 以 被 写 为 In|sec(zx)| 十 C. (为 什么 呢 ? ) 
当 n=2 时 情况 又 是 怎样 呢 ? 对 于 这 种 情况 , 我 们 很 有 必要 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定 


理 : 


tan2(z) = sec2(Z) 一 1 


我 们 在 上 一 节 见 过 这 个 公式 . 所 以 我 们 有 


县 
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| tian? (na E | eee —1)dz= tan(z)—Zz+o. 
但 对 于 更 高 次 究 (n > 3), 你 不 得 不 把 tan2(z) 提出 来 然后 把 它 改写 为 (sec2(z) 一 
1). 这 样 你 就 有 了 两 个 积分 . 前 面 这 个 积分 可 以 通过 设置 t= tan(z) 来 计算 并 使 用 
dt = sec?(z)dz. 第 二 个 积分 是 tan(z) 的 更 低 次 暴 , 你 所 需要 做 的 是 重复 这 个 方法 . 
例如 , 怎样 计算 | tan5(z)dz? 让 我 们 看 看 : 


| ans (was = | ant) tan2(z)jdz = | aeee 一 1)dz 


= | ant) sec2(Z)dz 一 | ian’ ar, 
所 以 现在 我 们 需要 计算 这 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 积分 我 们 设置 + = tan(z); 像 我 
们 说 过 的 那样 dt = sec2(z)dz. 这 样 给 出 了 
| ao sec2(Z)dz = | ea = ， -C= 本 HO 
现在 , 第 二 个 积分 为 tan4(z)dz, 所 以 我 们 不 得 不 重复 这 个 过 程 . 提出 一 个 
tan2(z) 因子 , 然后 把 它 改 为 (sec2(z) 一 1): 


( 
| tian‘(a)as 三 | am 后 


tan2(z)jdz = | aeeen 一 1)dz 


-= | am (z) sec2(z)dz 一 | am (Z)dz. 
次 的 , 我 们 有 了 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 ,让 t= tan(z), 所 以 有 dt = sec2(z)dz( 看 
起 来 很 熟悉 ? ). 所 以 
| ao sec2(z)dz = | 各 二 HCO= 0 

与 此 同时 , 我 们 看 至 

| atoas | see EN 
把 这 些 计算 结果 合并 到 一 起 ( 记 住 不 要 忘记 负 号 ), 我 们 看 到 
= tans (x) tan3(z) 


5 
确实 有 些 复杂 . 但 是 , 还 有 更 复杂 的 : 
19.2.3 sec 的 客 

这 种 类 型 的 积分 确实 很 难 算 , 只 有 当 n =2 即 [sec?(z)dx 这 种 情况 容易 计算 . 
让 我 们 从 一 次 容 sec(z)dz 开始 . 计算 这 个 积分 有 许多 种 方法 . 最 容易 的 方法 要 用 
到 一 个 很 巧妙 的 技巧 , 这 个 技巧 很 值得 一 记 , 它 很 节省 时 间 . 不 走运 的 是 , 这 种 技巧 
完全 超过 了 我 们 正常 人 的 思维 , 很 少 有 人 会 在 第 一 时 间 内 想到 . 这 个 方法 是 分 子 分 
母 同 时 乘 以 (sec(z) + tan(z)). 看 看 这 个 计算 过 程 , 它 真 的 很 奇妙 : 


FHC. 


= 


| ans (wae Htan(z)— z+o. 
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sec(7z) 


Htan(Z) 二 | sec2(Z) 十 sec(Z)tan(Z) 


| seoar = | so x i 
= ln|sec(7x) 二 tan(z)| 十 C， 
因为 分 母 (sec(z) +tan(z)) 的 导数 恰恰 奇妙 的 等 同 于 分 子 . 
那么 sec(z) 的 二 次 圭 该 怎样 计算 呢 ? 这 个 不 需要 太 费 力气 : 


| seoar 一 tan(Z) 十 C. 


sec(Z) + tan(z) 


化 


这 个 很 容易 计算 .不幸 的 是 , 对 于 更 高 次 窜 就 很 难 计算 了 . 基本 思想 是 把 sec2(z) 


提出 来 (这 同 我 们 以 前 处 理 过 的 tan(z 


— 


次 窘 很 相似 ) 用 分 部 积分 法 , 使 用 dv = 
sec2(z)dz 然后 把 v 设 为 sec(z) 次 宕 的 余下 部 分 . 这 也 就 是 说 v =tan(z)( 记 住 在 
这 里 不 需要 常数 项 ). 当 你 用 分 部 积分 法 时 , 自然 会 得 到 一 个 新 积分 ; 被 积 函 数 是 一 
个 sec(z) 的 更 低 次 究 乘 以 tan2(z). 我 们 需要 再 一 次 使 用 tan2(z) = sec*(x) 一 1 并 


得 到 两 个 积分 . 它们 中 的 其 中 一 个 是 原始 积分 的 倍数 ! 你 需要 把 这 个 放 回 到 等 式 
的 左边 . 另 一 个 是 关于 sec(z) 的 更 低 次 容 , 你 需要 重复 整个 过 程 直到 | sec(z)dz 或 


Jsec2(z)dqz 被 剩 下 , 我 们 已 经 知道 这 两 个 积分 的 结果 了 . 


这 是 一 个 技术 上 的 解释 . 让 我 们 看 一 个 很 难 对 付 的 例子 : 计算 | secs 


1 


Yt 


先 把 sec2(z) 提出 来 , 像 这 样 : 
sees (ar = | se sec? (x)dzx. 


职 分 , 我 们 得 到 


现在 , 我 们 通过 分 部 积分 法 得 至 


= 


| =w -|oa 


dv du 


| ea sec2(z)dz = sec4(z)tan(z) 一 | atae on tan(Z)dz . 


让 我 们 看 等 式 右 侧 的 积分 , 它 可 以 被 写 为 


4 | sec4(z)tan2(z)dz = 4 | sec (x)(sec? (2) — 1)dz 


一 4 (| sec6(zZ)dz 一 | eu) 
把 这 些 放 到 一 起 , 我 们 有 


| ssGoar = sect(z)tan(z)—4 | sec6(Z)dz 十 和 | sec4(Z)dz. 


du = 4sec3(z)jsec(zjtan(z)dz = 4sec4(z)tan(z)dz 和 vw = tan(z). 


(z)dz. 我 


现在 , 使 用 分 部 积分 法 , 设置 v = sec4(z), dw = sec2(z)dz. 通过 对 久 求 导 和 对 dv 求 


现在 让 我 们 进入 吸引 人 的 一 步 : 把 第 一 个 积分 从 等 式 的 右 侧 移 到 等 式 的 左 侧 : 


| 


© 
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5 | sec6(z)jdz = sect(x) tan(7x) 十 和 | sect(z)dz. 
等 式 的 两 侧 同 时 除 以 5 可 得 
| sees (ar 一 sect tan(Z) 十 | seaoar 
我 们 做 完了 吗 ? 还 没有 , 我 们 仍然 需要 计算 「sec4(z)dz! 我 们 不 得 不 重复 刚才 
的 全 过 程 . 这 儿 正 是 你 需要 重复 上 述 步骤 的 地 方 . 如 果 你 没有 计算 错误 , 会 得 到 
ee (x)dz = 3 sec? (z) tan(z)+ 3 eee (zx)dzx. 
现在 我 们 需要 计算 | sec?(z)dzx, 现在 我 们 已 经 把 情况 转移 到 了 我 们 力所能及 的 
程度 一 一 它 的 结果 是 tan(z)+C, 我 们 以 前 见 过 的 . 再 把 这 些 都 合并 到 一 起 , 我 们 
有 


= 


| scr)as 尘 ssect(2) tan(z) 十 = (3 sec2(z) tan(z) 十 3 nt】 + 


二 Ssect(z) tan(z ) 二 和 see (zZ)tan(z) + 地 tan(z )+C. 


很 好 , 尽管 我 们 费 了 很 大 的 劲 , 但 我 们 已 经 算出 了 结果 . 看 , 解决 带 有 tan(z) 和 
sec(2) 的 暴 的 题目 的 基本 思想 是 , 先 降 2 次 需 , 然后 再 重复 计算 ， 继续 这 个 计算 直 
到 最 后 降 为 一 次 震 或 二 次 震 , 这 样 我 们 就 可 以 直接 计算 了 . 顺便 想 一 想 , 怎样 计算 


| dz ? 
cos6(Z) 
当然 , 我 们 可 以 把 它 写 为 |secs(z)dz( 我 们 刚刚 已 经 计算 出 结果 了 ! ). 那么 这 个 积 
分 怎样 计算 呢 ? 
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cos3(Z) 
分 母 可 以 改写 为 1 一 cos?(z)， We 分 分 成 两 个 积 2 
sin2(z) 1 一 cos? 
| ;dz=| oe dr = [eole Be 7r)dz. 


ee sec(Z) 的 次 贤 的 积分 了 . 
19.2.4 ”cot 的 过 


我 们 可 以 用 tan(z) 的 震 的 方法 来 解决 它 的 问题 . 可 以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 把 
cot2(z) 改写 : 


cos2(z) = csc2(z) 一 1， 
设置 += cot(z) 时 , 有 dt= 一 csc2(z i 请 注意 , 不 要 忘记 负 号 ! 现在 多 做 一 些 
题目 来 练习 . 例如 , 试 着 计算 cots(z)dz, 用 这 个 结果 去 和 19.2.2 节 中 | tans(zx)dz 
的 结果 进行 比较 . 你 会 发 现 它 i 


| 


a 
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19.2.5 csc 的 过 

计算 这 个 就 像 计 算 sec(z) 的 圭一 样 . 你 可 以 把 csc2(z) 提出 来 , 然后 用 分 部 积 
分 法 , 使 用 dv = csc2(z)dz. 请 注意 : 现在 有 w= 一 cot(z), 而 du 也 有 一 个 负 号 , 这 
是 你 需要 注意 的 地 方 . 再 一 次 提醒 多 做 些 练习 . 如 果 计 算 fcsc5(z)dzx, 用 这 个 结果 
和 [ secs(z)dz 的 结果 相 比 较 , 你 会 看 到 更 多 相似 的 地 方 . 
19.2.6 ”递归 公式 

这 后 四 节 的 方法 都 是 把 三 角 函 数 的 容 降 低 2 次 , 然后 重复 计算 . 例如 , 在 19.2.2 
节 中 , 我 们 看 到 可 以 通过 提出 tan2(z) 然后 用 sec2(z) 一 1 替代 它 来 求解 tan(z) 的 
窜 的 积分 . 让 我 们 尽量 把 这 个 方法 总 结 出 来 . 首先 , 我 们 来 计算 | tan"(z)dz, 让 我 
们 给 它 起 个 名 字 : 五 (对 于 整数 n). 也 就 是 说 

J | ann (oar 


我 们 已 经 知道 
1o= | ian?)as = | ldz 一 Z 十 C 〇 ， 
万 一 | aoaz 一 一 nlcos(z)| 二 C. 


当 n > 2 时 , 我 们 可 以 从 tan”(zx) 中 提取 tan2(z), 这 样 tan"-2(z) 就 被 剩 下 了 ; 这 
时 我 们 可 以 使 用 三 角 函 数 公式 把 这 个 积分 分 
大 三 | ian" (yar 所 | aa tan2(z)dz = | aa (sec2(z) 一 1)dz 


二 | aa sec2(z)dz 一 | rian? (war 


在 等 式 右 侧 的 第 二 个 积分 ftan"-2(z)jdz 就 是 _2; 对 于 第 一 个 , 如 果 设 置 t= 

tan(z), 你 会 得 到 dt = sec2(z)dz, 这 个 积分 就 变 为 | 如 -2d#b 它 的 结果 为 t?-1/(n 一 

1) 十 C. 用 tan(z) 回 代 也 这 样 我 们 证 明了 

I = 
= 


我 们 没有 必要 写 常数 , 因为 六 和 2 都 是 不 定 积分 ,上述 方程 被 叫做 递归 公 
式 , 因为 它 帮助 我 们 把 整数 n 降 到 一 个 更 小 的 数 m -2 

让 我 们 看 看 怎样 使 用 这 个 公式 计算 「tans(zydz, 这 就 是 ,所 以 把 n=6 代入 
这 个 递归 表达 式 , 有 


tan" (x) — 1,_2. 


Te 一 stan(2) J 
很 好 , 我 们 需要 知道 五 . 让 我 们 再 次 使 用 递归 公式 , 这 次 n=4: 
14= 3 tans(z) — J. 


二 部 分 
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我 们 再 用 一 次 递归 公式 , n =2: 
l= itan(z) — Jo= tan(z) -z+0, 
在 这 个 结果 里 我 们 使 用 了 Xo. 现在 我 们 知道 了 五 , 我 们 可 以 回去 求解 五: 
Li==-tan(r)— J-= 3 tan? (zx) —tan(z)+ z+C. 
最 后 可 以 求解 我 们 要 计算 的 积分 J6 了 : 
ja (x)dz = 16 = = tan’(x)— = s tans(2) 一 3 tan (7)+tan(z)— z+O 
这 同 我 们 19.2.2 节 中 的 答案 是 一 样 的 . 现在 把 这 个 方法 应 用 到 求解 正 割 、 余 害 
和 余 切 的 容 的 积分 当中 去 , 只 需要 把 它们 重 写 为 递归 公式 . 
这 个 方法 对 于 定 积 分 也 适用 .例如 计算 定 积分 [2 coss(z)dz 的 值 . 像 19.2.1 
对 于 这 道 题 用 这 个 公式 可 能 会 很 麻烦 . 


节 中 介绍 的 那样 ,你 应 该 使 用 倍 角 公 式 , 但 


(不 信 你 可 以 试 试 ! ) 相反 , 我 们 设置 
/ 
=| om "(Z)dq7 


百 要 求 18. 现在 的 技巧 是 我 们 需 


T/2 T/2 
cos" (zx)dz = | cos™-1(zx) cos(zx)dz. 
0 
cos"-1(z), dv = cos(z)dz. 这 也 就 是 说 , v =sin(z) 


出 一 个 因子 cos(z), 像 这 样 


并 且 要 记 住 我 们 最 


全 二 | 
现在 使 用 分 部 积分 法 , 设置 v 
(更 多 的 关于 分 部 积分 法 请 参考 18.2 节 .) 我 留 给 你 去 证 明 
T T/ 
L = cos (sin +| i 2(z) sin2(z)dz 
0 
如 果 n zz 2, 这 时 在 等 式 右 侧 的 表达 式 的 结果 是 0, 因为 cos(ry/2) = 0, sin(0) = 
0. 另 一 方面 , 在 积分 中 我 们 可 以 用 1 - cos2(z) 替代 sin?(x), 可 得 到 
“2(x)(1 一 cos2(z))dz 
/2 


T/2 
| (nC— 1)cos” 
cos” (x)dz. 


0 
/2 
cos™ 2(z)dz — (n—1) | 
0 


我 们 得 到 了 什么 ? 很 好 , 请 注意 这 后 两 个 积分 分 别 是 六 -。 和. 所 以 
=n D2 nD. 
通过 把 等 式 两 端 同时 加 (n 一 1) 再 被 n 除 , 我 们 得 到 了 这 个 递归 表达 式 : 
= 一 a 
门 正在 求 Is 的 解 , 所 以 通过 一 次 又 一 次 的 使 用 上 


这 应 该 使 我 们 的 计算 更 容易 ! 我 们 了 
台 , 然后 是 n =6, 接 下 来 n =4, 最 后 是 n =2, 这 时 我 们 得 到 


述 公 式 , 从 n =8 开始 , 然 
7 7 5 7 5 3 7 5 31 
3 8 86 86 4 86 4 20 
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现在 我 们 需要 计算 ho. 因为 cos? 的 结果 是 1, 我 们 有 多 1dz = /2. 化 简 上 
述 分 式 , 我 们 已 经 证 明了 
人 7.5.3.1 A 35r 
8(x)dzr = a 
| 0 
作为 我 们 辛苦 计算 的 奖励 , 我 们 可 以 容易 的 计算 出 人 cos"(z)jdz 的 值 (对 于 
任何 正 整数 n). (为 了 计算 奇 次 容 的 值 , 你 有 必要 知道 万 人 cos(zjdz = 1.) 
顺便 说 一 下 , 递归 公式 不 必 使 用 三 角 公 式 . 例如 , 如 果 计 算 
J | weras, 
这 时 你 需要 用 到 分 部 积分 法 , 通过 设置 v = x",dv = ezdz( 所 以 有 vv = ez) 去 计算 
Tn 一 2me2 一 | 二 人 
这 样 有 了 递归 公式 五 = zzez 一 nh_1. 顺便 说 一 下 , 这 次 我 们 是 用 到 -1 来 表示 /， 
而 不 像 前 儿 个 三 角 函 数 的 例子 用 I_s 来 表示 1. 所 以 在 这 个 链 式 的 最 后 你 仅仅 需 
要 知道 ho, 不 难 发 现 万 = erdz 一 ez 十 C. 
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现在 让 我 们 看 看 怎样 计算 关于 二 次 函数 平方 根 的 奇 次 暴 的 积分 ,这 是 一 些 
型 的 例子 : 


2 
基本 思想 : 有 三 种 情况 , 分 别 为 2 一 22、 避 十 2、z2?2 一 a?, 在 这 里 a 为 常数 . 例 
如 前 面 的 这 个 积分 是 z2 - a? 当 a =2 时 的 情况 , 第 二 个 积分 是 o2 一 z? 当 a=3 时 
的 情况 , 第 三 个 积分 是 当 a = V15 时 z2 +a2 的 情况 . 这 三 种 情况 都 要 求 不 同 的 换 
元 法 . 大 多 数 的 情况 , 在 替代 法 之 后 , 你 都 会 得 到 一 个 关于 三 角 函 数 的 寡 的 被 积 
数 , 这 正 是 我 们 在 前 几 节 见 过 的 . 让 我 们 一 次 研究 一 种 情况 的 积分 , 然后 在 最 后 总 
结 整 个 情况 . 

19.3.1 类 型 1: Va? 一 zx? 

如 果 你 遇 到 关于 Va? 一 x? 的 奇 次 窜 的 积分 , 正确 的 替代 法 是 使 用 x = asin(9). 
(如 果 你 喜欢 也 可 以 使 用 x = acos(9) 做 代 换 , 但 这 并 没有 任何 优势 , 所 以 我 们 依然 
坚持 sin. ) 原因 是 这 个 替代 法 是 很 有 效果 的 : 
a2 一 22 一 ao--a2sin2(0) = a?(1 — sin?(0)) = a? cos2(0)， 
现在 你 能 容易 的 求 一 个 平方 根 . 请 记 住 , 如 果 你 正 把 变量 从 z 改 到 9, 那么 你 就 
从 以 z 为 变量 转 到 了 以 0 为 变量 的 积分 ， 也 就 是 说 , 积分 符号 里 的 每 一 个 x 都 


TS 
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要 用 0 来 表示 . 具体 地 , 我 们 需要 用 带 有 0 的 变量 以 及 db 表示 dz 没 问题 一 一 
仅仅 需要 对 方程 x = asin(9) 求 积 分 就 可 以 得 到 dz = acos(0)d6. (这 种 类 型 的 替代 ， 
在 18.1.2 和 18.1.3 节 中 讨论 过 , 但 当时 是 以 x 为 变量 而 


不 是 以 这 个 替代 变量 求解 .) 无 论 如 何 , 现在 我 们 的 积分 是 
| 以 0 为 变量 , 但 在 最 后 我 们 需要 再 换 回 到 以 x 为 变量 的 
J] ”积分 . 为 此 , 我 们 画 一 个 其 中 一 个 锐角 是 9 的 正三 角形 将 

图 19-1 


会 是 很 有 帮助 的 (如 图 19-1 所 示 ). 
我 们 知道 sin(9) = z/a, 所 以 我 们 能 填充 这 两 个 边 的 边 长 
(如 图 19-2 所 示 ). 
最 后 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 得 第 三 边 边 长 为 Va2 - z2, 所 以 我 们 能 完成 这 个 三 角 
(如 图 19-3 所 示 ). 


了 pa 


图 19-2 图 19-3 
现在 我 们 使 用 这 个 三 角形 能 很 容易 的 计算 出 cos(0)、tan(9) 或 其 他 任何 关于 9 的 三 
角 函 数 的 值 , 所 以 会 方便 地 转换 回 到 以 z 为 变量 的 积 4 

让 我 们 看 看 它 怎样 应 用 于 实践 . 我 们 来 使 用 刚才 的 例子 : 
2 
| EEE = dz. 
我 们 可 以 通过 设置 x = 3sin(b) 来 完成 替代 , 所 以 dz = 3cos(0)d0.， 同时 我 们 
也 看 到 9 一 xz? 二 9 一 9sin?(0) = 9cos?(9). 所 以 这 个 积分 为 


3sin(0))? te | 
| es .3cos(0)d0 = 下 | 2 cos(0)d0 = jian (0)d0， 


因为 93/2 = 27. 现在 我 们 使 用 19.2.2 节 中 的 方法 可 得 We 0 
| ian?(0)a = |eee (0)—1)d0 =tan(0)—0+C. d 
V 9 一 22 
现在 我 们 需要 做 的 是 换 回 到 以 x 为 变量 的 状态 ， 因 为 科 
sin(0) = Z/3, 这 个 相关 的 三 角形 如 图 19-4 所 示 . 


从 这 个 三 角形 中 可 得 tan(9) = z/VS 二 殉 ， 同 时 , 因为 sin(g) = z/3, 我 人 有 0 = 
sin-1(z/3). 把 这 些 换 回 到 答案 中 , 我 们 得 到 


或 于 


02 ba A 
| a = rr (3)+C. 
如 果 不 使 用 三 角形 , 你 可 能 会 把 tan(9) 写 为 这 样 繁琐 的 形式 : 
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Te 化 
tan (sin ! (3)) 
但 我 希望 你 能 认可 我 们 得 到 的 答案 . 
在 我 们 讨论 类 型 2 之 前 , 你 看 到 我 们 在 这 里 有 些 大 意 了 吗 ? 我 们 需要 计算 出 和 
(9cos?(0)), 但 仅仅 说 它 等 于 27cos3(0)， 当然 93/2 = 27, 但 这 就 能 说 明 (cos? 
(0))3/2 = cos3(9) 吗 ? 实际 上 仅仅 当 cos(9) > 0 时 才 成 立 ， 问 题 是 对 一 个 数值 
求 它 的 3/2 次 容 , 实际 上 要 求 这 个 数值 的 平方 根 . 的 确 对 于 任何 正 数 4, 我 们 有 
43/2 = (412)3 = (VA)3. 所 以 我 们 真 的 应 该 写 为 
(cos2(0))3/2 = (Veos2(0))3 = | cos3(0)|. 
笠 运 的 是 这 个 绝对 值 对 于 类 型 1 和 类 型 2 没有 必要 (但 对 类 型 3 就 不 是 这 样 
了 ), 所 以 我 们 所 做 的 一 切 是 正确 的 . 这 个 观点 将 会 在 19.3.6 节 中 详细 讨论 . 
19.3.2 ”类 型 2: Vzz 十 az 
如 果 一 个 积分 是 关于 Vz2 十 a? 的 奇 次 震 , 那么 正确 5 
的 替代 是 x = atan(9). 这 种 方法 很 有 效果 , 因为 r 
2Z2 十 a2 一 atan2(0) 十 ao = a(tan2(0)+1)= a2sec2(0). 
并 且 我 们 需要 知道 dz = asec2(0)d0. 因为 tang = z/a, 这 图 19-5 
个 三 角形 如 图 19-5 所 示 . 
现在 我 们 来 看 这 个 例子 : O 
| +15)-5/2dz. 
这 里 使 用 替代 方法 , 设置 x = V15tan(9). 我 们 有 dz = V15sec2(0)d0, 并 且 注 意 
zZ2 十 15= 15tan2(9) 十 15 = 15sec?2(9). 这 个 积分 变 为 
151/2 
155/2 
= (15) | eeoao 


| sec2(0))-5/2V15sec?(0)d0 = | see sec2(0)d0 


er 


(我 们 又 再 一 次 的 做 了 一 件 有 风险 的 事情 : 我 们 用 15-5/2sec-5(0) 替 代 (15secX9) 5/2， 
完全 忽略 了 绝对 值 符号 . (如 果 你 提前 阅读 了 19.3.6 节 , 就 知道 其 中 的 原因 了 .) 我 
们 仍然 需要 计算 15-? cos3(0)d0. 让 我 们 使 用 19.2.1 节 中 的 方法 . 我 们 注意 到 被 积 
函数 是 cos(9) 的 奇 次 宕 , 所 以 我 们 找到 了 方法 , 提出 一 个 cos(9) 项 , 这 时 用 sin(bg) 
做 换 元 : 


(15) 一 ? | ceodv = (15)™? ja 一 sin2(9)) cos(0)d0 


= (15)™? (aa 一 = 十 'C. 
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(这 里 我 忽略 了 换 元 的 细 市 我 确信 你 能 自己 做 出 这 道 


题 . ) 现在 , 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 因为 tan(9) = z/vV15， 


A 可 得 到 如 图 19-6 所 示 的 三 角形 . 
2 z 从 这 个 三 角形 中 , 你 能 简单 的 发 现 sin(0) = z/Vz2 二 15, 也 
就 是 说 
15 
图 19-6 


| 十 15)-5/2dz = (15)-? (mg 一 = +C 


= 喜 省 十 C 
225 ( 却 二 15 3(z2 十 坷 厂 ) 
(你 知道 为 什么 sin3(9) = z3/(z? 十 15)3/2 吗 ? 仅仅 把 里 面 的 sin(g) 用 z/(z2 +15)3 
替代 即 可 .) 
19.3.3 ”类 型 3: Vz? 一 a? 
最 后 关于 Vz? 一 a? 的 奇 次 寡 的 情况 怎样 呢 ? 这 个 正 


确 的 奉 代 是 z = asec(9), 因为 了 | 二 
2Z2 一 a2 一 a2sec2(0) 一 a2 = a2(sec2(0) — 1) = a2tan2(0)， | 


尔 能 容易 地 发 现 平 发 根 . 为 了 做 这 个 替代 , 我 们 也 需要 这 
个 事实 dz = asec(g)tan(0)d0. 因为 sec(0) = zx/a, 这 个 三 


角形 如 图 19-7 所 示 . 
例如 , 计算 


| dz 

Z3VZ2 一 人 

设置 z = 2sec(0), 所 以 我 们 有 dz = 2sec(g)tan(0)dg,z2 一 4 二 4tan?(9), 这 个 积分 
变 为 


| 2 sec(0) tan(0) a0=| 2 sec(0) tan(0) 3 
(2sec(0))3V4tan2z(0) J 8sec3(0) x 2tan(0) 


从 二 让 
= | = | (0)d0. 


实际 上 如 果 这 次 用 2tan(9) 替代 V4tanz(5), 那 就 大 错 特 错 了 ; 像 我 们 将 要 在 
19.3.6 节 中 看 到 的 那样 , 只 有 在 x >0 的 时 候 才 是 正确 的 . 所 以 让 我 们 做 那个 假设 . 
现在 我 们 需要 计算 专 j cos?(9)d9. 因为 cos 是 偶 次 究 , 所 以 我 们 需要 使 用 19.2.1 节 
的 倍 角 公式 ; 

0 sin(20) 


人 2 ji 
一 0 一 二 | 一 (1 20))d0 = | 
| cu (0d 3| a + cos(20))d0 = i + 


很 好 , 我 们 只 需要 再 回 到 以 z 为 变量 的 状态 . 这 里 有 一 个 小 陷阱 , 让 我 们 使 用 三 角 
形 (如 图 19-8 所 示 ) 来 帮助 我 们 计算 . 


FO. 
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问题 是 我 们 需要 知道 sn(20) 的 值 . 为 了 计算 这 个 数值 , 我 
们 和 需要 使 用 三 角 公 式 : 


sin(20) = 2 sin(0) cos(0). 
这 时 我 们 使 用 上 述 三 角形 可 知 sin(9) = Vx? 一 4/x, cos(9) Y 一 4 


= 2/z, 再 把 它们 带 回 到 原 结果 中 , 可 得 
dz 1 i 1 Vri2—4 2 | 
eC ( ) .9. ee 
Z3Vz2 一 4 16 2 32 就 加 
1 -1/7 v2—4 
16 8 (3) Bz | CO. 


请 记 住 , 仅 当 xz > 0 时 才 成 立 . 在 19.3.6 节 中 我 们 将 会 重新 审视 这 个 例子 一 一 
考虑 zx < 0 的 情况 . 
19.3.4 配方 和 三 角 换 元 法 
现在 , 在 我 们 总 结 这 种 方法 之 前 还 有 一 点 需要 说 明 . 有 时 , 你 可 能 需要 求解 关 
于 V 土 ?十 ax 十 b 的 奇 次 容 的 积分 . 也 就 是 说 , 你 现在 有 了 az 的 线性 表达 形式 , 这 
样 情 况 就 复杂 了 . 求解 这 个 积分 的 方法 很 简单 : 我 们 可 以 配方 , 然后 做 替代 得 到 我 
们 刚才 介绍 的 三 种 情况 . 例如 , 计算 

| 一 47 十 19)-5/2dz， 
首先 配方 (参照 1.6 节 的 配方 方法 ): 

Xz2—4r+19= (72—4z+4) -4+19=(z— 2)2+15. 

所 以 我 们 要 计算 的 积分 实际 上 是 这 种 形式 : 

| _2)2 4+ 15)-5/2dz. 
现在 设 t= xz-2, 所 以 dt=dz, 那么 这 是 一 个 以 上 为 变量 的 积分 了 : 

|e 十 15)-5/2qt， 

这 样 我 们 得 到 了 一 个 在 19.3.2 节 中 已 经 计算 过 的 积分 ! 该 题目 的 答案 是 (再 换 回 到 
以 t 为 变量 的 状态 ): 


1 t 2 el 
225 ( 款 十 15 3( 妇 十 ry ) BE 
用 z-2 蔡 代 +, 我 们 看 到 


| 一 4z 十 19)-5/2dz = 


1 ( Z 一 2 (Z 一 2)3 ) | 
225 \ Vi3— A7419 3(x2—4r+19)32) 
这 种 方法 的 准则 是 , 带 有 一 次 项 的 二 次 函数 可 以 通过 配方 然后 再 换 元 的 方法 求 


| 
结果 . 


em 


™ 


| 
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19.3.5 ”关于 三 角 换 元 法 的 总 结 
为 总 结 我 们 刚才 使 用 过 的 三 种 类 型 的 积分 , 让 我 们 使 用 一 个 表格 : 


类 型 1: Va? 一 Z2 类 型 2; Vz? 十 a? 类 型 3: Vz2 一 a? 
Set x = asin(0) Set x = atan(0) Set x = asec(0) 
dz = acos(0)d0 dz = asec2(0)dq0 dz = asec(0) tan(0)d0 
a2 — xz? = a? cos?(0) 2Z2 十 a2 = a? sec?(0) 7X2 — a? = a? tan?(0) 
Sy 
a LX 
y 化 7 7 
| es 
Va2 一 22 a - a 


下 一 节 我 们 将 要 介绍 当 遇 到 az cos?(9) 和 a? tan?(9) 情况 时 , 什么 时 候 (为 什 
么 ) 可 以 去 掉 绝 对 值 符号 . 它 是 当 你 第 一 次 遇 到 这 种 情况 时 , 你 可 能 想 去 忽略 它 , 但 
后 来 不 得 不 回 过 来 重新 考虑 的 问题 . 


19.3.6 “平方 根 的 方法 和 三 角 换 元 法 


我 们 以 前 提 及 过 , 这 一 节 可 能 会 有 些 繁琐 .你 还 跟 得 上 吗 ? 很 好 , 现在 我 们 回 
到 类 型 1. 我 们 直接 把 Va3cos2(0) 化 简 为 acos(0), 完全 忽略 cos(9) 的 绝对 值 . 实 
际 上 当 我 们 写 z = asin(0) 时 , 我 们 实际 上 是 说 0 = sin :(z/a). 
但 9 在 哪里 呢 ? 很 好 , 从 10.2.1 节 中 , 我 们 知道 sn-: 的 范围 是 一 /2,m/3; 这 
也 就 是 说 0 是 在 第 一 或 第 四 象限 , 所 以 cos(b) 一 直 都 是 非 负 的 . 在 此 我 们 不 需要 任 
何 绝对 值 符号 ! 
对 于 类 型 2 也 是 同样 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 把 Ya? sec2(9) 化 简 为 asec(9). 
我 们 可 以 不 使 用 绝对 值 吗 ? 我 们 设置 x = atan(9), 所 以 0 = tan -1(z/a)， 因 为 
tan-! 的 值 域 是 (x/2, x/2), 所 以 这 次 的 0 在 第 一 或 第 四 象限 . 这 也 就 是 说 sec(9) 
直 都 是 正 的 , 所 以 此 次 我 们 不 需要 绝对 值 符号 . 
晶 对 于 类 型 3, 我 们 就 不 这 么 走运 了 . 这 次 我 们 需要 化 简 Va?tan>(9), 但 它 的 
结果 不 一 定 为 atan(0). 你 看 , 因为 x = asec(0), 我 们 有 0 = sec -1(x/a). 如 果 你 看 
看 10.2.4 节 , 你 会 发 现 sec-! 的 值 域 是 [0,7], 但 不 


元 A 包括 x/2 这 一 点 . 所 以 9 是 一 二 象限 的 角 , tan(9) 
“““”“” ， 即 可 能 为 正 也 可 能 为 负 . 但 至 少 它 同 x 有 着 同样 的 


TS 


a 符号 , 你 可 以 通过 yy = sec-!1(x) 的 图 像 来 判断 . 
图 19-9 所 以 当 z >0 时 , 我 们 可 以 认为 Va2tan2(0) = 


atan(9). 但 男 一 方面 , 当 x < 0 时 , 我 们 需要 写 为 
一 atan(9). 在 这 种 情况 下 , 三 角形 如 图 19-9 所 示 . 
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我 很 同意 一 个 三 角形 有 两 个 边 是 负 的 (分 别 是 x 和 一 Vx? - a2), 这 确实 有 些 
怪异 , 但 这 却 是 一 个 很 好 的 帮助 我 们 记忆 的 工具 , 因为 这 个 三 角 函 数 的 所 有 符号 都 


是 正确 的 . 在 我 们 19.3.3 节 的 例子 


| dz 
Z3V2Z2 一 4 
中 , 我 们 知道 当 x >0 时 , 这 个 积分 的 结果 为 


所 sec- 1 (3) 十 0 十 C 
( 当 z >0 时 , x 实际 上 要 大 于 2, 和 否则 在 分 子 中 的 Vz2 -4 这 一 项 就 失去 意义 了 .) 
现在 让 我 们 重新 计算 当 x <0 时 的 情况 . 我 们 仍然 设置 x = 2sec(0), 但 是 现在 我 们 
要 用 -2tan(9) 替代 V4tan?(9). 这 同 之 前 唯一 的 不 同 就 是 负 号 : 
| dz | 2 sec(0) tan(0) 
Xz3V7?—4 (2sec(0))3V4tan’(0) 
2sec(0) tan(O0) 
| 8sec3(0) x (—2 tan(0)) 


= -ceao= 2 ) cos(0 
我 们 在 回 到 以 x 为 变量 的 状态 , 我 们 需要 使 用 一 个 
修正 的 三 角形 (如 图 19-10 所 示 ). A 
因此 实际 上 sin(9) = 一 Vx? 一 4/zx, cos(0) = 2/z. 注 
意 实际 上 sin(0) 是 大 于 零 的 , 因为 > <0. 我 们 现在 es 
在 带 回 到 原 积分 可 得 到 
dz 1 2 1 一 VZ2 一 4 2 | 
| 3) a 
1 2Z2 一 4 


三 le | B73 HC. 
这 x <0 时 的 答案 . 这 同 我 们 刚才 的 答案 几乎 是 一 样 的 , 只 是 sec 的 反 函 数 需 
一 个 负 号 . 当然 , 常数 C 同 z >0 时 的 C 是 不 同 的 . 为 什么 呢 ? 因为 我 们 正在 寻 
je 个 函数 使 它 的 导数 为 1/z3Vz? 一 4, 它 的 定义 域 为 (-00, 一 2)U (2,co). 所 以 它 
的 反 导 数 实际 上 分 为 两 部 分 , 每 一 部 分 可 由 另 一 部 分 上 下 平移 而 得 . 总 而 言 之, 完 
整 的 答案 是 


5 一 了 
| dz sec (3)+ 二 C1 当 z>2 时， 
z3V 4 1 x2—4 
了 一 半 | 1 
16 se° (3) 一 C。 当 >z < 一 2 时 . 
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其 中 Cl 和 Cs 是 不 同 的 . 实际 上 我 们 过 到 过 这 样 的 积分 , 例如 1/zdz, 它 的 
积分 结果 里 就 有 两 个 常数 . 参照 17.7 中 的 细节 . 在 实际 中 , 当 遇 到 类 型 3 的 问题 
时 , 我 们 常常 只 考虑 x >0 时 的 情况 . 这 样 可 以 使 我 们 避免 上 述 繁琐 的 情况 , 不 用 担 
心 取 平 方 根 符 号 . 但 当 x <0 时 , 你 需要 注意 更 多 细节 . 


19.4 ”积分 技巧 综述 


现在 , 我 们 介绍 了 很 多 种 计算 积分 的 方法 . 但 问题 是 , 给 出 一 道 计算 积分 的 题 ， 
我 们 应 该 使 用 哪 种 方法 呢 ? 有 时 这 不 容易 , 你 可 能 在 发 现 正确 方法 之 前 要 试 很 多 种 
不 同 的 方法 . 有 时 你 甚至 需要 把 多 种 方法 混合 在 一 起 . 这 是 一 些 帮 助 你 解决 问题 的 
技巧 . 
。 如 果 当 你 看 到 题目 时 , 会 发 现 一 种 显而易见 的 换 元 , 那 就 试 试 它 . 例如 , 如 果 
被 积 函 数 中 的 一 部 分 是 另 一 部 分 的 导数 , 那么 就 使 用 t 做 换 元 . 
。 如果 像 Yaz 十 5 这 种 形式 出 现在 被 积 函 数 中 , 像 在 18.1.2 节 中 那样 设置 
t= Vaz 十 六 
。 对 于 有 理 函 数 的 积分 (也 就 是 说 , 一 个 多 项 式 的 商情 况 ), 看 分 子 是 否 为 分 母 
导数 的 倍数 . 如 果 是 , 你 可 以 通过 设置 t= 分 母 来 计算 . 另外 也 可 以 使 用 部 
分 分 式 法 (参照 18.3 节 ). 
。 通 过 观察 后 如 果 发 现 没 有 什么 明显 的 替代 方法 , 可 使 用 这 一 章 介 绍 过 的 方 


冯 : 

e。 关于 V1 一 cos(zx) 或 V1+cos(z) 的 函数 : 在 这 种 情况 下 , 使 用 倍 和 角 公 
式 ; 

e 关于 1 一 sin2(z)、1 一 cos2(z)、1+tan2(z)、sec2(z) 一 1、csc2(zZ) 一 1 或 工 上 + 
cot?(z) 的 函数 : 在 这 些 情况 下 , 我 们 需要 使 用 毕 达 哥 拉 斯 公式 : sin2(z) 十 
cos2(zZ) = 1、tan2(z) 十 1 = sec2(z) 或 1+cot?(x) = csc2(z); 

。 关于 1 土 sin(x)( 或 与 其 相似 的 情况 ) 在 分 母 时 的 函数 : 在 这 种 情况 下 , 分 
子 分 母 同 时 乘 以 它 的 共 斩 表 达 式 , 然后 尽量 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 

e 关于 cos(mz) cos(nz)、sin(mz) sin(nz) 或 sin(mz)cos(nz) 的 函数 的 积分 : 

在 这 种 情况 下 , 使 用 积 化 和 差 公式 ; 

三 角 函 数 的 次 窘 的 积分 : 你 应 该 学 会 从 19.2.1 节 到 19.2.5 节 的 所 有 方法 . 

如 果 被 积 函 数 是 关于 Vz2 一 a? 或 这 种 形式 的 奇 次 容 的 情况 (例如 (z2 一 

a2)3/2 或 (一)52 等 等 ), 或 Vz2 十 oz 或 vaz - 22 或 是 这 两 种 情况 的 奇 

次 寡 形 式 , 那么 使 用 三 角 换 元 法 (但 要 先 校 验 是 否 有 明显 的 换 元 ). 如 果 二 次 

函数 包含 一 个 一 次 项 , 那么 先 配 方 . 更 多 细节 请 参照 19.3 节 . 

。 如果 被 积 函 数 是 一 个 乘积 的 形式 , 同时 也 没有 明显 的 蔡 代 可 用 , 那么 这 时 可 
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以 考虑 分 部 积分 法 . (参照 18.2 节 更 详细 的 介绍 .) 
。 如果 没 有 可 用 的 换 元 法 , 被 积 函 数 又 是 hn(z) 的 寡 的 形式 或 反 三 角 函 数 的 形 

式 , 那么 可 以 考虑 使 用 分 部 积分 法 . 在 这 种 情况 下 , 设 wu 是 In(z) 的 暴 的 形 

式 或 为 适当 的 反 三 角 函 数 . 例如 , 计算 

| x?) 273 

首先 校 验 没有 替代 法 可 用 ; 因为 没有 任何 灵感 , 所 以 让 我 们 用 分 部 积分 法 . 等 
一 下 , 它 不 是 乘积 的 形式 ! 再 等 一 下 , 商 也 可 以 写成 乘积 的 形式 ! 让 我 们 把 它 重 写 
为 


1 
2 
| ma 十 22) X za de, 


这 时 再 用 分 部 积分 法 , 设置 = ln(l + z2),du = (1/z2)dz. 现在 试 试 一 一 你 
会 得 到 答案 


lIn(1 2 
eg 
化 


即使 你 掌握 了 所 有 的 方法 , 如 果 你 不 做 大 量 的 练习 , 那么 遇 到 实际 问题 时 , 你 
还 是 会 陷入 混乱 . 确信 通过 大 量 的 练习 后 , 你 能 应 付 各 种 各 样 复 杂 的 积分 , 这 样 你 
才能 够 在 计算 中 有 自信 . 这 时 你 就 是 一 个 非常 好 的 积分 计算 者 了 . 
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这 是 一 个 很 难 的 话题 , 所 以 我 把 它 分 成 两 个 章节 来 讨论 . 本 章节 作为 反常 积分 
的 介绍 . 下 一 章节 将 会 给 出 更 详细 的 讨论 , 介绍 怎样 解决 关于 反常 积分 的 一 些 问 题 . 
如 果 你 是 第 一 次 阅读 本 章节 , 那么 你 应 该 读 明 白 这 里 的 每 一 个 知识 点 . 但 如 果 你 正 
在 准备 考试 , 我 建议 你 可 以 忽略 本 章节 , 但 请 注意 方 框 内 的 公式 和 标记 为 重要 的 部 
分 , 集中 精力 看 下 一 章 . 这 是 我 们 在 这 一 章 将 要 学 习 到 的 东西 : 

。 有 反常 积分 、 收 敛 和 发 散 的 定义 ; 

。 关于 没有 边界 区 域 的 反常 积分 ; 

。 关 于 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 、p 判别 法 和 绝对 收敛 判别 法 的 理论 基础 . 
在 下 一 章 中 我 们 将 要 再 次 介绍 这 四 种 判别 法 , 并 看 一 些 应 用 这 些 方法 的 例子 . 


20.1 ”收敛 和 发 散 
到 底 什么 是 反常 积分 呢 ? 在 第 16 章 , 我 们 见 过 积 4 
b 
| roar 

该 被 积 函数 如 果 在 [a, 9] 区 间 内 是 有 界 的 , 并 是 连续 的 (如 有 有 限 个 间断 点 也 可 )， 
那么 这 个 积分 是 有 意义 的 . 如 果 这 个 积分 有 无 限 多 个 不 连续 点 , 该 积分 也 可 能 是 有 
意义 的 (参照 16.7 节 中 的 例子 ). 但 如 果 函 数 f 不 是 有 界 的 , 情况 又 怎样 呢 ? 这 也 就 
说 当 z 在 区 间 [a, 9] 内 时 , 函数 f 的 值 越 来 越 大 (正方 向 或 负 方向 或 两 个 方向 )， 
函数 f 在 这 个 区 间 有 一 条 垂直 渐 近 线 时 会 出 现 这 种 情况 : 函数 在 渐 近 线 附近 的 
位 置 会 变 得 很 大 , 没有 界限 . 这 导致 上 述 积分 成 了 反常 积分 . 
即使 函数 f 是 有 界 的 , 也 有 一 种 不 同类 型 的 无 界 . 这 个 闭 区 间 [a, 中 实际 上 可 
能 是 无 界 的 一 一 如 [0，co)、[-7，co)、(-co, 3], 其 至 (00，o0). 这 也 使 这 个 积分 
为 反常 积分 . 

所 以 , 如 果 随 后 的 情况 出 现 , 该 积分 也 f(z)dz 就 是 反常 积分 : 
(1) 在 闭 区 间 [a, b] 内 函数 f 是 无 界 的 ; 
(2) b= %; 

(3) a = 一 co， 

从 现在 开始 让 我 们 集中 精力 研究 第 一 种 情况 ， 在 随后 的 20.2 节 我 们 再 研究 
后 两 种 情况 . 像 我 以 前 说 过 的 那样 , 如 果 一 个 函数 在 某 个 位 置 有 垂直 渐 近 线 , 那么 


HI 并 
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该 函数 在 这 个 位 置 是 没有 边界 的 , 尽管 有 时 可 能 会 有 一 些 奇怪 的 走势 . (例如 函数 
f(z) = 1sin (2), 当 z 趋 于 0 时 , 它 的 图 像 是 大 幅 振荡 的 .) 如 果 函 数 f(x) 在 > 接 
近 于 某 点 c 时 是 无 界 的 , 那么 我 们 说 该 函数 在 z = e 点 处 有 一 个 破裂 点 . 这 种 类 型 
的 大 多 数 情况 都 是 垂直 渐 近 线 ， 

所 以 当 我 们 的 函数 在 z = a 点 有 垂直 渐 近 线 时 , 让 我 们 看 看 这 种 简单 的 情况 . 
这 种 情况 如 图 20-1 所 示 : 


1 


图 20-1 
如 果 我 说 该 积分 | f(z)dx 是 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 (以 平方 为 单位 ), 那么 我 


是 在 说 谎 . 问题 是 该 块 区 域 一 直 延 伸 到 这 页 的 最 上 部 而 且 还 将 一 直 延 伸 下 去 . 由 于 
垂直 渐 近 线 的 原因 , 该 块 区 域 越 来 越 狭长 . 

于 该 块 区 域 不 停 的 向 上 延伸 , 那么 该 块 面积 是 无 限 的 , 这 个 结论 是 正确 的 吧 ? 
不 一 定 . 如 果 该 区 域 足够 狭长 , 那么 一 个 数学 奇迹 会 出 现 , 该 块 面积 就 是 有 限 的 了 . 
为 了 研究 什么 情况 下 一 块 无 限 的 区 域 的 面积 会 是 有 限 的 , 我 们 需要 使 用 极限 思想 . 
这 是 基本 思想 : 设 s 是 一 个 很 小 的 正 数 ; 这 时 在 区 间 [a 十 ,8] 上 函数 f 是 可 积 的 ， 
办 为 函数 f 在 这 儿 是 有 界 的 . 你 将 会 得 到 一 些 有 界 的 数 . 现在 , 用 一 个 更 小 的 数 s 
去 重复 这 种 情况 , 你 会 得 到 一 个 新 的 有 限 的 数 . 这 种 情况 如 图 20-2 所 示 . 


人 
E ate 更 小 的 s 
图 20-2 
数 = 越 小 , 我 们 对 这 块 无 限 区 域 的 估算 就 越 接近 于 真实 值 . 这 说 明 我 们 应 该 
越 来 越 小 的 来 重复 这 个 过 程 , 看 是 否 当 s 一 0+ 时 , 我 们 会 得 到 一 个 极限 L. 如 果 
可 以 , 我 们 把 数 工 解释 为 我 们 正在 计算 的 这 块 区 域 的 面积 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 


LU 
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该 积分 用 f(z)dz 收 敛 于 数 埃 如 果 没 有 极限 , 对 于 这 块 区 域 , 我 们 不 能 找到 一 个 有 


意义 的 答案 , 那么 我 们 就 放弃 寻找 , 而 说 该 积分 是 发 散 的 . 注意 : 如 果 积 分 不 是 反 


常 积分 , 那么 它 是 自动 收敛 的 ! 在 


FE 实 践 


FP, 只 要 这 个 函数 是 有 界 的 


x 间 [a, b] 是 


有 界 的 , 那么 就 可 以 说 : 这 样 的 积分 是 收敛 的 , 因为 它 甚 至 不 反常 . 它 仅 仅 是 一 些 
有 限 的 数 . 
现在 , 当 你 遇 到 在 > = a 的 破裂 点 时 , 这 是 关于 这 种 情况 的 总 结 : 
如 果 仅 仅 在 x 接近 于 a 点 该 函数 f(z) 是 无 界 的 , 这 时 设置 
b b 
| f(x)dz = dim, 展 f(x)dzx. 
在 此 假设 这 个 极限 存在 . 如 果 能 找到 这 样 的 极限 我 们 说 这 个 积分 收敛 ; 否则 我 们 说 


该 积分 发 散 . 就 像 其 他 的 极限 一 相 
图 像 上 下 振荡 , 这 个 极限 可 

这 带 我 们 认识 非常 重要 的 一 点 . 当 
一 个 非常 重要 的 事情 是 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 对 于 
不 是 很 重要 (假设 它 是 收敛 的 ). 在 实际 当中 
过 复杂 的 计算 求 得 收敛 值 . 如 果 积 


时 它 的 


由 于 极限 的 结果 可 能 为 ce 或 -co, 或 当 = 一 0+ 


全 已 
有 He 


个 


刀 


我 们 看 到 一 个 反常 积分 时 , 我 们 需要 知 


;这 


道 的 
FF 这 个 积分 的 收敛 值 是 多 少 却 
Pp, 如 果 你 知道 该 积分 是 收敛 的 , 可 以 通 


是 发 散 的 , 如 果 你 使 用 计算 机 帮助 估算 这 个 积 


分 值 , 那么 你 可 
下 振荡 . 


人 人 和 八 人 旭 
用 安 付 


人 到 


20.1.1 ”关于 反常 积分 的 一 些 例子 


考虑 这 两 个 和 


口 介 


意 想不到 的 结果 . 计算 机 还 不 能 真 1 


怕 


E 解 无 限 或 疫 久 


E 的 上 


SS 
| 5» 
这 两 个 积分 都 是 反常 积分 , 因为 它们 的 被 积 函 数 在 x = 0 点 都 有 垂直 渐 近 线 . 所 以 
我 们 可 以 使 用 刚才 盒子 里 的 公式 . 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 有 
1 1 l 1 1 

| 了 dz = sith | 了 dz 三 i ln al 三 Jim (In(1) 一 In(s)) = co. 
(我 们 使 用 了 这 些 性 质 : In(1) = 0, 当 = 一 0+ 时 mn(s) 一 -co.) 因为 我 们 得 到 的 答 
案 是 正 无 穷 , 所 以 这 个 反常 积分 jol / zdz 是 发 散 的 . 那么 第 二 个 积分 的 情况 又 如 
何 呢 ? 我 们 可 以 再 次 使 用 公式 , 我 们 有 

| [1 , 1 

外 = 中 IN 

我 们 得 到 了 一 个 有 限 的 数 , 所 以 这 个 积分 是 收敛 的 . 我 们 已 经 证 明了 这 个 积分 收敛 
于 2, 但 像 我 在 上 一 节 最 后 部 分 说 的 那样 , 我 们 对 收敛 值 不 是 很 在 意 . 我 们 主要 研 


九 已 征 


收敛 的 还 是 发 散 的 , 而 不 是 它 收 敛 于 多 少 . 


20.1 收敛 和 发 散 397 


我 们 刚才 都 得 到 了 什么 ?为 什么 反常 积分 1 / zdz 是 发 散 的 , 而 有 1 7 Vadz 
却 是 收敛 的 ? 毕竟 , 当 你 考虑 这 两 个 积分 时 , 它们 的 图 像 y = 1/z 和 = 1/V5 是 
非常 相似 的 (如 图 20-3 所 示 ). 

当然 ， 这 两 个 被 积 函数 是 不 同 的 ， 当 0< 
2 <l 时 ,1/z 比 1/Vzx 要 大 . 从 几何 角度 来 角 
释 , 1/V5 的 图 像 实际 上 比 1/ 的 图 像 更 接近 了 
y 轴 ， 可 以 说 1/V5 的 图 像 是 足够 接近 于 y 轴 
的 , 以 至 于 它 所 对 应 的 积分 是 收敛 的 ; 而 1/z 没 
有 那么 接近 于 y 轴 , 所 以 它 所 对 应 的 积分 是 发 散 
的 . 但 很 粮 糕 的 是 , 对 于 所 有 在 > = 0 点 有 渐 近 
线 的 函数 ， 很 难 区 分 哪个 函数 足够 接近 于 y 轴 ， 
哪个 足够 远离 于 y 轴 . 大 多 数 的 情况 , 你 需要 对 
每 个 积分 分 别 对 待 

这 里 有 一 点 非常 重要 . 假设 你 遇 到 这 样 一 个 反常 积 分 * f(z)dz, 它 的 被 积 函数 
只 在 xz = u 点 有 垂直 渐 近 线 , 你 仅仅 需要 知道 该 积分 是 收 全 的 还 是 发 散 的 , 这 时 
的 值 对 我 们 没有 影响 , 你 可 以 把 它 换 成 任意 大 于 a 的 有 限 的 数 , 只 要 你 不 选择 新 的 
垂直 渐 近 线 或 新 的 破裂 点 .要 知道 这 样 说 的 原因 , 首先 请 看 (根据 定义 ): 

b b 
| yu- 加 im f(z)dz, 
在 此 假设 这 个 极限 存在 . 现在 让 我 们 把 5 换 成 其 他 随便 的 什么 数 ,但 要 比 数 a 大 . 
如 果 函数 依然 在 z 二 a 点 是 破裂 点 , 这 时 我 们 有 
| rodaz= 加 | fear 


a 0 Q 十 = 
再 次 假设 极限 是 存在 的 . 我 们 可 以 在 x =5 点 把 最 后 一 个 积分 分 开 (在 16.3 节 我 
门 已 经 介绍 过 这 种 方法 了 ) 而 得 到 


c b c 
| f(x)dz = lim, 个 f(x)dz+ k run 
e 对 第 二 个 积分 没有 任何 影响 ; 实际 上 , 因为 函数 在 ”和 ce 点 之 间 是 有 界 的 , 那 
么 这 个 积分 收敛 于 一 个 数 M. 所 以 我 们 已 经 证 明了 
C b 
| f(x)dz = lim | f(z)dz+ M. 
a ate 


E 一 0 十 
如 果 右 侧 的 极限 存在 , 那么 积分 J? f(z)dz 收敛 . 增加 一 个 数 M 它 仍然 为 有 限 的 ， 
所 以 | f(z)dz 还 是 收敛 的 .如果 相反 极限 不 存在 , 这 时 增加 一 个 数 M 对 情况 也 
没有 影响 , 所 以 | f(z)dz 和 [< f(z)dz 同时 发 散 . 
我 们 已 经 证 明了 一 个 反常 积分 在 有 界 区 间 的 收敛 或 发 散 是 由 它 是 否 非 常 接近 


nn 


20-3 
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于 它 的 破裂 点 决定 的 . 在 具体 情况 下 , 因为 我 们 知道 积分 [61 / zdz 是 发 散 的 , 我 
们 也 可 以 得 出 
2] 100 ] 0.000 000 1 ] 
| 了 dz， | 了 dz， 人 工 dz 
所 有 的 这 些 积分 也 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 因为 1/ Vzdz 是 收敛 的 , 我 们 也 可 以 


说 
| 1 100 1 0.000 000 1 1 
1 ar | 
这 些 积 分 也 是 收敛 的 . 所 有 的 这 些 都 是 发 生 在 x =0 时 的 垂直 渐 近 线 附 近 . 
20.1.2 ”其 他 的 破裂 点 
对 于 积分 人 f(z)dzx, 如 果 函 数 记 仅 仅 在 积分 上 限 5 是 无 界 的 (而 不 是 a), 这 
时 我 们 可 以 应 用 刚才 用 过 的 方法 . 仅仅 的 不 同 是 这 次 我 们 需要 从 左 方向 而 不 是 右 
方向 趋 于 多 所 以 
如 果 仅 仅 在 x 接近 于 点 该 函数 是 无 界 的 , 这 时 设置 


0 一 人 


[ar= sm, | as, 


在 此 假设 这 个 极限 存在 ; 如 果 它 不 存在 , 那么 像 从 前 的 例子 一 样 , 它 是 发 散 的 . 
但 是 如 果 函 数 f 在 区 间 [a, 6] 内 有 无 界 点 c, 那 该 怎么 办 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 如 
甬 数 矿 仅 仅 是 在 该 区 间 (a, 5) 内 的 一 点 无 界 , 那么 我 们 需要 把 这 个 积分 分 成 两 


入 
六 加 


[sear 和 fer 
实际 上 我 们 知道 怎样 使 用 极限 定义 这 些 积分 一 一 使 用 刚才 盒子 里 的 公式 , 我 
们 可 以 发 现 上 述 积分 分 别 为 
C 一 E b 
lim I f(z)dx 和 lm | f(z)dz, 


E 一 0 十 十 < 

关键 点 : 只 有 当 这 两 部 分 的 积分 都 是 收敛 时 , 这 个 积分 用 f(z)dz 才 是 收敛 的 . 如 
果 任 何 一 个 发 散 , 那么 整个 积分 就 是 发 散 的 . 毕竟 , 你 怎样 能 把 一 个 不 存在 的 东西 
加 到 另 一 个 上 去 呢 ? 无 论 另 一 个 是 存在 还 是 不 存在 的 , 它 都 不 能 这 样 做 . 

这 个 例子 激发 了 我 们 第 一 个 方法 的 灵感 : 为 计算 反常 积分 , 如 果 必 要 , 把 它 分 
解 . 每 一 部 分 最 多 只 能 有 一 个 瑕 点 ,而 且 该 点 要 在 积分 的 上 下 限 上 (在 这 里 这 个 
瑕 点 指 的 是 无 界 点 , 但 在 后 面 的 章节 我 们 将 会 看 到 一 个 不 同 的 “ 瑕 点 ”而 该 点 不 是 
“无 界 点 ”.) 

例如 , 来 看 这 个 积分 
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3 1 
| CC 
我 们 看 到 这 个 被 积 函数 的 瑕 点 是 = 0,，1,2 和 -1、 最 后 这 个 点 对 我 们 的 计 
算 没 有 影响 , 因为 我 们 的 积分 区 间 仅仅 是 在 0 到 3 之 间 , 但 另外 三 个 却 很 重要 . 我 
们 需 要 在 这 上 了 点 之 辣 才 择 -此 类 我 们 可 能 会 过 1/2 和 3/2, 因为 它们 对 我 
们 的 计算 不 会 产生 影响 , 现在 我 们 需要 把 原始 的 积分 分 成 下 列 5 个 积分 : 


n=| dz, 


,re et De | 
3/2 1 2 1 
5=] EE CE | 


3 1 
J | 2 有 全 二 
注意 这 五 个 积分 的 瑕 点 都 不 超过 一 个 , 而 且 这 些 点 都 在 积分 的 上 下 限 的 位 置 . 
入 家 这 和 访 i 而 和 荆 的 瑕 点 在 积分 的 上 限 . 原始 
积分 收敛 的 唯一 可 能 性 是 从 五 到 到 这 5 个 积分 都 是 收敛 的 如果 它们 都 是 收敛 
,那么 积分 了 的 人 是 从 五 到 五 的 和 (实际 上 , 这 5 个 积分 没有 一 个 是 收 全 的 
在 21.5 节 , 我 们 将 会 看 到 为 什么 这 样 


dz. 


my 


— 


20.2 ”关于 无 穷 区 间 的 积分 


现在 我 们 将 要 研究 当 积 分 上 下 限 有 一 个 或 同 是 无 穷 时 的 情况 ; 这 也 就 是 说 积 
分 区 间 是 无 界 的 . 为 计算 


| faa, 
其 中 a 是 常数 , 函数 f 在 区 间 [a, co) 没有 破裂 点 , 让 我 们 使 用 另 一 个 极限 的 方法 . 
这 次 , 我 们 对 [a, N] 区 间 求 积分 , 其 中 N 是 个 很 大 的 数 . 这 会 给 出 我 们 一 个 非常 好 
的 值 且 是 有 限 的 . 我 们 可 以 重复 这 个 过 程 , 但 随 着 N 值 的 增 大 我 们 可 能 会 有 不 同 
的 计算 结果 . 继续 计算 , 看 最 后 的 积分 结果 到 底 是 多 少 . 如 果 极限 确实 存在 , 那么 这 
个 积分 是 收敛 的 ; 否则 它 就 是 发 散 的 . 用 符号 来 表示 , 我 们 可 以 定义 为 


N 


[ar= jim | sa, 


在 此 假设 这 个 极限 是 存在 的 ; 在 这 种 情况 下 , 这 个 积分 是 收敛 的 ; 否则 它 是 发 散 的 . 
同 20.1.1 节 中 最 后 描述 的 原因 是 一 样 的 , a 的 值 同 计算 结果 没有 什么 关系 . 所 以 只 
要 你 不 重新 选择 函数 f 的 无 界 点 , 那么 a 的 值 对 广义 积分 的 收敛 还 是 发 散 没 有 任 
何 影 响 . 仅 仪 需 要 考虑 的 问题 是 当 z 非常 大 时 , 函数 f(z) 的 走势 怎样 . 
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如 果 在 区 间 (-co, 外 函数 f 没有 其 他 的 破裂 点 , 我 们 可 以 使 用 相似 的 定义 , 这 


时 


| f(z)dz = wan | f(z)dz. 


—N 


如 果 函 数 在 整个 区 间 内 都 没有 破裂 点 , 且 我 们 想 要 计算 
| jz)dz? 


那 情况 又 会 是 怎样 呢 ? 
尽管 它 没有 破裂 点 , 这 里 仍然 有 两 个 瑕 点 : co 和 -co. 是 的 , 我 们 每 当 它 们 出 
现时 都 把 co 和 -co 看 做 瑕 点 , 因为 我 们 需要 对 它们 分 别 对 符 . 所 以 我 们 需要 把 上 
述 积分 分 成 两 部 分 , 这 样 每 一 部 分 都 只 有 一 个 瑕 点 . 选 一 个 你 喜欢 的 数 (我 这 次 选 
的 是 0), 考虑 这 两 个 积分 
0 co 

| 由 f(z)dzx 和 | f(x)dz. 
我 们 知道 这 两 个 积分 都 分 别 意味 着 什么 , 当然 具有 当 两 个 积分 都 收敛 时 这 个 原始 积 
分 才 收 敛 . 如 果 你 选 了 一 个 不 同 于 0 的 数 , 对 我 们 的 计算 结果 没有 任何 影响 , 因为 
耻 分 的 收敛 或 发 散 不 是 由 端点 值 决定 的 . 
这 是 一 些 关 于 无 界 区 间 的 积分 例子 . 考虑 这 些 积 4 

| 和 上 二 

反光 于 


mm 


前 面 的 一 个 是 


所 以 第 一 个 积分 是 发 散 的 , 而 第 二 个 积分 是 收敛 的 . 
这 里 有 一 个 问题 : 下 列 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 
< "1 
因为 这 两 个 积分 的 瑕 点 是 0 和 co, 所 以 我 们 需要 把 它们 分 解 开 . 对 于 第 一 个 
我 们 可 以 分 解 为 
[ 1 957T 
二 dz 和 | 二 dz， 
ox 1 全 


注意 是 否 选择 1 作为 分 界 点 , 可 以 由 你 来 决定 . 你 选 什 么 并 不 重要 (只 要 它 是 一 个 
正 数 )! 无 论 如 何 我 们 已 经 看 到 两 个 积分 都 是 发 散 的 , 所 以 这 个 积分 [% 1/zdz 也 是 
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发 散 的 . 
对 于 Je 1/z2dz 这 个 积分 , 我 们 把 它 分 成 下 面 两 部 分 

| 二 dz 和 下 了 dz， 

ox 1 ZF 
现在 我 们 已 经 看 到 第 二 个 积分 是 收敛 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 可 以 使 用 关于 极限 
的 公式 , 但 还 有 一 种 不 是 很 显 见 的 方法 . 基本 思想 是 我 们 看 到 [1/xdz 发 散 到 无 穷 
大 . 但 是 如 果 你 仔细 考虑 , 你 会 发 现 当 z 在 0 和 1 之 间 时 , 1/z2 比 1/z 要 大 . (对 吗 ? 
因为 在 区 间 (0, 1) 之 间 , z2 比 z 要 小 , 所 以 它们 的 倒数 正好 是 相反 的 .) 所 以 如 果 在 
0, 1] 区 间 1/z 下 的 面积 是 无 限 的 , 那么 在 该 区 间 内 函数 1/z? 下 的 面积 会 更 大 一 一 
所 以 它 也 是 无 限 的 ! 不 需要 再 做 任何 额外 的 工作 , 我 们 就 可 得 出 结论 ji 1/z2dz 也 
是 发 散 的 . 这 样 也 可 以 说 整个 积分 [J? 1/z2dz 也 是 发 散 的 , 但 它 发 散 的 原因 不 是 因 
为 积分 上 限 的 无 穷 大 , 而 是 因为 积分 下 限 的 0. 注意 我 们 比较 1/z2 和 1/z 的 方法 
是 比较 判别 法 , 我 们 在 下 一 节 要 开始 研究 它 . 
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假设 我 们 有 两 个 非 负 的 函数 , 至 少 在 某 些 区 间 是 非 负 的 . 如 果 第 一 个 函数 比 第 
二 个 函数 大 , 第 二 个 函数 的 积分 (在 这 个 区 间 内 ) 是 发 散 的 , 那么 第 一 个 函数 的 积分 
在 同样 的 区 间 内 ) 也 是 发 散 的 .从 数学 角度 上 可 以 这 样 来 解释 . 如 果 我 们 想 知道 
积分 也 f(z)dz 的 情况 , 但 现在 我 们 仅仅 知道 积分 也 9g(z)dz 的 情况 . 如 果 在 区 间 
(a,5) 内 , 函数 f(z) > g(x) > 0, 而 且 我 们 知道 积分 | g(z)dz 是 发 散 的 , 那么 积分 
性 f(z)dz 也 是 发 散 的 . 事实 上 , 因为 f(z) > g(z), 我 们 可 以 写 为 


es 


b b 

| f(r)dz > | 9g(z)dz = 0%0. 
所 以 第 一 个 积分 也 是 发 散 的 . 在 我 们 上 述 的 例 
子 中 , 我 们 已 经 写 为 

1 
I 与 dz 之 | =dz = 66; 
并 知道 不 等 式 左 侧 是 发 散 的 . 当然 , 我 们 已 经 
知道 右 侧 也 是 发 散 的 . 
当 我 们 看 这 个 图 像 时 , 就 会 更 清楚 这 种 情 

况 了 (如 图 20-4 所 示 ). 
在 这 个 图 像 中 , 在 x = a 和 z=。 之 间 的 y= g(x) 的 面积 被 认为 是 无 穷 的 . 函数 
y 二 f(x) 的 图 像 在 函数 y = g(x) 的 上 方 , 所 以 它 的 面积 (在 zx=a 和 x =。 之 间 ) 
应 该 是 更 大 的 . 比 无 穷 大 仍然 是 无 穷 大 . 所 以 积分 po f(z)dz 也 是 发 散 的 . 


图 20-4 
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但 如 果 f(x) < g(z), 积分 J g(z)dz 仍然 是 发 散 的 , 情况 又 会 是 怎样 呢 ? 你 会 
对 积分 | f(z)dz 得 出 怎样 的 结论 呢 ? 答案 是 : 两 种 情况 都 有 可 能 . 也 就 是 说 什么 
结论 都 得 不 到 . 让 我 们 看 看 从 数学 角度 怎样 解释 这 个 问题 : 
b b 
上 f(z)dz < | 9g(z)dz = co. 

所 以 我 们 正在 求 的 积分 | f(z)dz 小 于 或 等 于 无 穷 大 . 也 就 是 说 , 可 能 它 是 小 于 无 
穷 的 , 所 以 它 是 收敛 的 ; 也 可 能 它 是 等 于 无 穷 的 , 所 以 它 是 发 散 的 . 很 好 , 现在 我 们 
知道 它 既 可 能 是 收敛 的 也 可 能 是 发 散 的 . 我 们 并 没有 得 到 任何 结论 , 所 以 这 个 条 件 
什么 都 没有 给 我 们 . 
在 男 外 一 方面 , 对 于 收敛 性 , 它 是 相反 的 方向 . 是 这 样 的 , 如 果 我 们 想 知 道 积分 
J] f(z)dz 的 情况 , 而 我 们 现在 知道 积分 | g(z)dz 是 收敛 的 , 那么 我 们 希望 f(x) < 
g(x)， 你 可 能 会 说 我 们 希望 函数 f 是 由 函数 g 来 控制 的 . 很 好 , 这 时 我 们 已 经 可 
以 确定 收敛 性 了 (仍然 假设 两 个 函数 都 是 正 的 )， 也 就 是 说 , 如 果 在 区 间 (a, 5b) 内 
0 < f(z) < g(z), 且 积 分 ?g(x)dz 是 收敛 的 , 那么 积分 J? f(z)dz 也 一 定 是 收敛 的 . 
数学 上 的 表示 形式 是 


b b 
| f(r)dz < | 9g(z)dz < co， 
所 以 两 个 积分 都 是 收敛 的 (注意 左边 的 积分 是 正 的 , 所 以 它 不 可 能 发 散 到 ~。o), 见 
图 20-5. 


对 于 在 xz = a 和 x= 之 间 的 y= g(z) 的 阴影 部 分 面积 , 我 们 假设 它 为 有 限 
的 . 你 可 以 清楚 的 看 到 , 我 们 所 要 研究 的 面积 , 即 函 数 y= f(x) 在 z=a 和 z=b 
之 间 的 面积 比 有 限 的 阴影 面积 要 小 .因为 我 们 想 要 的 面积 是 正 的 并 小 于 一 个 有 
的 面积 , 所 以 它 也 是 有 限 的 . 
请 注意 :假设 你 知道 积分 | g(z)dz 是 收敛 的 , 但 相反 你 有 这 样 一 个 不 等 式 
f(z) > g(x). 现在 你 想 要 分 析 的 图 像 y = f(z) 在 男 一 条 曲线 y = g(x) 的 上 方 . 这 
个 条 件 很 不 好 : 我 们 只 能 说 


KI 
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所 以 我 们 ] 


| f(z)dz > ' g(x)dz. 


E 在 分 析 的 在 不 等 式 的 左 侧 的 积分 大 于 或 等 于 一 个 有 限 的 数 , 我 们 的 积分 


可 能 是 


方法 并 不 是 很 复杂 的 . 有 时 把 积分 分 解 开 来 是 必要 的 , 但 是 我 们 已 经 看 到 了 基本 思 
想 . 例如 , 如 果 函 数 f 和 9g 在 zx=a 点 都 有 垂直 渐 近 线 , 而 在 其 他 的 地 方 没有 无 界 


有 限 的 也 可 能 是 无 限 的 . 相当 于 什么 结论 都 没有 得 到 . 我 们 又 白费 力气 了 ! 


到 目前 为 止 , 从 数学 


角度 看 , 我 们 还 没有 正式 的 说 明 比 较 判 别 法 . 实际 上 , 这 种 


点 ,而 


对 于 在 区 间 [a,， 


中 内 的 所 有 z 我 们 有 0 < f(z) < g(z), 这 时 我 们 有 


0 < | 天 而且 过 砍 pl 


对 于 任何 s > 0 成 立 . 现在 取 极限 . 如 果 | g(z)dz 这 个 反常 积分 收敛 , 那么 不 等 式 


不 过 积 


右边 就 是 个 有 限 的 数 . 现在 的 情况 由 中 间 的 那个 积分 来 决定 . 因为 函数 f(x) 一 直 


都 为 正 的 , 当 s 趋 于 0 时 , 这 个 中 间 的 积分 变 得 越 来 越 大 . 虽然 如 此 但 它 再 大 也 大 


! 分 几 g(z)dz, 而 这 个 积分 恰恰 就 是 一 个 有 限 的 数 . 所 以 唯一 的 可 能 性 是 : 当 


a 一 0+ 时 , 这 个 中 间 的 各 


收敛 的 . 这 样 


别 法 ， 


发 散 的 部 分 留 给 你 去 做 ， 
没有 什么 不 同 . 


法 之 六 


只 分 收敛 于 一 个 有 限 的 数 “. 简 而 言 之 , 积分 | f(z)dz 是 


我 们 从 收敛 角度 (我 们 已 经 证 明 过 的 第 二 个 反常 积分 ) 证 明了 比较 判 


在 上 述 这 种 特殊 情 


了 况 下 , 图 数 f 和 g 仅仅 在 > =a 点 出 现 问题 . 现在 把 证 明 


二 
看 另 一 


E 下 一 章节 中 , 我 人 
个 判别 法 . 


20. 


而 且 也 要 说 明 在 x = 点 出 现 问题 的 情况 . 这 同 证 明 收 敛 


当然 , 如 果 瑕 点 出 现在 积分 的 中 间 , 或 有 多 个 瑕 点 , 在 使 用 比较 判别 
前 你 需要 把 积分 分 成 几 个 小 的 积分 . 
] 将 会 看 到 应 用 比较 判别 法 的 更 多 的 例子 . 现在 我 们 需要 去 


4 极限 比较 判别 法 (理论 ) 


比较 判别 法 是 用 一 个 函数 的 反常 积分 的 结果 去 判别 另 一 个 函数 的 反常 积分 . 极 
限 比 较 判 别 法 是 类 似 的 , 但 实际 上 我 们 并 不 需要 一 个 比 被 判别 的 函数 更 大 的 函数 . 
我 们 仅仅 需要 两 个 近似 的 函数 . 这儿 是 基本 思想 ; 
点 x = a 是 非常 接近 的 (它们 再 也 没有 其 他 的 破裂 点 )， 这 时 积分 f(z)dx 和 


ea 


时 发 散 . 它们 的 行为 是 相同 的 . 从 直观 上 来 说 , 这 全 ai 


通 ; 让 我 们 再 仔细 说 说 什么 叫 两 个 函数 是 “非常 接近 ”的 . 


也 9g(zjdz 同时 收敛 或 同 
行 得 通 
20.4.1 ”函数 互 为 渐 近 线 


假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 g 满足 


@ 


事实 上 这 个 显而易见 的 陈述 非常 重要 , 正 是 它 将 RR 从 包含 每 个 有 理 数 的 真子 集中 区 另 


关 


© 
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lim Fw) = 1. 

5 
这 也 就 是 说 当 x 接近 于 a 时, f(x)/g(zx) 的 比值 是 非常 接近 于 1 的 . 如 果 比 值 是 1， 
那么 函数 f(z) 和 g(x) 是 相等 的 ; 因为 比值 仅仅 是 接近 于 1, 所 以 f(z) 是 非常 接近 
于 g(z) 的 . 这 并 不 意味 着 函数 f(z) 和 g(x) 的 差 是 非常 小 的 ! 例如 , 函数 f(z) 可 
能 是 万 亿 , 而 g(x) 可 能 是 万 亿 加 上 一 百 万 (对 于 同样 的 值 x); 在 这 种 情况 下 , 比值 
f(z)/g(x) 比 工 略 小 , 而 f(x) 和 9(z) 的 差 却 是 一 百 万 ! 但 从 另 一 个 角度 说 , 这 两 个 
数 是 非常 接近 的 , 因为 它们 之 间 的 差 一 百 万 相对 于 它们 自己 的 数值 是 非常 小 的 . 

所 以 , 我 们 说 如 果 比 值 的 极限 是 1, 那么 当 x 一 a 时 , f(x) ~ g(x). 也 就 是 说 


当 z 一 a 时 , f(z) ~ g(2) 同 im 0 = 1 有 着 同样 的 意义 . 
这 并 不 是 说 明 当 z 接近 于 a 时 , f(z) 大 约 等 于 g(x): 它 说 明 当 z 接近 于 a 时 ， 

f(z) 和 g(x) 的 比值 接近 于 1. 我 们 说 当 x 一 a, 函数 f(x) 和 g(x) 是 互 为 渐 近 线 的 . 

当然 你 可 以 用 x 一 co 或 x 一 at 来 蔡 代 zz 一 a; 你 只 需要 在 极限 中 做 同样 的 替代 . 
所 有 的 这 些 都 可 能 是 无 用 的 , 除非 我 们 有 这 样 形式 的 极限 


Vy 
zag(Z) 
实际 上 我 们 已 经 见 过 很 多 这 种 形式 的 极限 ! 这 儿 有 些 例子 ”: 
Se 2 瑟 ; 
Jim 32 一 10007 十 57 一 7 _ | sin(Z) = 
Z 一 co 373 2Z 一 0 ZX 
i a ee 
2 一 0 Z 一 0 兴 


上 述 的 第 一 个 极限 可 以 被 写 为 当 z 一 co 时 3x3 一 1000z2?2 十 5z 一 7 ~ 3x3. 也 就 
是 说 , 当 z 一 co 时 , 3z3 - 1000z2 + 5z -7 和 3z3 是 互 为 渐 近 线 的 . 同 理 , 第 二 个 
极限 表明 当 x 一 0 时 , sin(z) ~ z. 第 三 个 和 第 四 个 极限 表明 了 当 x 一 0 时 ,er 一 1 
和 ln(l+z) 同 z 是 互 为 渐进 的 ; 也 就 是 说 当 xz 一 0,e* 一 1l~z 和 In(1 二 x) 和 ~z. 
我 们 只 是 以 一 种 不 同 的 形式 重 写 了 每 一 个 极限 , 但 它 是 一 种 很 方便 的 形式 . 的 
,你 可 以 对 相互 渐进 的 函数 做 窜 运 算 然后 得 到 一 对 新 的 . 例如 , 我 们 知道 当 x 一 0 
时 有 sin(z) ~ z, 我 们 立刻 可 以 写 出 当 x 一 0 时 有 sin?(z) ~ z3, 或 甚至 1/ sin(z) ~ 
1/z. 你 也 可 以 用 其 他 像 x 一 样 趋 于 0 的 量 替 代 z, 比如 z 的 窜 . 例如 , 从 当 z 一 0 
时 , sin(z) ~ x 开始 , 我 们 可 以 用 4z7 蔡 代 x, 可 看 到 当 z 一 0 时 , sin(4z7) ~ 477. 
你 甚至 可 以 让 两 个 渐 近 函数 相 除 或 相 乘 , 假设 它们 的 极限 对 应 的 x 值 相同 . 例如 ， 
我 们 知道 当 x 一 0 时 , tan(z) ~ x, 因为 


t 
Ti fT) _ 
Z 一 0 


| 


Q@ 这 些 例子 分 别 可 以 在 4.3、7.1.1、9.4.2 和 9.4.3 节 中 找到 . 
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所 以 我 们 能 把 sn(z) ~ x 和 tan(z) ~ zz 乘 到 一 起 , 得 到 当 x 一 0 时 的 渐进 关系 
tan(Z) sin(x) ~ Z2. 
加 或 减 这些 关 系 却 不 适用 上 述 规则 . 例如 , 如 果 当 x 一 0 时 , 你 以 tan(z) ~ xz 
和 sin(z) ~ z 开始 , 那么 你 不 能 从 第 一 个 中 减 去 第 二 个 得 到 tan(z) 一 sin(x) ~ Z 一 z. 
的 确 , x 一 x 是 0, 没有 什么 能 同 0 是 相互 渐进 的 . 为 什么 没有 了 呢 ? 因为 , 如 果 当 
ZX 一 a 时 , 有 f(x) ~0, 这 时 我 们 有 
lim (0) =1. 


Ta 


这 的 确 讲 不 通 , 因为 等 式 的 左边 没有 任何 意义 . 所 以 , 可 以 对 这 种 等 价 关 系 做 乘积 、 
除法 、 取 窜 , 但 一 定 不 要 做 加 法 和 减法 . 


20.4.2 ”关于 判别 法 的 陈述 


好 了 , 现在 我 们 已 经 有 了 相互 渐进 的 两 个 函数 的 概念 , 我 们 也 有 一 些 例子 ( 例 
如 当 xz 一 0 时, sin(z) ~ z). 那 又 怎么 样 呢 ? 假设 你 有 某 函 数 f, 它 的 瑕 点 仅仅 在 a 
点 , 你 正在 研究 这 个 反常 积分 | f(z)dz 是 收敛 还 是 发 散 的 . 如 果 当 x 趋 近 于 a 时 ， 
尔 能 找到 一 个 函数 9 的 走势 非常 接近 于 f, 这 时 你 可 以 用 函数 9 替代 函数 f, 判断 
积分 六 g(z)dz 是 收敛 还 是 发 散 的 . 无 论 你 得 到 关于 9 的 什么 结论 都 适用 于 上 
正式 的 说 , 如 果 当 z 一 a 时 , f(z) ~ g(7), 这 时 这 两 个 函数 在 区 间 [a, bl 上 没 
有 其 他 的 瑕 点 了 , 这 时 积分 [? f(z)dz 和 J* g(x)dx 是 同时 收敛 或 同时 发 散 的 (如 
果 同 时 收敛 , 那么 它们 的 收敛 值 可 能 不 同 .) 这 就 是 极限 比较 判别 法 . 这 是 不 正式 的 
介绍 ; 我 们 将 要 在 下 一 章节 中 引入 更 多 的 例子 . 假设 我 们 想 要 知道 


| 3 
0 sin( Vz) 
这 个 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 看 起 来 求解 1/ sin Vz 的 反 叶 不 是 一 件 容易 的 事情 . 
很 柱 运 , 我 们 不 需要 去 求 它 的 反 导 . 因为 当 x 一 0 时 , sin(z) ~ z, 我 们 可 以 用 一 个 
更 小 的 量 Vz 替代 这 个 很 小 的 量 z, 这 样 可 得 当 x 一 0+ 时 , sin(VYz) ~ Vzx. (我 们 
需要 使 用 x 一 0+, 因为 仅仅 当 x > 0 时 , Vz 才 有 意义 .) 两 边 同 时 取 倒 数 , 我 们 有 
有 1 1 
当 z 一 0+ 时 ， 二 A 元 
也 请 注意 在 区 间 (0, 1], 1/ sin Vx 和 1/Vz 没有 破裂 点 . 所 以 极限 比较 法 告诉 我 们 
这 两 个 积分 


be 可 证 
| | 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 我 们 可 以 用 一 个 简单 的 积分 [1/Vaadz 蔡 代 了 一 个 较 难 的 
积分 从 20.1.1 节 中 , 我 们 已 经 知道 这 个 简单 的 积分 是 收敛 的 , 所 以 立刻 可 以 说 我 
们 想 要 计算 的 积分 (左边 的 那个 ) 也 是 收敛 的 . 
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当然 有 些 判 别 法 也 适用 于 当 破 裂 点 在 ”点 或 积分 区 间 是 无 界 的 情况 . 在 21.2 
节 中 我 们 将 要 列举 所 有 的 情况 . 与 此 同时 , 让 我 们 看 看 为 什么 这 个 判别 法 适用 于 上 
述 的 例子 . 因为 当 z 一 a 时 f(x) ~ g(xz), 我 们 知道 
lim f(®) 
rz—a g(x) 
特别 地 , 假设 我 们 足够 趋 于 a, 那么 这 个 比值 f(z)/g(x) 至 少 是 1/2 且 不 比 2 大 . 也 
就 是 说 , 我 们 能 在 a 和 b 之 间 的 区 间 选 一 个 数 c, 满足 


1 f(z ) < Zz 区 间 为 (a,d|. 


二 < 站 
2 ~ g(7) 
这 个 不 等 式 可 以 被 重 写 为 


39(2) < f(z) < 29(z),z 区 间 为 (a,d 


现在 我 们 能 使 用 比较 判别 法 了 ， 例 如 ,如 果 积分 gz)dz 是 发 散 的 ， 那 么 积分 
J*g(z)dz 也 是 ( 像 我 们 已 经 见 过 的 那样 ) 事实 上 , 3 <g(z)dz 也 是 发 散 的 , 非 正式 
的 解释 是 , 因为 无 穷 的 0 数 f(z) 0 
J* f(z)dz 是 发 散 的 , 这 说 明 族 f(z)dz 也 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 如 果 积分 J* g(z 
是 收敛 的 , 那么 积分 2Je g(z)dz 和 1 
积分 f(z)dz 也 是 收敛 的 (可 以 自己 证 明 一 下 ). 
个 简短 的 解释 ， 大 多 数 教材 关于 极限 比较 判别 法 都 有 不 同 的 陈述 .特别 地 ， 
z)/g(z) 的 极限 可 能 实际 上 不 是 1 它 可 能 是 任何 正 数 , 这 时 上 述 陈述 依然 成 
人 4 微 修 正之 后 )， 另 一 方面 , 允许 一 个 不 是 1 的 极限 并 没有 什么 实际 意义 , 它 失 
了 使 用 直观 的 ~ 表示 法 . 像 我 们 在 下 一 章 将 要 见 到 的 那样 , 我 们 将 能 非常 熟练 
使 用 这 个 判别 法 . 


对 出 A 


20.5 ”P 判别 法 (理论 ) 


os ee ea 我 们 需 
我 们 的 基本 策略 是 (在 下 一 章节 中 我 们 将 要 非常 细致 的 讲解 ): 选择 一 个 函数 g, 和 
用 我 们 的 函数 f 与 之 比较 . 我 们 希望 函数 9 足够 简单 , 以致 于 我 们 可 以 判断 它 
收敛 的 还 是 发 散 的 . 

这 个 问题 是 , 什么 是 我 们 能 选择 的 9 函数 ? 用 的 函数 是 1/z? 其 中 p > 0. 
例如 , 我 们 已 经 看 到 一 些 关 于 1/z、1/Vx 和 1/z2 的 积分 , 这 些 积分 分 别 对 应 于 
p= 二 1、 当 和 2. 因为 这 些 函 数 是 很 容易 求 积 分 的 ， | 
p 判别 法 . 

。(p 判别 法 , [” 的 情况 ) 对 于 任何 有 限 数 a >0, 这 个 积 4 
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TP 


Sk 
| 一 QZ 


p >1 时 是 收敛 的 , p < 1 时 是 发 散 的 . 
( 判别 法 , Ju 的 情况 ) 对 于 任何 有 限 数 a >0, 这 个 积分 


Ly 

| 2 

p <1 时 是 收敛 的 , p > 1 时 是 发 散 的 . 

注意 这 两 种 情况 是 相反 的 : 只 是 p I 个 积分 


| 六 dz 或 ks mpd 
是 收敛 的 , 而 另 一 个 积分 是 发 散 的 . p =1 的 情况 对 应 于 1/z, 我 们 已 经 见 过 , 这 两 个 
积分 在 这 种 情况 下 都 是 发 散 的 . 
p 判别 法 真 的 很 有 用 , 在 实际 中 的 应 用 很 广泛 , 所 以 二 万 不 要 把 这 两 种 情况 混 
淆 ! 要 记 住 这 种 方法 的 一 个 正确 的 情况 , 就 要 记 住 1/z2 和 1/Vz 的 情况 . 我 仅仅 记 
得 这 两 个 事实 : 


® Ik 


由 lls 


卜 三 dz 收敛 ,而且 | -dz 收 伍 


依据 这 两 个 事实 , 我 能 记 住 整个 p 判别 法 ! 怎样 记 住 的 ? 从 第 一 种 情况 起 , 我 


们 所 掌握 的 知识 是 是 趋 于 co 时 的 情况 同 趋 于 0 时 的 情况 是 相反 的 , 我 知道 
这 个 积分 是 发 散 的 ; 同 理 , 从 第 二 种 情况 
我 们 知道 
I'm a 
万 


这 个 积分 也 是 发 散 的 . 那么 其 他 指数 的 情 
况 是 什么 样子 呢 ? 任何 高 于 1 的 指数 ( 例 
如 3/2、2 或 70) 同 1/z2 的 趋势 是 一 样 
的 , 而 任何 低 于 1 的 指数 (例如 1/2、2/3 
或 0.999) 的 趋势 同 1/Vz 是 一 样 的 ( 记 住 ， 
这 同 1/z1/2 是 一 样 的 ). 

观察 图 20-6 将 会 很 有 帮助 . 
在 这 个 图 像 中 , 点 状 线 和 虚线 是 典型 的 当 p <1 或 p >1 时 y= 1/z? 的 图 像 . 
实 线 是 y =1/z, 它 不 足够 接近 于 y 轴 使 积分 [5 1/zdzx 收敛 , 也 不 足够 接近 于 z 划 
使 [1/zdz 收敛 . 在 男 一 方面 , 对 于 任何 p <1, Ji 1/zzdz 是 收敛 的 , 因为 点 状 线 
足够 接近 于 y 轴 . 当 你 查看 x 轴 时 , 这 种 情况 是 相反 的 : 这 时 我 们 需要 查看 虚线 ， 
表示 p >1 时 的 y= 1/zx?, 它 足 够 接近 于 xz 轴 , 所 以 [7 1/zpdz 是 收敛 的 . 
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注意 , 因为 1.000 000 1 > 1, 这 个 积 4 
| a 
se 


1 T1000 000 1 
收敛 , 尽管 f 1/zdz 是 发 散 的 ! 仅仅 把 x 的 过 从 1 变 为 1.000 000 1, 这 个 微小 的 
变化 足够 引起 变化 了 . 这 说 明了 收敛 和 发 散 的 精妙 之 处 . 
现在 让 我 们 证 明 p 判别 法 . 幸运 的 是 , 这 仅仅 是 使 用 20.1 节 的 公式 . 首先 , 考 


虑 积 4 
| 
| 一 qz 


其 中 常数 a >0. 如 果 p =1, 该 积分 变 为 1/z, 我 们 已 经 知道 这 个 积分 在 这 种 情况 下 
是 发 散 的 . 另外 我 们 有 

Oo 1 N 让 

| -5d = im | rz ?drz= lim Xl-? 


TP N—o001—p 


现在 如 果 极 限 


存在 , 这 时 整个 积分 J> 1/zrdz 是 收敛 的 . 如 果 这 个 极限 不 存在 , 那么 该 积分 是 发 
散 的 . 所 以 , 将 上 述 极限 重 写 为 

1 
Ne 
如 果 p>1, 那么 p 一 1> 0, 所 以 当 N 很 大 时 N?-! 非常 大 ; 它 的 倒数 变 得 很 小 , 所 
以 极限 是 0, 我 们 最 初 的 积分 是 收敛 的 . 另 一 方面 , 如 果 p <1, 那么 p 一 1 <0, 所 以 
N1-? 非常 大 , 这 个 极限 趋 于 无 穷 大 , 说 明了 原始 的 积分 是 发 散 的. 这 证 明了 p 判别 
法 的 一 半 ., 证 明 的 另 一 半 与 此 类 似 ; 你 只 是 使 用 = 一 0+ 而 不 是 N 一 oo. 我 将 把 证 
明细 节 留 给 你 . 


20.6 ”绝对 收敛 判别 法 


对 于 比较 判别 法 的 一 个 假设 是 函数 f 和 g 都 是 非 负 的 . 但 如 果 你 想 判 断 一 个 
负 函 数 的 走势 , 该 怎么 办 呢 ? 如果 这 个 函数 一 直 为 负 , 你 可 以 把 负 号 提出 来 然后 把 
它 归 为 正 函数 的 情况 . 在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 一 个 例子 . 另 一 方面 , 如 果 这 个 
函数 在 积分 区 间 不 停 的 在 正 负 之 间 振 荡 , 你 可 以 应 用 绝对 收敛 判别 法 . 这 是 关于 这 
个 方法 的 陈述 : 


b b 
各 果 | | f(a)laz 是 收 全 的 , 导 么 | f(z)dz 也 是 收 化 的 . 


20.6 ”绝对 收敛 判别 法 ”409 


这 对 于 积分 无 限 区 间 也 是 适用 的 (例如 [a,， oo) 而 不 是 [a, b]). 注意 : 如 果 原 始 积分 

的 绝对 值 是 发 散 的 , 那么 这 个 原始 积分 可 能 还 是 收敛 的 ! 这 样 的 例子 是 很 酷 , 但 它 

超过 了 本 书 的 范围 . 另外 , 当 我 们 讨论 23.7 节 的 正 交 级 数 时 将 看 到 一 些 相似 情况 . 
为 什么 上 述 的 方法 是 有 用 的 ? 首先 , |f(z)| 是 非 负 的 , 所 以 你 能 使 用 反常 积分 

的 比较 判别 法 . 例如 , 考虑 反常 积分 

下 sin(7z) Ee 


2 


下 
当 z 越 来 越 大 时 , 这 个 被 积 函数 钳 知 在 正 负 之 间 振 荡 . 所 以 我 们 不 能 使 用 比较 判 
别 法 “或 极限 比较 判别 法 . 让 我 们 首先 试 着 使 用 绝对 收敛 判别 法 . 
相反 , 我 们 需要 考虑 这 个 积分 : 


E 


| EC 
a 


Ar 


bd 


因为 z2 不 可 能 为 负 . 现在 我 们 能 使 用 比较 判别 法 了 ， 你 看 ,因为 对 于 所 有 的 z， 
sin(z)j| 和 1, 所 以 我 们 有 


|sin(z)| 1 
2 < 72 


对 于 所 有 的 xz 成 立 . 比较 判别 法 表明 
™ |sin(z)| Wal 
| a dz < . de 
因为 根据 p 判别 法 不 等 式 的 右 侧 是 收敛 的 , 所 以 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 最 后 我 们 
使 用 绝对 收敛 判别 法 得 


上 [sin(2)| 收 化 所 以 | 


72 


~ sin(®) 

1 05 

这 有 一 点 难以 琢磨 , 但 你 真 的 需要 使 用 绝对 值 . 
这 儿 还 有 一 个 例子 : 


dz 也 收敛 . 


| cos(Z)d7. 
0 
这 个 被 积 函 数 cos(z) 在 正 负 之 间 振 荡 , 所 以 可 能 我 们 应 该 先 研 究 它 的 绝对 值 情 况 : 
| ear 
0 
遗憾 的 是 , 这 个 新 的 积分 不 可 能 是 收敛 的 ， 想 要 知道 为 什么 , 你 画 一 个 y = 
|cos(z)| 的 图 像 , 然后 你 将 要 看 到 大 量 类 似 的 小 图 丘 , 一 个 接 一 个 . 要 把 这 无 限 个 小 
回 丘 加 到 一 起 得 到 一 个 有 限 的 值 是 不 可 能 的 . 所 以 这 个 绝对 值 型 的 积分 是 发 散 的 . 


@ 直接 比较 是 不 行 的 , 因为 积分 Jsin(z)/z2dz 并 不 随 N 变 大 而 变 大 . 20.3 节 结 尾 处 的 结论 不 适 
,因为 它 需要 在 不 触及 g(x) 的 积分 上 限时 f(z) 积分 越 来 越 大 . 


ys 


量 
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这 说 明 我 们 不 能 使 用 绝对 收敛 判别 法 ! 只 有 当 该 积分 的 绝对 值 版 是 收敛 的 , 我 们 才 

能 使 用 这 个 方法 . 
从 这 些 胡 言 乱 语 中 我 们 什么 都 没有 学 到 : 我 们 需要 重新 来 过 . 我 们 不 知道 最 原 

始 的 积分 是 收敛 还 是 发 散 的 . 所 以 , 让 我 们 使 用 瑕 点 在 oo 的 反常 积分 的 定义 : 

N 


ce N 
上 i cos(Z)dz = im 上 cos(7X)dz = im sin(Z) 


= Aim (sin(N) 一 Sin(0)) = Aim_ sin(N). 


最 后 一 个 极限 并 不 存在 , 因为 sin(N) 在 -1 到 1 之 间 反 复 振荡 , 即使 N 一 直 
无 限 变 大 也 没有 变化 . 所 以 我 们 的 原始 积分 [9 cos(z) 发 散 的 原因 是 振荡 太 多 , 而 
不 是 因为 它 趋 于 oo 或 -co. 

振荡 的 积分 处 理 起 来 很 复杂 . 如 果 你 足够 幸运 , 你 可 以 像 上 面 一 样 使 用 标准 定 
义 . 大 多 数 情况 下 , 这 根本 不 起 作用 . 很 多 数学 家 花费 了 大 量 的 时 间 想 要 和 弄 明 白 这 
一 点 . 此 刻 , 只 要 将 上 例 记 在 心间 就 可 以 了 , 下 一 章 中 我 们 将 有 很 多 事情 要 处 理 , 届 
时 , 我 们 将 再 次 讨论 判别 法 , 并 着 重 解决 反常 积分 相关 的 问题 . 
在 我 们 做 这 些 之 前 , 让 我 们 简单 看 一 下 为 什么 绝对 收敛 判别 法 可 以 起 作用 . 假 
设 我 们 知道 


|ram 


收敛 . 有 一 个 很 好 的 技巧 : 设 对 于 上 的 z 的 定义 区 间 [ww 中 有 g(x) = |f(z)| +f(zx). 
那么 g 有 两 个 重要 特性 : 首先 , g(x) > 0; 其 次 , g(x) < 2| jz)|，( 两 种 情况 下 , 都 
有 z 是 上 定义 区 间 [a,4] 中 的 任意 数 .) 实际 上 , 稍 考虑 一 下 你 就 可 以 知道 , 每 当 
f(z) 之 0 都 有 g(x) = 2f(x), 而 且 每 当 f(z) <0 都 有 g(x) = 0. 尝试 证 明 一 下 这 两 
个 特性 遵循 于 此 . 

无 论 如 何 , 我 们 现在 可 以 对 9 使 用 比较 判别 法 了 : 


b b 
0 <| g(x)dz < ?| jz)ldz < co， 


结论 是 


也 是 收敛 的 . 那 又 怎样 呢 ? 注意 , f(z) = g(z) 一 |f(z)|, 所 以 
b b 
| raaz=| gwar = | Wl, 


右 侧 的 两 个 积分 都 是 收敛 的 一 一 第 一 个 我 们 已 经 证 明了 , 而 且 我 们 假设 了 第 二 个 
积分 收敛 一 一 所 以 , 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 


| 
) 
b 
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各 会 总 结 主要 的 


我 们 实际 应 用 一 下 并 看 看 有 关 反 常 积分 的 例子 . 讨论 中 , 我 们 
方法 . 在 上 一 章 中 , 我 们 介绍 了 一 些 很 有 用 的 判别 方法 . 为 了 更 加 有 效 地 利用 这 些 
方法 , 你 需要 了 解 一 些 常见 函数 的 性 质 , 特别 是 它 在 0 和 oo 附近 是 怎样 变化 的 . 所 


谓 常 见 函数 是 指 : 多 项 式 函 数 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 入 


计划 : 


。 首次 遇 到 反常 积分 时 需要 做 什么 , 包括 怎么 处 到 
函数 存在 非 正 值 的 情况 ; 


ep 


1 对 数 函 数 . 下 面 是 这 一 章 的 


LE 被 积 函数 存在 多 个 瑕 点 和 


比较 判 另 


法、 极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 的 总 结 ; 


e 常见 函数 在 co 或 -co 附近 的 变化 ; 
e 常见 函数 在 0 附近 的 变化 ; 
e 如 何 处 理 在 非 0 有 限 值 处 的 瑕 点 . 


给 定 一 个 反常 积分 J f(z)dz, (我 们 总 是 假设 f 是 连续 的 或 者 有 有 限 个 不 连续 


21.1 如 何 开 始 


的 点 ). 这 个 给 定 的 积分 称 为 反常 积分 , 是 因为 被 积 函数 f 在 区 间 [ww 中 上 至少 有 一 


个 瑕 点 . 瑕 点 经 常 出 现在 记 的 破裂 点 , 丸 


处 . 例如 , 积分 


1 
一 一 一 d 
中 Be 


也 有 瑕 点 (因为 被 积 函 数 在 这 些 点 未 定义 ). 


如 20.1.2 节 所 说 , 每 次 只 关注 


数 恒 正 , 至 少 z 
分 积 4 


, 第 二 个 任务 是 处 理 


个 瑕 点 是 合理 的 ， 同 检 


在 co 和 -co 处 有 瑕 点 (只 要 包含 它们 , 就 一 定 有 瑕 点 )， 同 检 


a 


1 有 垂直 渐 近 线 的 点 处 , 还 出 现在 oo 和 一 co 


Ez 二 1 和 x= 一 1 处 


岂 , 我 们 倾向 于 被 积 函 


在 瑕 点 附近 时 函数 应 该 为 正 . 因此 , 我 们 的 第 一 个 任务 是 适当 地 拆 


f 存在 负 值 的 情况 . 


21.1.1 ” 拆 分 积分 


下 面 


是 基本 的 对 策 : 


(1) 确定 区 间 [ww 如 上 的 所 有 瑕 点 ; 
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(2) 将 积分 拆 分 成 若干 积分 之 和 , 使 得 每 个 积分 至 多 有 一 个 瑕 点 , 并 使 这 些 瑕 
点 作为 相应 积分 的 上 限 或 下 限 ; 
(3) 分 别 讨论 每 个 积分 , 如 果 任 一 积分 发 散 , 则 整个 积分 发 散 . 原 反常 积分 收敛 
的 唯一 情形 是 每 个 积分 都 收敛 
如 何 将 一 个 积分 正确 拆 分 呢 ? 如 果 只 在 a 或 点 有 瑕 点 , 则 什么 都 不 用 做 . 考 
谍 如 下 的 经 典 例子 , 积分 


5 1 
| ye 
收敛 还 是 发 散 ? 被 积 函数 在 * = 0 有 垂直 渐 近 线 ,co 总 是 瑕 点 , 所 以 我 们 有 端点 0 
和 oo 两 个 瑕 点 . 这 是 两 个 瑕 点 , 而 我 们 每 个 积分 只 处 理 一 个 瑕 点 , 所 以 可 以 在 0 和 
oo 之 间 任 选 一 个 你 喜欢 的 数字 , 我 选 的 是 5, 然后 把 积分 拆 分 成 两 个 : 


| | 
上 et | 
这 个 例子 将 在 21.4.1 节 完 成 . 现在 , 注意 这 两 个 积分 都 只 有 一 个 瑕 点 , 并 且 琉 
点 在 积分 区 间 的 左 端点 或 右 端点 . 在 哪个 点 对 积分 进行 拆 分 是 没有 关系 的 , 这 点 在 
20.1.1 节 已 经 详细 讨论 过 了 . 你 可 以 用 20.1.2 节 的 例子 进行 验证 , 那个 反常 积分 需 
拆 分 成 5 个 积分 . 
至 于 上 面 的 第 (3) 步 , 本 章 余下 部 分 会 探讨 如 何 处 理 上 只 在 一 个 端点 处 有 一 个 甫 
点 的 积分 . 为 了 让 原 积分 收敛 , 重要 的 是 拆 分 后 的 每 个 积分 必须 都 收敛 . 所 以 若 你 
将 一 个 反常 积分 拆 分 成 5 个 积分 , 发 现 有 一 个 积分 发 散 , 则 不 需要 浪费 时 间 考 虑 其 
他 4 个 积分 , 因为 你 已 经 知道 整个 积分 是 发 散 的 了 . 
有 一 个 重要 的 情形 : 如 果 没有 瑕 点 会 怎样 呢 ? 也 就 是 说 , 假设 有 积分 | f(x)dz， 
它 的 积分 区 间 [a,9] 是 有 界 的 ( 故 没有 oo 和 -co), 并 且 f 在 所 有 的 闭 区 间 [a,9] 上 
都 有 界 , 则 如 在 20.1 节 所 述 , f 没有 瑕 点 , 所 以 我 们 知道 积分 J? f(z)dz 收敛. 总 之 ， 
如 果 没 有 瑕 点 , 则 积分 收敛 ! 例如 : 
100 In(z+1) 
| 24 十 Z2 十 1 
收敛 , 因为 被 积 函 数 在 有 界 区 间 [0,100] 上 有 界 , 也 就 是 函数 在 该 闭 区 间 上 没有 下 
点 . 对 形 如 上 例 的 积分 , 不 要 被 其 蒙蔽 而 用 相关 的 判别 法 对 其 进行 积分 敛 散 性 的 判 
定 . 


21.1.2 ”如 何 处 理 负 函 数值 


如 果 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 的 菜 些 x 处 取 负 值 , 你 需要 特别 小 心 , 这 经 常 出 现在 
三 角 函 数 或 对 数 函 数 中 . 幸运 的 是 , 你 通常 能 够 将 问题 化 简 为 具有 正 的 被 积 函数 的 
积分 . 下 面 是 三 种 处 理 负 函 数值 的 方法 . 


dz 
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(1) 如 果 被 积 函 数 f(x) 在 区 间 [a,9] 上 既 有 正 值 又 有 负 值 , 你 应 该 考虑 使 用 绝 
对 收敛 判别 法 . 如 20.6 节 所 述 : 


b b 
各 果 | ee 收敛, 那么 | f(z)dz 也 收 全 


这 个 判别 法 特别 适用 于 讨论 当 积 分 区 间 不 是 有 界 的 , 旦 包含 三 角 函 数 的 反常 积 
分 , 20.6 节 的 例子 
上 5 
1 


7X2 
就 是 这 种 类 型 的 . 记 住 要 从 积分 的 绝对 值 开始 考虑 , 即 
| ~ lsin(z)| 
1 天 
不 需 要 在 分 母 上 加 绝对 值 因为 分 母 恒 正 ， 然 后 指出 这 个 新 的 积分 是 收敛 的 
( 详 见 20.6 节 ), 并 用 绝对 收敛 判别 法 得 出 原 积分 也 收敛 . 不 要 访 记 这 点 : 绝对 收敛 
判别 法 只 能 帮 你 判断 积分 收敛 , 即 不 能 用 绝对 收敛 判别 法 判断 积分 发 散 ! 
(2) 假设 被 积 函数 f(x) 在 区 间 [a,9] 上 恒 负 (或 为 0), 即 在 [a,b] 上 f(x)<0 
如 果 是 这 样 , 则 


又 会 怎样 ?现在 -f(x) 非 负 ， 所 以 你 可 以 用 比较 判别 法 或 p 判别 法 来 看 
(f(z Ls 收敛 还 是 发 散 . 当然 , 如 果 该 积分 收敛 , 则 六 f(z)dz 收敛 ， 类 似 地 ， 
如 果 性 (一 f(z))dz 发 散 , 则 ?f(z)dz 发 散 . 例如 


2 1 
| 22ln(Z) 


显然 在 z = 0 有 一 个 瑕 点 . 注意 m(z) 在 定义 域 0 和 1 之 间 是 负 的 , 所 以 最 好 


I/2 1 1/2 _1 
| Rn | i 


事实 上 , 因为 In(z) 是 出 现 负 值 的 部 分 , 可 以 将 -ln(z) 替换 为 |In(z)|, 如 下 所 


1/2 1 1/2 1 
Eo d . 
| i | re 


现在 我 们 只 需 考虑 
LX2 1 
| 网 Ci 


遗憾 的 是 , 还 要 等 到 学 习 了 21.4.4 节 才 能 最 后 知道 这 个 积分 是 发 散 的 , 结论 是 
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原 积分 也 发 散 . 注意 绝对 收敛 判别 法 不 能 用 于 这 个 例子 , 因为 该 判别 法 只 
常 积分 收敛 的 判别 . 

(3) 如 果 上 面 两 种 情形 都 不 适用 , 你 可 以 用 反常 积分 的 正式 定义 试 一 下 . 例如 
20.6 节 的 


Pani 
wm 


E 用 于 及 


下 cos(Z)dqz， 
0 

到 这 其 实 并 没有 完 , 还 有 一 些 特殊 的 反常 积分 收敛 , 但 不 绝对 收敛 “这 些 类 
型 的 反常 积分 经 常 在 实际 的 物理 和 工程 应 用 中 出 现 , 不 过 这 在 本 书 的 讨论 范围 之 
外 . 现在 我 们 来 回顾 一 下 积分 判别 法 . 


21.2 积 ! 分 判别 法 总 结 


可 以 支配 的 最 有 价值 的 工具 是 比较 判别 法 、 极 限 比 较 判 别 法 和 p 判别 法 .上 
一 章 我 们 从 理论 的 角度 讨论 了 这 些 判别 法 , 现在 我 们 再 次 讨论 它们 以 供 参考 . 在 下 
面 的 所 有 判别 法 中 , 被 积 函 数 1(zx) 被 假定 为 在 积分 区 间 上 恒 正 . 
。 比较 判别 法 的 发 散 情 形 : 若 认 为 f(z)dz 发 散 , 找 一 个 积分 也 是 发 散 的 较 
小 函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,5) 上 有 f(z) > g(x) 的 非 负 函数 g(z), 是 
也 g(z)dz 发 散 . 则 有 


[ra > | sar = 


. ee 形 ， 若 认为 记 Flz)dz 收敛 , 找 一 个 积分 也 是 收敛 的 较 大 
函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,5) 上 有 f(x) < g(z) 的 函数 g(x), 且 2 g(z)dz 
收敛 . 则 有 


f(s)dz < | soar 区 区 


因此 人 f(z)dz 也 收敛 . 
要 小 心 , 勿 做 无 用 功 . 在 20.3 节 中 讨论 过 , 若 搞 反 了 上 述 不 等 式 的 方向 就 会 做 
无 用 功 . 若 不 等 式 的 方向 是 反 的 , 就 不 能 发 挥 比较 判别 法 的 作用 . 
极限 比较 判别 法 是 比较 判别 法 的 替代 形式 . 使 用 该 判别 法 的 重点 , 是 能 找到 一 
个 和 被 积 函数 在 瑕 点 附近 敛 散 性 一 致 的 函数 . 在 20.4.1 节 中 我 们 有 如 下 的 定义 : 
当 z ~ a 时 , f(x) ~ 9g(z), 等 价 于 lim 了 2 一 


za 9(T) 


@ 例如 了 sin(x)/xqdz 收敛 ,但 J |sin(z)| /zdz 发 散 . 如 果 你 能 对 它们 中 任 一 个 的 正确 性 加 以 说 明 ， 
你 已 经 相当 了 不 起 了 ! 
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若 将 z 一 a 换 成 了 一 co( 或 了 一 -co)) 上 述 定义 仍 成 立 . 在 任何 情况 下 , 如 果 被 积 
函数 f 形式 复杂 , 而 又 能 找到 一 个 函数 g, 使 得 当 x 趋 近 于 瑕 点 时 有 f(x) ~ 9(z)， 
则 你 已 经 接近 成 功 了 ! 这 是 因为 根据 极限 比较 判别 法 , g 与 厂 敛 散 性 一 致 . 更 准 古 
地 , 下 面 是 该 判别 法 针对 瑕 点 的 有 限 和 无 穷 两 种 形式 的 判别 : 
。 极限 比较 判别 法 中 瑕 点 为 无 穷 的 情形 : 找 一 个 在 区 间 [a, co) 上 没有 瑕 点 的 
0 9, ee 7 一 oo 时 , f(z) ~ g(x), 则 
1) 若 [2 g(x )dz 收敛 , 则 J fl f(z)dz 收敛 ; 
2) 若 [> g(z)dz 发 散 , 则 [> f(z Ee 
当然 , 将 区 间 [a, 00) 换 为 (--o0, 9 也 成 立 . 还 有 一 种 情形 也 成 立 , 该 情 
形 是 瑕 点 为 积分 区 间 左 端点 处 的 有 限 值 a: 
。 极限 比较 判别 法 中 瑕 点 为 有 限 值 的 情形 : 找 一 个 在 区 间 (a, 中 上 没有 瑕 点 
| 9 且 有 当 z 一 a 时 , f(z) ~ g(z), 则 
) 车 ?9 g(z)dz 收敛 , 则 六 f(z)dz 收敛; 
2) 若 g(z)dz 发 散 , 则 [f(z)qz 发 散 . 
对 唯一 的 瑕 点 在 右 端点 xz = b, 且 有 当 z 一 b( 而 不 是 a) 时 f(x) ~ g(z) 
的 情形 , 有 相同 的 结论 
因此 需要 我 们 找到 一 个 合适 的 函数 9 来 做 比较 . 通过 选择 g(x) 为 1/z? 的 形 
式 , 并 选择 合理 的 p 值 , 能 够 使 很 多 问题 得 到 解决 . 这 类 函数 积分 的 敛 散 性 可 以 准 
确 的 被 p 判别 法 描述 : 
ep 判别 法 ,J 的 情形 : 对 任意 有 限 值 a > 0, 积分 


1 x 
人 志 dz 当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 散 


。p 判 别 法 , [的 情形 : 对 任意 有 限 值 a > 0, 积分 


El 
| 二 dz 当 p < 1 时 收敛 , 当 p > 1 时 发 散 
0 


好 好 学 习 所 有 这 些 判 别 法 , 它们 都 是 你 的 朋友 . 
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现在 是 回答 最 重要 问题 的 时 候 了 : 如 何 选择 用 于 比较 的 函数 g? 这 取决 于 瑕 点 


在 土 o、0, 还 是 其 他 的 有 限 值 处 , 所 以 我 们 将 分 别 对 它们 进行 讨论 . 在 几乎 所 有 这 
些 将 要 讨论 的 情形 中 , 我 们 要 重 述 之 前 见 过 的 极限 和 不 等 式 , 应 用 这 些 原理 来 讨论 


反常 积分 . 现在 我 们 开始 讨论 常见 函数 在 ce 和 -co 附近 的 情形 . 
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21.3.1 oo 和 一 oo 附近 的 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 
来 ， 


自 多 项 式 被 研究 以 来 , 最 高 次 项 在 x 一 ce 或 zx 一 -co 时 起 决定 作用 . 更 准 负 
的 说 , 设 p 为 多 项 式 , 则 


若 p(z) 的 最 高 次 项 是 az”, 则 当 z 一 co 或 之 一 -co 时 , 有 p(z) ~ ax". 
例如 , 我 们 有 


当 z 一 co 时 ， 妈 十 4z4 十 1 和 ~ v5 


若 不 用 我 的 这 种 说 法 : 你 可 以 通过 指出 当 z 一 co 时 , x5 十 474 十 1 和 x5 的 商 
的 极限 为 1 来 验证 . 过 程 如 下 : 


.X35 十 4x4 十 1 : 4 1 
lim 一 一 一 一 一 一 二 lm [1 十 一 十 一 =1. 
WB 效 


TO X73 ES 

在 4.3 节 , 我 们 也 讨论 了 上 述 原 理 . 
若 p 是 一 个 多 项 式 型 函数 而 不 是 多 项 式 , 有 一 个 类 似 原 理 适用 . ( 欲 知 有 关 多 
项 式 型 函数 更 多 的 信息 , 参见 4.4 节 .) 例如 , 为 了 解 xz 一 oo 时 的 3Vz 一 23x++4， 
将 它 写 为 3z12 一 2z1/3 二 4， 则 由 于 最 高 次 震 为 1/2, 我 们 可 以 说 当 z 一 co 时 ， 
3Vz 一 28T 十 4~3Vz. ( 当 z 一 一 00 时 不 成 立 , 因为 负数 不 能 开平 方 ! ) 
有 时 最 高 次 窜 不 好 确定 . 这 有 个 例子 : Vz4+8z3 一 9 一 wz? 看 起 来 是 一 个 有 最 
高 次 窜 4 的 关于 z 的 多 项 式 型 函数 , 不 过 你 当然 要 开平 方 , 这 就 使 容 次 下 降 为 2. 
当 你 将 z2 项 消 掉 后 , 最 高 次 容 就 有 些 难 以 理解 了 . 在 本 节 末 , 我 们 将 讨论 如 何 处 理 
这 样 的 问题 
于 我 们 有 许多 新 的 渐进 关系 , 故 可 以 用 极限 比较 判别 法 分 析 很 多 反常 积分 . 
例如 , 考虑 


” 


| 


[ 


ee 名 1 

上 D0 | Tr 
在 这 两 个 积分 中 , oo 都 是 唯一 的 瑕 点 . 让 我 们 看 一 下 第 一 个 积分 , 分 母 2 二 20Vz 可 
以 写 为 2+20z1/2, 这 里 1/2 是 最 高 次 窜 , 因此 当 z 一 -co 时 , 有 2+20Vz ~ 20z1/2， 
则 


1 1 


~ Ew 压 5 . 
-ol 3420VF ~ 202173 


现在 由 2 判别 法 可 知 积分 


发 散 , 由 极限 比较 判别 法 可 知 积 4 


| sa 
rt eh 
1 2+20Vz 
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也 发 散 . 对 上 面 第 二 个 积分 , 由 于 当 x 一 -co 时 , 有 xz 十 4x4 十 1 ~ xz, 则 对 倒数 也 
一 样 有 


1 1 
感 十 474 二 1 75- 
这 里 需要 当心 ! 我 们 希望 讨论 的 积分 与 积分 [9 1/z3dzx 表现 一 样 , 但 问题 是 这 个 积 
分 在 x = 0 还 有 一 个 瑕 点 . 事实 上 , 该 积分 只 因 0 点 的 瑕 点 而 发 散 ， 0 
结论 错误 . 为 了 避免 这 些 错误 , 我 们 需要 将 原 积 分 分 成 两 个 : 


当 z 一 一 00 时 ， 


和 1 人 1 
> 2 
| Bi | 25 十 4Zz4 十 1 
这 两 个 积分 中 的 第 一 个 因 没 有 瑕 点 而 收敛 . 对 于 第 二 个 积分 , 我 们 有 
1 1 
2Z5 十 424 十 1 75 
于 的 1/z5dz 收敛 , 则 积分 


| 
一 dx. 
1 X35 十 474 十 1 


也 收敛. 
两 个 积分 都 收敛 , 所 以 原 积分 也 收敛 . 由 于 这 种 情况 经 常 出 现 , 所 以 要 小 心 , 记 
着 要 确保 将 积分 进行 拆 分 . 基本 上 , 如 果 “极限 比较 函数 "g 有 有 原 函 数 没有 的 瑕 点 ， 
为 了 避免 产生 新 的 瑕 点 , 你 需要 将 原 函 数 进行 拆 分 . 通常 新 的 被 积 函数 g(z) 具有 
形式 1/zz, 所 以 当 你 有 瑕 点 oo 时 , 就 像 我 们 例子 一 样 , 只 需 避 免 出 现 x = 0. 
我 们 来 看 另 一 个 例子 
I 3z5 十 272 十 9 
2 26 十 22z4 十 i 
这 个 问题 有 点 复杂 , 唯一 的 瑕 点 是 co. 被 积 函 数 的 分 子 很 容易 处 理 : 当 x 一 co, 有 
375 十 2722 十 9 ~ 3x5， 对 于 分 母 , 首先 注意 到 当 x 00, V471 十 18z ~ V47H = 
2z13/2. 由 于 13/2 大 于 6, V4z 瑟 十 187z 项 在 分 母 中 起 主要 作用 , 所 以 当 x 一 co, 整 
个 分 母 渐 进 于 2z13/2, 综 上 , 我 们 有 
3z5 二 +272 十 9 3 _31 
Z6 十 2274 十 V4715 十 187 2713/2 2 2x3/2 


3 1 
由 
收敛 , 所 以 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积 分 也 收敛 . 
最 后 , 考虑 


当 z 一 co 时 ， 


p 判别 法 可 知 积分 


| d 
g 
9 VZ4 十 823 一 9 一 22 
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如 上 面 的 讨论 , 由 于 Vz4 与 z2 相 消 , 分 母 的 最 高 次 宕 难以 确定 , 我 们 需 将 分 子 分 
母 同 时 乘 以 分 母 的 共 绒 表达 式 . (之 前 已 用 过 此 法 多 次 , 更 多 例题 见 4.2 节 .) 我 们 
有 : 
| 1 dr= | 1 . 2Z4 十 8z3 一 人 
9 V24 二 8z35 一 9 一 Z2 9 Vz4 二 8z3 一 9 一 2zZ2  Vz4+8z5 一 9 十 2Z2 
你 可 将 其 自行 化 简 为 
| V7 + 8 9+o 
g 873—9 | 
分 母 很 容易 处 理 : 当 x 一 co 时 , 8z3 一 9 ~ 8z3. 分 子 呢 ? 由 于 x4 二 873 一 9 ~ x4, 有 


有 点 难以 理解 ， 


要 指出 


li 


TO0 


于 1， 
Vz4 十 8Zz3 一 9 


因为 : 


272 z 一 co 2 22 


将 分 母 上 的 z2 拖 入 根 式 (为 z4) 并 化 简 , 上 述 极限 变 为 


这 就 证 明了 当 x 一 co 时 , Vz4+8zs 一 9 十 22 ~2z2. 这 时 , 我 们 回 


1 
=35(VIt0-0+1)=1. 


到 原 积分 , 得 


Oo. 


1 Vz4+8z3 一 9+z2 27 1 
V24 二 825 一 9-z2 8z3 一 9 373 4z’ 


运用 极限 比较 判别 法 , 由 于 Je 1/4zdz 发 散 , 原 积分 发 散 . 顺便 说 一 下 , 你 能 猜 到 原 
时 渐进 于 1/4z 吗 ? 这 个 不 容易 想到 , 所 以 如 果 你 想 用 


被 积 函 数 在 


TO0 


窜 起 决定 作 


21.3.2 ce 和 一 oo 附近 的 三 角 函 数 


或 许 现在 我 们 能 说 的 唯 


虽然 这 些 给 出 的 信 ， 
所 以 它们 不 满足 类 似 的 不 等 式 .) | 


多 情况 下 使 


有 用 的 结论 是 对 任意 实数 4 有 


旭 的 结论 , 要 保证 有 且 仅 有 一 个 单一 的 最 高 次 震 . 


和 


[sin( DI <1 


|cos(A)|<1 


三 


地 


二 


Vz4 二 8z3 -9~2zZ2, 最 后 Vz4+8z3 一 9 十 X22 和 ~ 272( 全 为 x 一 00 时 ). 最 后 的 结论 
因为 渐进 相关 不 能 相 加 或 相 减 . 为 了 确定 该 说 法 的 正确 性 , 我 们 
Vrt 十 873 一 9 十 xX? 和 2x? 的 比值 当 z 一 co 时 趋 
ee V2Z4 十 8735 一 9 十 Zr2 二 1 


局 估 


年 


到 


小 \ 


筷 不 多 , 但 总 比 没有 好 . (其 他 的 三 角 函 数 有 太 多 的 垂直 渐 近 线 ， 


es 
5 VZ 十 22 


EF: 述 不 等 式 有 两 个 主要 的 应 
比较 判别 法 . 例如 , 积分 


], 一 个 是 可 以 在 很 
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收敛 还 是 发 散 呢 ? 我 们 从 |sin(z| < 1 开始 , 注意 我 们 将 4 的 正 弱 值 换 成 x4 的 正 

弦 值 是 没关系 的 , 因为 任何 数 的 正弦 (或 余弦 ) 的 绝对 值 都 不 超过 1. 因此 , 我 们 有 

sin(z 2 业 

Ce 

太 棒 了 , 我 们 把 表达 式 中 的 所 有 三 角 函 数 都 处 理 完了 , 右边 积分 的 唯一 瑕 点 出 

现在 ce 处 . 由 于 对 大 数 z, 最 高 次 寡 起 主要 作用 , 我 们 有 当 x 一 00, VZ 十 z2 ~ z2. 
现在 取 倒 数 可 得 


[mm 


1 1 
ET 
p 判别 法 , 我 们 知道 fs 1/z2ds 收敛 , 极限 比较 判别 法 告诉 我 们 


当 x 一 co 时 ， 


1 
上 本 


也 收敛 . 最 后 , 我 们 有 


™ | sin(z4 
| do< | re, 
所 以 由 比较 判别 法 知 原 积分 收敛. 
sin(4)| < 1 和 |cos(4)| < 1 的 另 一 个 漂亮 的 应 用 是 , 相对 于 x 的 任何 正 数 次 
窜 , 任何 数 的 正弦 或 余弦 值 都 可 忽略 , 至 少 在 x 一 co 或 x 一 一 00 时 是 这 样 的 . 例 
如 


当 z 一 co 时 ， 2x3 一 3201 十 sin(100z7200) ~ 273. 
为 什么 ? 因为 当 x 是 大 数 时 , 正弦 项 与 2z3 相 比 相当 的 小 . 更 准确 地 , 我 们 有 


223 一 3z01 十 sin(100z200) 让 3 sin(100z2%) 
二 273 本 3 9272.9 273 ‘ 
项 3/2z23 当 x 一 co 时 趋 于 0, 关键 是 你 可 以 用 三 明治 定理 得 出 
in(1 200 
im sin( 和 ) 友和 


具体 过 程 留 给 你 来 完成 , 因为 在 7.1.3 节 我 们 讨论 过 类 似 的 例子 . 不 管 怎样 , 我 


们 已 经 得 出 


和 2z3 一 3z01 十 sin(100z200) 二 


Z 一 oo 273 


毕竟 这 就 证 得 


当 z 一 co 时 ， 2x3 一 3201 十 sin(100z200) ~ 273. 
这 个 结论 对 于 要 了 解 下 面积 分 收敛 本 全 很 有 用 的 : 


上 2z3 一 320.1 十 i 2 
极限 比较 判别 法 和 上 面 的 渐进 关系 可 知 , 该 积分 与 js 1/2z3dz 敛 散 性 一 致 . 
因为 据 p 判别 法 最 后 一 个 积分 收敛 , 则 原 积 分 也 收敛 . 


是 So 
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21.3.3 oo 和 一 oo 附近 的 指数 


这 是 一 个 非常 有 用 的 原理 : 指数 比 多 项 式 增长 得 快 . 我 们 在 9.4.4 节 最 先 看 到 
这 个 结论 , 当时 我 们 用 下 面 的 形式 来 表示 这 个 原理 


其 中 n 是 任意 正 数 , 甚至 很 大 的 数 . 现在 考虑 定义 为 f(x) = x"/e? 的 函数 f, 我 们 
可 知 f(0) = 0, 且 由 上 面 的 极限 有 当 x 一 ce 时 f(z) 一 0, 那么 当 z> 0 时, f(z) 能 
有 多 大 呢 ? 函数 从 0 开始 , 中 间 没 有 垂直 渐 近 线 , 然后 又 折返 下 来 , 在 y = 0 处 有 水 
平 渐 近 线 , 所 以 y= f(zx) 的 图 像 必然 有 最 大 高 度 , 我 们 定义 为 C. 意思 是 对 所 有 的 
Zz 之 0, f(z) = x"/e* < C0. (注意 对 不 同 的 有 不 同 的 C 与 之 对 应 , 但 这 并 不 影响 .) 
现在 , 将 1/e” 写 为 e-*, 并 两 边 同 时 除 以 z", 我 们 得 到 一 个 有 用 的 不 等 式 


对 所 有 的 z > 0, ez < = 
Zr 


如 我 们 在 9.4.4 节 所 见 ， 如 果 将 e-* 换 成 e-?(%) 也 是 对 的 , 这 里 p(x) 是 当 
2 一 co 时 趋 于 无 穷 的 任何 一 个 多 项 式 型 表达 式 , 这 里 底数 e 也 可 以 换 成 其 他 大 于 
1 的 数 . 例如 , 车 将 ez 换 为 2-5* +Yw”13， 上述 不 等 式 也 成 立 . 这 里 重点 是 你 可 以 
任意 选择 n, 但 要 注意 使 它 足够 的 大 . 例如 ， 考虑 


Ce 
| 23e-zdz. 
1 


好 消息 是 被 积 函数 是 正 的 且 只 有 ce 一 个 瑕 点 , 坏 消息 是 因子 2 在 xz 一 co 时 增长 
很 快 . 然而 因子 e-?* 减 小 (到 0) 非常 快 , 其 速度 要 远 远 快 于 x3 的 增长 速度 . 为 了 
证 明 这 个 , 我 们 将 关注 


i 


-7 < 人 
这 正好 是 框 起 来 的 不 等 式 , 只 是 将 n 选 为 5 过 5 呢 ? 因为 它 能 起 作用 : 
Ce Ce jC Ce 
| 23e-7zdz < | Zz “十 dz = co| 3 二 dz < co， 


我 们 已 经 用 p 判别 法 得 到 CY 1/z?dz 收敛 由 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 收 
敏 . 我 是 怎么 知道 用 zs 的 呢 ? 如 果 我 换 成 e-* < CyVz4 会 发 生 什么 ? 它 将 不 会 起 作 
用 : 


下 zie -az<| ndz=-C| 5 一 qz 一 co 
二 仑 1 


现在 我 们 完全 白费 功夫 了 , 因为 我 们 除了 能 够 说 明 原 积分 有 穷 或 无 穷 外 , 其 他 
什么 都 没有 说 明 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 之 前 用 了 x 和 009 1 就 会 有 用 , 为 什么 ? 你 只 要 
保证 所 选 的 指数 为 比 4 大 的 任意 数 , 该 论证 就 能 有 作用 . 实际 上 , 最 好 选择 要 消除 
的 究 加 2 的 数 . 这 里 我 们 想 消去 z3, 所 以 用 e-* < CVzE. 
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[dll 


要 的 一 点 : 若 说 当 z 一 00, zw3e-” ~ e-* 就 大 错 特 错 了 . 它 是 不 正确 的 . 如 
是 正确 的 , 你 可 以 消 掉 正 项 e-” 而 得 到 结论 当 x 一 co, 23 ~ 1, 这 就 是 频 说 了 . 所 
以 你 应 该 对 前 一 个 例子 采用 比较 判别 法 而 不 是 极限 比较 判别 法 . 

现在 来 看 这 个 积分 : " 


(zl 000 + x2 + sin(z))e-® tdz. 


10 

我 们 要 做 一 点 小 小 的 工作 . 被 积 函数 因 有 sin(z) 项 而 看 起 来 在 正 值 和 负 值 之 
间 振 荡 , 不 过 这 不 属实 , 因为 sin(z) 的 大 小 不 足以 影响 正 数 z1000 +z2(z > 10) 的 
符号 . 不 管 怎样 , 第 一 个 观察 的 结果 是 当 z 一 co, z1000 +zZ2 二 sin(z) ~ Z1000, 因为 
22 和 sin(z) 项 的 作用 被 zl "0 冲 掉 了 . ( 若 想 知道 如 何 给 出 更 专业 的 解释 , 见 前 一 
节 .) 故我 们 乘 以 er” +6 得 
当 z 一 oo 时 ， (zl 000 + z2 + sin(z))e- +6 ~ wl 0006-2 +6. 
利用 极限 比较 判别 法 , 我 们 只 需 知 道 积 4 


S 2 
| x1 000e 一 z2+6d7 
10 


收敛 还 是 发 散 . 原 积分 也 需要 做 相同 讨论 . 现在 需要 小 心 了 ， 因 为 指数 项 e-*+6 
不 服从 渐进 原则 , 这 里 我 们 需要 采用 基本 的 比较 ， 你 知道 , z1 "9 确实 增加 了 , 但 
ez +6 的 的 确 确 在 减 小 . 我 们 用 


尊 


@—2*+6 < 3 
(看 ， 1 002 比 1000 大 2) 来 得 到 


1 000 一 z2 十 6 1 000 C 下 
SZ 2 X1002 x2° 


故 用 比较 判别 法 有 


oo 


ee) 
| zt! 000e 一 2 十 6d7z < c| 
10 10 


(其 中 最 后 那个 积分 由 p 判别 法 得 知 收敛 ). 解放 我 们 的 逻辑 思维 , 现在 我 们 知道 积 


1 
Tr 


| 2 00006—2*+6dx 
10 
收敛 , 因此 由 极限 比较 判别 法 知 


Oo 
| (zl 000 + x2 + sin(z))e-® +6dz 
10 


也 收敛 . 
ez 在 -co 附近 是 什么 表现 呢 ? 这 与 讨论 e-” 在 oo 附近 的 表现 是 一 回 事 . 例 
如 , 考虑 


一 4 
| z! 000ezdz， 
一 co 


© 


© eo 


©O eo 
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首先 做 变量 代 换 t= -2z, 由 dt = 一 dzx, 我 们 有 


—4 4 oo 
| zl 000ezdz = -| (—t)! 0006-tqt 二 | t1 000c 一 tdt. 
4 


这 里 我 们 用 由 dt 产生 的 负 号 将 积分 的 上 下 限 进行 了 调换 . 最 后 这 个 积分 的 敛 
散 判 别 留 给 你 们 自己 完成 . 


这 里 有 个 怪 题 : 积分 


人 rx! 000ezdz 

4 

收敛 还 是 发 散 呢 ? 被 积 函数 的 两 个 因子 在 x 一 oo 时 都 无 限 增 大 , 所 以 它 当然 发 散 ! 
更 准确 的 说 , 当 z > 4, 显然 z1000e* > 1( 事 实 上 , 这 里 不 等 式 右边 的 1 是 保守 的 选 
择 ). 则 我 们 有 


Ce Co 
| x! 000ezdz > | 1dz = co. 
4 4 


一 定 要 保证 右边 的 积分 发 散 . (这 是 不 证 自明 的 , 不 过 你 可 以 用 正式 定义 或 p=0 时 
的 p 判别 法 加 以 证 明 . 总 之 , 比较 判别 法 推出 了 原 积分 发 散 . 
现在 我 们 再 来 考虑 加 上 指数 和 多 项 式 后 会 发 生 什么 . 如 你 所 希望 的 , 如 果 指 数 
变 得 很 大 , 与 多 项 式 相 比 , 它 的 变化 起 决定 作用 . 例如 , 分 析 

Ooe zx10 

| 
先 看 分 母 er -5z20, er 项 与 5z20 项 相 比 起 决定 作用 , 我 们 应 该 有 er 5x20 ~ es( 当 
z 一 00). 我 们 可 以 通过 讨论 如 下 商 式 的 极限 来 加 以 证 明 : 

er — 5220 5z20 
lim 一 -一 一 lim (- 芝 二 1 一 0=1. 


7 一 oo eT 7X—00 


(这 里 我 们 用 了 本 节 一 开始 的 那个 极限 .) 总 之 , 由 ez 一 5220 w ez( 当 = 一 o0), 我 们 
有 
10 10 
i 
所 以 我 们 可 以 讨论 


co 710 co 
| 一 一 dz 一 | ezxlodz 
9 9 


来 代替 原 积分 . 接 下 来 可 用 不 等 式 er* < C/zl 和 比较 判别 法 证 明 该 积分 收敛 , 这 
部 分 由 你 自己 完成 . 所 以 由 极限 比较 判别 法 知 原 积分 收敛 . 
最 后 , 考虑 下 面 的 积分 : 
oo zx2 
| —————dzx. 


18 7*—4? 
我 们 最 好 知道 分 母 7* 一 47 发 生 了 什么 . 这 里 7* 和 4 都 是 指数 , 但 具有 最 大 底数 
的 起 决定 作用 ; 也 就 是 说 , 当 z 一 00, 77 一 各 ~77 为 了 说 明 原因 , 看 它们 比 式 的 极 
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限 : 


在 9.4.4 节 有 


若 0<r<1l, lim rz = 0. 
这 是 我 们 证 明 当 x 一 co, (4/7)* 一 0 所 需要 的 , 只 需 将 ” 换 成 4/7. 所 以 我 们 有 
lim 本 lim (1- () ) =1-0=1. 
这 就 证 明了 我 们 想 要 的 当 z 一 co, 77 一 47 ~ 77. 所 以 我 们 也 为 原 被 积 函 数 找到 了 


AI 也 2 zx? 
当 zx OO， 7 于 25 ~ 大 . 
现在 请 尝试 着 用 不 等 式 7-* < C/z4 来 证 明 


收敛 , 故而 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积 分 也 收敛 . 
21.3.4 ”oo 附近 的 对 数 
首先 注意 我 们 不 考虑 对 数 在 -co 附近 的 情形 , 因为 负数 不 能 取 对 数 , 所 以 讨论 
2 一 一 oo 时 的 In(x) 是 没有 意义 的 . 

另 一 方面 , 对 数 在 co 处 增长 的 很 慢 . 事实 上 , 对 数 比 x 的 任何 正 数 次 容 增 长 都 
用 符号 来 表示 就 是 , 若 a > 0 是 你 选择 的 某 个 正 数 , 则 不 管 它 有 多 小 , 都 有 

.ln(z) 
ee 

在 9.4.5 节 我 们 详细 讨论 了 这 个 原理 . 由 我 们 在 21.3.3 节 的 一 个 类 似 的 论述 可 得 ， 
必 有 一 个 常数 C 使 得 


SS 


对 所 有 z > 1, m(z) & Cz®™. 


上 述 结论 对 任何 底数 大 于 1 的 对 数 或 最 高 次 项 系数 为 正 的 多 项 式 的 对 数 都 成 立 . 
例如 , 考虑 
上 In(Z) 3 


2 700 
若 没 有 ln(z), 则 由 p 判别 法 可 知 该 积分 收敛 . 由 于 In(z) 增长 的 很 慢 , 它 基本 不 会 
有 什么 影响 . 虽然 这 个 确实 是 概念 上 的 观点 , 但 不 够 精确 . 为 了 证 明 这 个 说 法 , 我 们 
要 用 到 In(x) < Cx?, 其 中 a 小 到 ze 不 会 影响 1.001 大 于 1 这 样 一 个 性 质 . 例如 ， 
如 果 采 用 ljn(z) < Cx05, 由 p 判别 法 可 得 
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00 Co 0.5 Ooe 
| ds < | Tide ol i dz = co 
又 是 白费 力气 . 我 们 讨论 的 积分 小 于 等 于 co, 没有 任何 意义 . 那 我 们 就 更 精细 一 点 ， 
采用 ln(z) < Cz00005，0.0005 是 一 个 很 小 的 数 , 小 到 被 1.001 减 后 的 差 仍 大 于 1. 
我 们 看 一 下 这 个 不 等 式 的 应 用 结果 : 
98 Ooe 0.000 5 Ce 
| dr < | Sr dz 三 c| sd < co， 
上 面 右边 的 积分 根据 p 判别 法 可 知 是 收敛 的 , 因为 1.0005 大 于 1. 由 比较 判别 法 可 
知 , 左边 的 积分 也 收敛 . 你 看 到 有 多 精细 了 吗 ? 这 个 方法 与 21.3.3 节 处 理 指数 的 方 
法 类 似 . 
提醒 一 下 , 对 数 增长 缓慢 的 原理 并 不 是 对 每 个 含有 对 数 的 反常 积分 有 效 . 考虑 
《GD 下面 6 个 反常 积分 : 
上 we 上 vege dz, 上 ey 


2 Zl001 In(z) 2 x 


2 ”ln(z) 人 1 
| mm bm | mi 
我 们 只 看 第 一 个 , 发 现 它 是 收敛 的 . 看 第 二 个 例子 : 
Pe 1 
©O | EE 
这 里 若 没 有 因子 In(x), 积分 仍 收敛 , 但 这 个 因子 在 分 母 上 其 实 是 有 帮助 的 . 也 就 是 
说 , 当 Im(z) 在 分 母 上 时 , 分 母 变 得 比 原 来 更 大 了 , 使 得 被 积 函 数 变 小 了 , 这 有 利于 
积分 收 和 敛 . 如 何 更 有 效 的 把 这 些 写 下 来 呢 ? 随 着 x 的 增 大 , In(z) 有 下 界 . 这 时 , 积 
分 区 间 是 2，co), 那么 In(x) 在 这 个 区 间 上 能 有 多 小 呢 ? 由 于 In(x) 是 关于 z 的 增 
函数 , 我 们 有 当 x = 2 时 , In(z) 在 该 区 间 上 有 最 小 值 . 所 以 我 们 只 要 写 出 当 xz >2 
时 ln(z) > In(2), 这 有 什么 帮助 吗 ? 两 边 取 倒数 , 发 现 当 x > 2 有 
1 1 
In(z) ~ In(2) 
然后 两 边 同 时 除 以 z1001 后 , 左边 为 被 积 函 数 : 
1 1 


》 


< 2 
Z1001 ln(Z) ~ zx1.001 ln(2) 


现在 可 用 比较 判别 法 , 因为 


1 3 1 1 A 
| pr < | ZL.001 i ~ In(2) | 二 00Td7 ~ 
要 知道 m(2) 是 一 个 常数 , 因此 可 被 提 到 积分 号 前 面 , 由 p 判别 法 可 知 原 积分 收敛 ， 
因为 1.001 比 1 大 . 所 以 6 个 积分 中 的 第 二 个 积分 收敛 . 顺便 说 一 下 , 确定 值 In(2) 
O 是 不 相干 的 , 我 们 可 以 将 In(2) 换 成 任何 常数 C, 证 明 仍然 成 并 . 
那么 第 三 个 积分 呢 ? 看 
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2 TL 
如 果 把 分 子 中 的 In(z) 拿 掉 会 怎样 呢 ? 我 们 知道 [> 1/zdz 发 散 , 把 mm(z) 放 回 
去 只 会 让 情况 变 得 更 糟 , 所 以 上 述 积分 应 该 发 散 . 为 了 加 以 证 明 , 我 们 使 用 不 等 式 
In(z) > In(2), 此 时 x > 2( 或 者 ( 随 你 喜欢 ) 可 将 In(2) 换 成 任何 常数 C > 0). 可 得 
人 In(z) > 上 = ln(2) E ey = 00. 
人 2 化 


2 耻 2 
比较 判别 法 可 知 积分 发 散 . 
对 第 四 个 积 4 


kk a 
,ZIn(®) 
现在 需要 做 一 些 完全 不 同 的 事情 了 . 如 你 所 见 , 这 个 积分 任何 部 分 都 达到 了 完美 的 


均衡 如 没有 因子 jn(z) 则 积分 发 散 . 由 于 ln(z) 在 分 母 中 , 又 会 给 积分 以 收敛 的 
机 会 . 它 的 作用 足够 使 积分 收敛 吗 ? 我 们 想 利用 In(x) < Cze, 但 无 论 选择 多 人 么 小 
的 a 都 找 不 到 一 个 有 效 的 比较 . ( 试 一 下 就 知道 了 ! ) 在 此 我 们 考虑 用 变量 代 换 . 令 
t 二 ln(2); 则 di=1/zdz. 当 z=2, 我们 有 t= 1n(2), 且 当 z 一 co 时 有 上 一 co, 所 


以 
[ee 1 Oo 
| dz = | a 一 :5 
2 2Zln(z) In(2) + 


其 中 后 面 的 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 则 原 积分 也 发 散 . 另 一 方面 , 我 们 把 上 述 积 
分 的 上 限 由 ee 换 为 es : 


a 


和 1 

| pa 
数 ee 其 实 很 大 , 从 我 的 电脑 上 获知 它 的 值 接 近 于 4 x 101 294, 意味 着 4 后 面 跟 着 
1 294 个 0. 这 是 一 个 难以 置信 的 大 数 , 相对 于 目前 我 们 人 脑 的 有 限 理解 能 力 来 说 ， 
这 个 数 就 是 无 穷 了 . 因为 当 积 分 上 限 为 ce 时 积分 发 散 , 则 你 可 能 认为 上 面积 分 的 
值 是 相当 大 的 . 我 们 来 把 它 计 算出 来 , 还 令 t= In(z), 可 得 


EE | 1d4 ing” = In(es) _indno) =8— In(in(2)). 
2 In(2) + 


zln(z) ln(2) 


这 里 我 们 用 到 了 一 点 , 即 当 zx = es 时 有 t= ln(es ) = e8. 总 之 , 最 终 的 结果 比 8 小 
点 点 , 一 点 都 不 大 . 这 会 使 你 认为 反常 积分 


”3 
上 zln(z) qe 
收敛 , 但 如 我 们 刚刚 所 见 , 它 是 发 散 的 , 只 不 过 发 散 的 速度 非常 缓慢 . 


现在 考虑 


©O 
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上 jd 


如 果 还 用 代 换 = In(z), 可 得 


1 0 
TE 了 | tl i 
其 中 后 一 个 积分 由 p 判别 法 可 知 收敛 , 所 以 新 积分 也 收敛 . 只 需要 让 分 母 上 的 In(x) 
的 容 增 加 一 点 点 , 即 (In(z))01 就 足够 让 积分 收敛 了 . 这 一 点 增加 真是 重大 的 改变 
响 ! 
我 们 仍 有 两 个 积分 需要 考虑 , 第 一 个 是 
| I 


这 个 积分 与 第 三 个 积分 类 似 . 如 果 分 子 上 没有 因子 In(z), 积分 发 散 ; 加 上 ln(z) 只 
会 使 积分 更 加 发 散 . 我 们 不 能 说 对 积分 区 间 里 的 所 有 x 都 有 In(x) > In(2), 因为 了 
在 的 积分 区 间 是 [3/2，co). 不 用 管 它 , 只 要 换 成 m(z) > a 就 行 了 : 


”ln ” In(3/2 ， 
| 0 dz > 全 2 dz = m3/» | 区 855d7 = 
p 判别 法 可 知 最 后 一 个 积分 发 散 . 又 根据 比较 判别 法 , 原 积分 发 散 . (同样 , 可 以 
将 In(3/2) 换 成 大 于 0 的 数 C.) 
最 后 , 我 们 考虑 本 节 的 最 后 一 个 积分 : 


过 


解 这 个 题目 的 一 个 方法 是 直接 利用 比较 判别 法 令 其 与 第 四 个 反常 积分 比较 .特别 
地 , 当 z > 2 时 z0999 < z. 我 们 两 边 取 倒数 , 改变 不 等 式 的 方向 有 


村 1 2 1 

| 
现在 我 们 已 经 知道 上 面 最 后 一 个 积分 是 发 散 的 , 所 以 由 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 发 
散 还 有 一 个 更 直接 的 方法 .观察 原 积 / 


1 

| mi 
如 果 把 因子 In(x) 拿 走 会 发 生 什么 呢 ? 根据 p 判别 法 可 知 它 会 发 散 . 把 因子 In(z) 
放 进 分 母 会 使 积分 有 收敛 的 趋向 , 但 不 是 很 明显 . 事实 上 , 的 确 不 足以 使 积分 收敛 . 
你 可 以 运用 对 数 增长 缓慢 的 原理 : 实际 上 ln(z) < Cz0000 5, 两 边 取 倒数 , 我 们 有 

1 1 1 

In(x) ”CC ~ 20.000 5 
不 等 式 两 边 同 时 除 以 z0.999, 可 得 
1 1 1 1 1 


之 三 Xx 三 到 区 
20.999]n(z) ”CC 20.99970.0005 GO zx0.9995 
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最 后 可 得 


> 1 ye 1 
| 0.999 In(z a 2 0| A 5d2 = oo， 


2 
最 后 一 个 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 故 原 积分 也 发 散 . 注意 我 们 仍 选 择 足 够 小 的 震 
次 0.000 5, 其 实 我 们 还 可 以 用 任何 小 的 只 要 当 你 把 它 加 到 0.999 上 时 , 不 会 
得 到 大 于 等 于 1 的 数 . 否则 的 话 , 你 又 要 白费 力气 了 . 


21.4 ”常见 函数 在 0 附近 的 情形 
目前 我 们 已 经 知道 了 ce 附近 的 多 项 式 、 三 角 函 数 、 指 数 、 对 数 的 情况 . 现在 
来 看 一 下 它们 在 0 附近 的 情形 . 
21.4.1 0 附近 的 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 


对 多 项 式 , 最 低 次 时 在 z 一 0 时 起 决定 作用 . 这 与 x 一 co 时 的 情况 正好 相反 . 
更 准确 的 , 假设 p 是 多 项 式 , 则 有 


车 p(z) 的 最 低 次 项 是 bz™, 则 当 z 一 0, p(x) ~ bz™. 
例如 , 当 z 一 0, 5z4 一 23 二 222 ~ 222. 我 们 通过 证 明 它 们 之 比 的 极限 为 1 来 说 明 : 


对 于 多 项 式 型 函数 , 并 不 是 总 那么 容易 能 找到 最 低 次 项 , 不 过 该 原理 仍 适 用 . 
例如, 当 zz 一 0+, 如 十 Vz~ Vz, 因为 Vz = zl2 而 且 1/2 小 于 2. (这 里 z 一 0+， 
因为 我 们 不 能 对 负数 开平 方 .) 该 原理 甚至 对 常数 也 适用 , 常数 其 实 是 za 的 倍数 , 而 
20 是 次 数 很 低 的 项 . 如 , 当 z 一 0, 2z1 二 4 一 4 因为 4z9 的 指数 低 于 2z13. 

我 们 来 看 一 些 关 于 反常 积分 的 例子 . 考虑 


5 1 4 
| BA 
唯一 的 瑕 点 是 x = 0, 现在 我 们 知道 
1 1 
Ma 十 让 Ro 
= hh XT2+ Vi Ve 


因为 91/Vzdz 收敛 (p 判别 法 ), 则 


> 汕 

| 
也 收敛 (极限 比较 判别 法 ). 因此 积分 收敛, 这 主要 是 因为 Vz 项 . 如 果 没 有 它 , 被 积 
函数 为 1/z?, 则 积分 在 区 间 [0, 5] 上 发 散 ， 所 内 V3 项 保全 了 积分 的 收敛 性 . 不 过 
等 一 下 , 关于 这 一 点 , 我 希望 你 回 到 21.3.2 节 看 一 下 积分 


© 
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上 
5 22 十 VZ 
是 怎样 收敛 的 .后 一 个 积分 收敛 的 决定 项 是 xz2, 而 不 是 项 Vz. 若 没有 x2, 后 一 个 
积分 将 会 发 散 . 故我 们 在 21.1.1 节 开始 部 分 看 到 的 积分 
2 1 
pe 


收敛 , 因为 以 下 两 个 积分 


A 7 
i 五 下 | 
收敛 . 瑕 点 0 由 于 Vz 项 的 存在 没 问 题 , 瑕 点 oo 由 于 zx? 项 的 存在 也 没 问 题 , 非常 
不 错 , 是 吧 ? 
这 个 积分 呢 : 


瑕 点 还 是 x = 0, 现在 当 xz 一 0,z 十 3~~3 且 zxz 十 x 入 xz, 故 


TX 二 3 
AI 让 EE 
当 zx 一 0 时 ， 5 下 


1 
反常 积分 | 3/zdz 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 根据 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 


0 
1 
3 
| 2Z 十 i 
0 X75 


也 发 散 . 
21.4.2 0 附近 的 三 角 函 数 
这 是 些 很 有 用 的 结论 : 


当 z 一 0, sin(z) ~ ,tan(z) ~ x H cos(z) ~ 1 


这 些 只 是 我 们 在 第 7 章 讨论 过 的 极限 的 另 一 种 描述 
和 
7 一 0 ZX Z 一 0 ba Z 一 0 

( 若 不 明白 余弦 的 极限 , 将 cos(z) 写成 cos(z)/1 就 可 得 当 x 一 0, cos(z) ~ 1.) 注意 : 


这 些 渐进 关系 的 积 和 商 成 立 , 而 和 与 差 不 成 立 . 例如 , 你 不 能 说 当 z 一 0, sin(z)-z 入 
0. 更 彻底 的 讨论 见 20.4.1 节 末 . 
我 们 来 看 一 些 例子 . 考虑 


1 1 1 1 

| tan(z) | tan(z) 2 
这 两 个 积分 看 上 去 很 相似 , 外 表 很 有 迷惑 性 . 我 们 对 两 个 积分 都 采用 tan(z) ~ z( 当 
2 一 0). 具体 过 程 可 以 自行 完成 , 下 面 是 基本 方法 : 对 第 一 个 积分 采用 1/ tan(x) ~ 
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1/z( 当 z 一 0), 并 由 极限 比较 判别 法 知 积分 发 散 . 另 一 方面 , 对 第 二 个 积分 采用 
1/Vtan(z) ~ 1/Vz( 当 zx 一 0+), 并 由 极限 比较 判别 法 知 该 积分 收敛 . 
这 是 另 一 个 例子 : 积 4 
[ sin(z) ] 
by 
0 


3 
呢 ? 没有 因子 sin(z), 积分 根本 不 会 收敛 , 因为 3/2 大 于 1, 由 p 判别 法 可 知 积分 发 
散 . 但 因子 sin(x) 改变 了 这 种 状况 : 


sin(7z) 1 i 二 
/2 7312 2 当 z 一 0+. 


因为 1/zla2dz 收敛 , 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 收敛 这 个 例子 有 意思 的 地 


方 是 积分 
”sin(Z) 
| 7 dz 


也 收敛 , 但 原因 却 完全 不 同 . 这 里 瑕 点 在 ce, 我 们 要 使 用 绝对 积分 , 对 绝对 积分 进行 
直接 比较 有 
™ |sin(z J 
i < 上 7373 dr < oo， 

所 以 原 积分 收敛 (这 里 我 们 用 了 p 判别 法 、 比 较 判 别 法 和 绝对 收敛 判别 法 ). 注意 
在 ce 处 , 比较 好 的 究 次 为 3/2( 要 是 1/2 就 糟 了 ! ) 且 正 弦 函 数 没 起 任何 帮助 作用 
(也 没 帮 倒 忙 ). 这 里 我 们 顺便 也 得 出 

| sin(Z) dz 

0 


X373 


收敛 , 知道 为 什么 吗 ? 
注 : 虽然 我 们 只 讨论 当 x 一 0 的 情况 , 这 并 不 意味 着 瑕 点 必须 在 0 处 , 也 可 能 
在 oo 处 的 , 就 像 下 面 的 例子 : 
| (3) 
sin | 一 | dz. 
1 也 


这 里 瑕 点 在 ce 处 , 但 当 z 一 ce 时 1/z 变 得 很 小 . 所 以 在 关系 sn(z) ~ z( 当 zz 一 0) 
中 , 将 xz 换 为 1/z 可 得 当 1/z 一 0 时 , sin(1/z) ~ 1/z. 当然 , 当 z 一 co 时 1/z 一 0， 
所 以 我 们 有 
( I 
Sin | 一 | 人 ~ 一， 导 X 一 oo. 
化 化 
现在 可 由 极限 比较 判别 法 得 积分 发 散 , 因为 | 1/zdz 发 散 . 
21.4.3 0 附近 的 指数 函数 


感觉 上 , 指数 函数 对 0 没有 作用 , 更 准确 的 ， 
ex 入 1 和 e-* 和 ~1， 当 x 一 0 


©O 
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这 其 实 是 
lime* 二 1 和 lime-*=1. 
2 一 0 Z 一 0 


的 为 一 种 说 法 . 例如 , 反常 积分 


1 全 
| 2 
0 2Zcos(Z) 
发 散 , 因为 
ez 六 
Zcos(Z) Zz:1l 7 


: 这 只 对 指数 (如 z 或 -z) 很 小 的 情况 成 立 . 另 一 


1 一 1/z 
| 5 dz. 
0 这 


写成 er-lz ~ 1 就 错 了 , 因为 当 z 一 0+ 时 1/z ~ co. 我 们 确实 需要 采用 21.3.3 节 
的 方法 . 特别 的 , 对 任意 mn 有 


当 z 一 0 时 ， 


( 剩 下 细节 自行 完成 .) 注 ; 
个 容易 出 错 的 积分 是 


[oll 


若 大 的 量 为 1/z( 因 z 很 小 且 为 正 , 所 以 1/z 很 大 ), 则 变 为 对 任意 mn 有 


一 1/z C nNn 
Gy 
(1/z)™ 
现在 我 把 证 明 选 择 任 意 大 于 4 的 n 均 成 立 的 任务 留 给 你 来 完成 . 例如 , 取 n=5 可 


Ty 和 1 
| dzs| dr=C| ldx < co， 
习 0 并 0 


其 中 最 后 一 个 积分 由 于 没有 瑕 点 而 显然 收敛 (实际 上 积分 值 为 1). 顺便 说 一 下 , 这 
是 一 个 相当 难 的 问题 . 
这 是 另 一 个 可 能 的 陷阱 , 在 积分 


| 


中 , 你 可 能 会 试图 用 关系 当 x 一 0 时 有 ez a 出 当 z 一 0 时 有 er 一 1~ 0, 这 
后 一 个 关系 是 错误 的 , 因为 不 允许 除 以 0, 我 们 需要 更 聪明 点 . 在 20.4.1 节 , 我 们 应 
用 了 9.4.2 节 中 的 经 典 极 限 


e 


得 到 了 


当 z 一 0,ez 一 1 一 2 


据 此 可 得 
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当 zx 一 0+ 时 ， 本 
现在 由 极限 比较 法 可 知 原 积 分 收敛 . 
21.4.4 0 附近 的 对 数 函 数 


这 里 的 原理 是 当 x 一 0+ 时 对 数 函 缓慢 趋 于 -co. 现在 我 们 通过 取 绝 对 值 让 对 
数 趋 于 oo, 要 知道 当 0 < z < 1 时 对 数值 为 负 , 所 以 无 论 a > 0 有 多 小 , 都 存在 常 
数 C 使 得 


对 所 有 0 <z<1 成 立 ，|In(z)| < 


TT 


这 是 由 9.4.6 节 中 的 极限 (除了 将 a 用 a 代替 之 外 ) 
lim, rz In(x) = 0, 
推出 来 的 . 这 与 21.3.3 节 开 始 采 用 的 论证 极为 类 似 . 

所 以 , 为 了 理解 
1 
ln(z 
| ls 


我 们 采用 之 前 用 过 多 次 的 讨论 方式 来 讨论 这 个 新 的 问题 . 车 没有 ln |z|, 积分 将 收 
敛 . 我 们 要 找 一 个 很 小 的 暴 次 , 使 得 它 与 0.9 的 和 仍 小 于 1. 令 a = 0.05 看 一 下 ,| 
上 面 方 框 中 的 不 等 式 知 有 ln|z| < C/z005, 故 

ee WN ey Loe C C 


X09 全、 709 一 77097005 x0.95° 
现在 可 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 来 完成 该 问题 , 结果 为 该 积分 收敛 . 你 应 该 相信 若 
选择 任意 大 于 等 于 0.1 的 数 作 为 a 的 值 , 那么 就 无 从 得 到 结论 , 又 会 白费 力气 了 . 
顺便 说 一 下 , 现在 我 们 自然 可 知 


收敛 , 因为 它 是 原 积分 求 负 得 来 的 
考虑 另外 一 个 例子 
1/2 1 
| 


若 没 有 因子 nzl, 由 p 判别 法 可 知 积分 收敛 . |In z| 有 使 积分 收敛 的 趋势 , 但 作用 
不 大 , 因为 它 只 是 对 数 , 而 对 数 增长 缓慢 . 所 以 我 们 仍 预期 积分 发 散 . 为 了 证 明 该 猿 
测 , 注意 Inz| < Cy/za, 取 倒 数 可 得 1/ nz| > zx*/C. 为 了 避免 徒劳 无 功 , 我 们 再 
次 选择 足够 小 的 a, 有 


1 po 


之 ， 
2Z2|]n(zZ)| Cx? 


432 第 21 章 反常 积分 : 如 何 解 题 


所 以 只 要 a 和 1 就 可 以 . (为 什么 ? ) 实际 上 , 当 a = 1 时 右边 
知 积分 发 散 . 注意 积 4 


力 变 为 1/Cz, 到 这 就 可 


| 


也 发 散 ( 趋 于 co), 因 
最 后 一 个 例子 : 那 积 4 


1/2 
| 


呢 ? 现 在 积分 在 没有 


散 的 更 快 , 所 以 我 们 只 需 找 到 Imz| 在 
时 有 最 小 值 , 所 以 当 0 < x < 1/2, 我 们 有 In(z)| 
对 所 有 0<xz<1/2 有 


倒数 并 除 以 z0%9 可 得 


1 


1/2 


1 


x2 In(x) a 


ro: 


为 它 是 原 积分 求 负 的 结果 . 


1 


ona 
因 式 lin z| 时 收敛 , 但 将 这 个 很 大 的 量 


时 放 到 分 母 上 只 会 使 积分 发 


想 并 


(0, 1/2] 的 最 小 值 . 想 


1 


定 当 z= 1/2 
> |in(1/2)| = In(2). 最 后 , 两 边 取 


< 
Z0.9|]n(z)| ~ 20°9 In(2) 


成 立 . 现在 只 需 运 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 可 得 原 积 分 收敛 . 
21.4.5 ”0 附近 的 更 一 般 函 数 


需 


-AN 


在 24.2.2 节 我 们 将 学 习 麦 克 劳 林 级 数 . 如 果 之 前 没 见 过 


本 节 的 标记 , 学 完 麦 克 劳 林 级 数 的 所 有 内 容 后 


, 不 要 着 急 ! 记 下 返回 


来 读本 节 . 不 管 怎样 基本 观点 是 


若 一 个 函数 有 在 0 附近 收敛 于 该 函数 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 函数 好 


FEz 一 0 时 渐进 于 


级 数 的 最 低 次 项 , 即 


f(x) = anz2 十 anrlZn+L 十 ，…: 


, 当 一 0,; 则 f(x) ~ anz”. 


考虑 下 面 的 例子 : 
dz 


1 
l 1 一 cos(Z) 
我 们 知道 当 x 一 0 时 cos(z) ~ 了 但 


1 
中 

| 

量 的 一 个 方法 是 运用 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 : 


dz 
(T= cos(z)) /3 
没有 告诉 我 们 1 - cos(z) 怎 术 


f 讨论 这 个 


cos(Z) 一 工 一 可 本 ; 
它 可 以 另 写 为 
1 — cos(z) = Ee 
所 以 , 由 上 面 的 原理 知 右 边 最 低 次 项 起 决定 作用 , 我 们 有 
当 z 一 0 时 ， 1 一 cos(z) ~ 2 
这 与 我 们 在 7.1.2 节 讨 论 的 例子 
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1 
一 致 . 我 把 利用 上 面 渐进 关系 证 明 上 面 第 一 个 积分 发 散 , 而 第 二 个 收敛 的 任务 留 作 
练习 . 


21.5 ”如 何 应 对 不 在 0 或 ce 处 的 瑕 点 


车 瑕 点 出 现在 有 限 值 而 非 0 处 , 做 换 元 . 具体 情况 如 下 . 
。 若 积分 了 f(z)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 x = a 处 , 做 代 换 t = x 一 a, 注意 | 
dt = dz. 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 
。 若 积分 2 f(x)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 x = 处 , 做 代 换 t = 5 一 zx, 注意 
dt 一 一 dz， 人 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 
例如 , 在 20.1.2 节 , 我 们 讨论 了 


[ - dz 

o (zz—1)(rz+1)(z— 2) 

我 们 将 该 积分 拆 分 成 了 5 个 积分 , 每 个 积分 只 有 一 个 瑕 点 , 并 证 明了 它们 均 发 散 . 
其 中 一 个 积分 (我 们 称 之 为 6) 为 


3 1 
| zr(z—1)(z+1)(z— 2) 
这 里 瑕 点 在 z = 2 处 , 故我 们 做 代 换 t= x 一 2. 由 此 x =t 十 2, 积分 变 为 
2 1 
. (t+2)(t+1)(t+ 3)t 
积分 的 上 下 限 现在 为 1 和 0, 瑕 点 现在 变 为 0, 现在 我 们 可 运用 多 项 式 的 最 低 次 项 
在 0 附近 起 决定 作用 的 事实 得 
当 t 0,， t+2~2, t+1l~1, t+3~3. 


综合 以 上 事实 可 知 


dz. 


dt. 


1 1 
才干 轨 CTTDCT3 2x1x3xt 6 

极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 知 上 述 积分 发 散 . 
男 一 个 由 原 积分 拆 出 的 积分 (我 们 称 之 为 五) 为 

1 
|, zz—1)(z+1)(z—2) 
现在 瑕 点 在 x = 2 处 , 是 积分 的 右 极 限 . 故 做 代 换 t= 2 一 xz. 当 x = 3/2 时 我 们 有 
t= 二 1/2, 且 当 z=2 时 t=0. 由 dt=-dzx 和 w=2 一 t, 我们 有 


当 t 一 0. 


dz. 


d= [ dt 
3/2 T(T —1)(z+ D(z—2) 1/2 (2—b(1—t)(3—t)(-t) 
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在 最 后 的 一 个 积分 中 , 我 们 用 等 式 dz = -dt 
节 所 述 ). 总 之 , 很 容易 可 得 


1 


PF 负 号 来 交换 积分 的 上 下 限 (如 16.3 


1 


当 t 一 0 时 ， 


CEITOETCEEITED 6t 


所 以 上 述 积分 发 散 (还 是 根据 极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 , 细节 自行 完成 , 处 理 被 


积 函 数 的 负 号 时 要 小 心 ). 事实 上 , 你 现在 就 可 以 试 着 证 明 其 他 三 个 积分 (20.1.2 节 


的 五 、 五 和 万 ) 发 散 . 


无 穷 级 数 , 我 们 要 先 讨论 数列 
数 : 本 章 主 要 包括 一 些 原 到 


你 是 第 


第 22 章 


数列 和 级 数 : 基本 概念 


无 穷 级 数 和 反常 积分 非常 相似 , 这 是 一 个 好 消息 . 所 以 很 多 (但 不 是 全 部 ) 反 


. 跟 有 反常 积分 的 讨论 一 样 , 我 


常 积分 的 方法 都 可 以 用 于 讨论 无 穷 级 数 , 我 们 就 不 用 重新 寻找 方法 了 .为 了 定义 


EE, 


和 i 下 一 章 则 更 实际 , 包含 了 求解 问题 的 若干 方法 . 如 果 


] 两 章 来 讨论 数列 和 级 


尔 是 第 一 次 阅读 本 文 , 那 就 去 看 一 下 本 章 的 详细 内 容 吧 . 如 果 说 是 为 了 回顾 , 快速 


的 浏览 一 下 主要 点 就 足够 了 , 然后 就 可 
内 容 : 


。 数列 的 收敛 和 发 散 ; 
。 两 个 重要 数列 ; 


以 直接 看 下 


。 数列 极限 和 函数 的 极限 之 间 的 联系 ; 


级 数 的 收敛 与 发 散 , 以 及 几何 级 数 的 敛 散 性 讨论 ; 
级 数 的 第 ”项 判别 法 ; 
级 数 和 反常 积分 的 联系 ; 

比 式 判 别 法 、 根 式 判 别 法 、 积 


分 判别 法 以 及 交错 级 数 判 别 法 


本 章 主要 进行 理论 探讨 , 大 部 分 例题 在 下 一 章 


22.1 


数列 的 收敛 和 发 散 


于 的 具体 例题 . 下 面 是 本 章 的 


MSG 


数列 是 一 列 有 序 的 数 , 可 能 有 有 


做 无 穷 数 列 . 例如 ， 


限 项 , 也 可 能 有 无 穷 项 ， 


0， 1， = 2， 运力 3， 一 3， 和 


是 一 个 包含 所 有 整数 的 无 穷 数列 . 
的 第 一 项 , aa 表示 第 二 项 , as 表示 多 
E, 我 们 也 可 以 不 用 a, 如 用 b 或 其 他 的 字母 都 可 以 .) 所 以 上 例 中 ， 
表达 式 来 表示 , 如 


二 项 , 以 此 类 


Q1 


NN 
4 


下 角 标 经 常 被 用 于 数列 中 , 其 中 ai 表示 数列 


中 无 穷 项 的 数列 叫 


中 


三 项 ,以 此 类 推 . (有 时 ao 


0、az =1、 as = 二 一 1、a4 = 2, 以 此 类 推 . 数列 经 常 
sin(n) 
Qn 一 ee 
Pp n= 1,2,.…, 定义 了 数列 
sin(1) sin(2) sin(3) sin(4) 
12 22 32 0 42 


是 第 一 项 , al 是 第 
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给 定 无 穷 数列 , 我 们 主要 讨论 当 ” 趋 于 无 穷 时 , 数列 的 极限 值 . 即 , 当 我 们 观察 
数列 中 越 来 越 靠 后 的 数 时 , 会 发 生 什么 ? 数学 上 表示 为 , 极限 


lim an 
人 一 OO 


存在 与 否 ; 若 存 在 , 值 是 多 少 . 虽然 我 们 还 未 给 出 上 述 极限 的 定义 , 不 过 它 与 函数 f 
的 极限 lim f(z) 差不多 . (定义 参见 附录 A 的 A.3.3 节 .) 基本 思想 是 
im an 一 了 

意味 着 w 开始 可 能 有 稍 许 徘徊 , 最 后 会 越 来 越 趋 近 于 工 并 一 直 保 持 这 种 趋势 . 若 
存在 这 样 的 五, 则 数列 {aw} 收敛 , 否则 发 散 . 与 函数 一 样 , 数列 也 可 以 发 散 到 co 
或 -co, 也 可 以 不 断 振荡 (可 能 会 很 疯狂 ) 而 不 趋 于 一 个 特定 的 值 . 如 ,， 上述 数列 
0,1, 一 1,2, 一 2,… 发 散 , 但 不 是 发 散 到 ce 或 -co, 而 是 在 绝对 值 不 断 增 大 的 正 数 和 
负数 间 振 沪 . 

和 冰 数 一 样 , 有 时 也 可 说 当 nn 一 co 时 an 一 克 这 与 im an 三 工 意思 一 样 . 


22.1.1 ”数列 和 函数 的 联系 


考虑 数列 
Re 
之 前 我 们 见 过 该 数列 , 它 与 下 面 的 函数 
ja = 2 


紧密 相关 . 事实 上 , 对 每 个 正 整数 mw ov 都 等 于 fn) 所 以 如 果 我 们 能 证 明 lim f(z) 
存在 , 我 们 就 可 说 数列 {a,} 有 相同 的 极限 . 数列 继承 了 函数 的 极限 性 质 . 在 水 平 渐 
近 线 上 , 二 者 也 有 联系 : 记 住 , 若 lim f(z) = 工 , 则 y= f(z) 的 图 像 有 水 平 渐 近 线 
y= 上 . 

Ee ea 我 们 还 可 以 很 容易 的 将 函数 极限 的 其 他 性 质 推 广 到 数列 极 
限 . 如 , 对 使 得 当 n 一 co 时 ,on 一 ,bn 一 M 人 {an} 和 {bn}, 其 和 
an 十 bn 构成 一 个 收敛 于 二 + M 的 新 数列 , 对 于 差 、 积 、 商 (如 果 M 取 0, 因为 分 母 
不 能 为 0)、 与 常数 的 积 也 同样 适用 . 虽然 这 个 结 0 不 过 的 确 很 
有 用 . 

另 一 个 重要 的 事实 是 三 明治 定理 , 亦 即 夹 通 定 理 对 数列 也 适用 (三 明治 定理 
内 容 参见 3.6 节 .) 特别 的 , 假设 对 数列 {a}, 若 怀 疑 其 收敛 于 某 数 L, 则 要 找到 一 
个 比 {an} 大 的 数列 {5%} 和 一 个 比 其 小 的 数列 {cn}, 并 且 这 两 个 数列 均 收 敛 于 工 ， 
则 我 们 就 可 知 该 数列 的 确 收 剑 于 二 了. 用 数学 语言 描述 就 是 , 若 cv < an < bw, 且 
当 n 一 00 时 ,一 工 cn 一 工 则 当 n 一 00 时 ,an 一 元 对 前 面 给 定 的 数列 
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si 
in(n) 


n2 
你 可 以 通过 将 经 典 不 等 式 -1 < sin(n) < 1 除 以 m2, 并 利用 三 明治 定理 得 对 所 有 n 
有 


一 1 过 sin(n) 和 1 


2 De 


n2 ~ 用 n2 
数列 b= 二 1/r2? 和 cu = 一 1/m2 在 n 一 oo 时 均 收 全 于 0, 所 以 夹 于 它们 之 间 的 数列 
an 也 收敛 于 0. 即 


iim 型 (n) 


?一 co Nn 
另 一 个 可 由 函数 性 质 推 过 来 的 是 连续 函数 遵从 极限 . 这 是 什么 意思 呢 ? 假设 当 
1 一 oo 时 oa 一 工 , 则 如 果 函 数 f 在 xz = 工 连续 , 我 们 就 可 以 说 当 n 一 co 时 
f(an) 一 f(D). 如 对 任何 式 子 取 函 数 f, 则 该 式 子 的 极限 关系 不 变 . 如 求 


lim cos (2) 
Nn 


=0; 


也 一 CO 


是 多 少 ? 我 们 已 经 有 
当 n 一 co 时 ; 
于 余弦 函数 在 0 点 连续 , 我 们 两 边 同 时 取 人 余弦, 可 得 
当 n 一 co 时 ; cos 0 — cos(0)=1 
还 有 一 个 我 们 可 以 从 函数 理论 中 借用 的 重要 的 工具 是 洛 必 达 法 则 . ( 见 14.1 节 .) 
应 用 该 法 则 的 一 个 问题 是 我 们 不 能 对 关于 n 的 量 ov 求 导 , 因为 n 只 是 一 个 整数 . 
事实 上 , 当 对 函数 f 求 关 于 变量 x 的 导数 时 , 只 是 为 了 看 一 下 当 对 z 在 其 周围 做 
极 小 的 变动 时 函数 f(z) 有 什么 变化 .你 不 能 对 整数 在 其 周围 做 极 小 的 变动 , 因为 
极 小 变动 后 就 不 再 是 整数 了 . 所 以 车 想 应 用 洛 必 达 法 则 , 首先 需 将 数列 庶 入 到 一 个 
合适 的 函数 中 . 例如 , 车 an = In(n)/Vn, 你 可 通过 令 
1 四 = 2 
并 利用 洛 必 达 法 则 求 lim f(z) 的 值 来 求 ,Jim an. 注意 这 是 oo0/oo 情形 , 所 以 可 以 
用 该 法 则 . 对 分 子 和 分 母 分 别 求 导 可 得 
lim M2) i lim 有 = lim 
因为 函数 的 极限 是 0, 则 数列 a 当 一 co 时 也 收敛 于 0.( 我 们 也 可 以 采用 对 数 
在 co 处 增长 缓慢 的 结论 来 求 上 述 极限 , 只 需要 应 用 21.3.4 节 开 头 部 分 的 公式 并 令 
aw 一 1/2 即 可 .) 


二 
n 


-a 


0. 


GO 县 
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22.1.2 ”两 个 重要 数列 


取 一 些 常数 > 并 考虑 从 n = 0 开始 取 值 的 数列 a, = r", 这 是 一 个 等 比 数列 . 

注意 每 一 项 都 是 前 一 项 与 一 个 常数 的 乘积 . 我 们 来 看 一 些 等 比 数列 的 例子 : 
。 若 7 二 0, 则 数列 为 0,0,0,… ,显然 收敛 于 0; 

车 7=1, 则 数列 为 1,1,1,.… ,显然 收敛 于 1; 
车 7 二 2, 则 数列 为 1,2,4,8,:… ,明显 的 发 散 于 oo; 
。 若 7 二 一 1, 则 数列 为 1, 一 1,1, 一 1,1,:… , 发散, 但 不 是 发 散 于 co 或 -co, 因 
为 它 一 直 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 换 句 话说 , 极限 不 存在 ; 
车 7 = -2, 则 数列 为 1, 一 2,4, 一 8,… , 与 上 面 数列 发 散 方 式 相 同 (极限 不 存 
在 ), 事实 上 这 次 的 振荡 范围 更 宽 ; 
车 7 =1/2, 则 数列 为 1,1/2,1/4,1/8,… , 收敛 于 0; 
。 若 7 二 一 1/2, 则 数列 为 1, 一 1/2,1/4, 一 1/8,… ,尽管 振荡 , 也 收敛 于 0, 因为 
振荡 最 后 变 得 越 来 越 小 . 


下 面 这 些 是 一 般 规则 的 特例 . 
=0 若 -1<r<1， 
=1 若 7+=1， 
lim 7r” 
N00 一 00 右 7 > 1 


不 存在 若 7 芯 一 1 


关上。 对 上 述 极限 进行 证 明 . 首先 , 当 > > 0, 极限 与 9.4.4 节 ( 见 中 间 的 图 框 ) 中 的 全 
有 1? 的 极限 相似 . 容易 出 错 的 情况 是 当 + < 0 时 , 这 是 因为 数列 振荡 , 为 了 解决 这 
个 问题 , 注意 对 所 有 n 都 有 


-lr <r” < lr 

这 里 比较 好 的 情况 是 数列 {一 |r|"} 和 {lr|"} 都 不 振荡 .实际 上 , 若 -1 < 7 < 0， 
则 |r| < 1 因此 我 们 知道 这 两 个 数列 都 收敛 于 0, 现在 我 们 可 用 三 明治 定理 推出 
mm 一 0. 最后, 若 7 < 一 1, 则 x" 不 可 能 收敛 , 因为 它 的 值 在 大 于 等 于 1 和 小 于 等 
于 一 1 的 数 之 间 来 回 跳跃 , 则 极限 因 这 些 振荡 而 不 存在 . (该 情形 与 3.4 节 的 极限 
Jim sin(z) 类 似 , 也 可 参见 附录 A 的 A. 3.4 节 )) 
等 比 数列 无 需 从 1 开始 , 若 令 ou = ar”, 其 中 a 为 常数 , 则 首 项 ao 等 于 a. 你 
可 以 通过 将 上 述 图 框 中 的 ,lm 7” 的 值 乘 以 a 来 求 lm ar” 的 值 . 最 重要 的 , 知 
一 1<r+<1, 则 lim ar™ 为 0, 而 与 a 无 关 . 

把 大 量 时间 用 在 等 比 数列 的 讨论 上 之 后 , 我 们 快速 的 来 看 男 一 个 数列 . 特别 的 ， 
若 上 为 任意 常数 , 则 
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这 就 是 根据 9.2.3 节 开 头 讲 的 那个 极限 而 来 . 在 数列 的 相关 内 容 中 , 知道 这 个 极限 
很 有 用 . 


22.2 ”级 数 的 收敛 与 发 散 


级 数 就 是 和 , 就 是 将 数列 an 的 所 有 项 都 加 起 来 , 把 各 项 之 间 的 逗号 用 加 号 代 
替 . 如 果 是 无 穷 数 列 , 好 像 有 点 理 不 到 头绪 了 , 毕竟 将 无 穷 多 个 数 相 加 意味 着 什么 
啊 ? 例如 , 若 数列 a 是 等 比 数列 1,1/2,1/4, 1/8,…… , 则 相应 的 级 数 就 是 1 十 1/2 十 
1/4 十 1/8 十.…. 我 们 需要 做 一 些 不 同 寻 常 的 事情 , 来 处 理 那 些 意味 着 级 数 不 断 加 
下 去 的 省 略 号 . 
一 般 的 , 我 们 想 理 解 


Q1 十 Q2 十 Q3 十 …: 
意味 着 什么 . 为 了 处 理 这 个 无 穷 项 之 和 , 我 们 把 前 若干 项 之 后 的 项 去 掉 , 称 这 些 项 
的 数量 为 N, 则 去 掉 后 面 那些 项 的 级 数 为 : 
al 十 az 十 aa 十.…… 十 QN_1 十 QN. 
现在 只 是 有 限 项 之 和 , 变 得 有 意义 了 . 下 面 就 是 我 们 想 要 的 : 

mtatast..= lm (G+atast. taN-1t aon). 
右边 看 起 来 有 点 奇怪 , 因为 随 着 NN 的 增 大 , 项 数 也 在 增多 . 所 以 现在 我 们 定义 一 个 
新 的 数列 为 {An}: 


AN=Qi 二 az 十 a3 十 … 十 QaN_1 十 aN. 
这 个 新 的 数列 被 称 为 部 分 和 数列 . 那个 奇怪 的 等 式 现在 为 : 


Ql 十 a2 十 Qs 十:… 二 lim 4N. 
ANV 一 oo 


现在 右边 就 不 那么 奇怪 了 , 不 过 是 一 个 数列 的 极限 . 如 果 极 限 存 在 且 等 于 二 我 们 
就 说 左边 的 级 数 收敛 于 工 . 若 极限 不 存在 , 则 级 数 发 散 . 

这 里 有 一 个 理解 上 面 所 有 这 些 的 一 个 漂亮 的 类 推 .现在 假想 你 站 在 一 条 又 直 
又 长 的 高 速 公 路 的 休息 站 旁 , 该 休息 站 两 边 公 路 向 两 侧 延 人 边 是 来 的 方向 , 另 
一 边 是 要 去 的 方向 . 休息 站 的 位 置 为 0.( 我 们 以 前 见 过 这 个 高 速 路 的 例子 , 例如 在 
5.2.2 节 就 见 过 .) 不 幸 的 是 你 已 经 失去 了 所 有 的 自由 意志 , 有 人 每 分 钟 都 用 扩 音 器 
告诉 你 走 一 定 的 英尺 数 , 具有 当 他 让 你 动 才能 动 . 如 果 他 说 出 一 个 负数 , 你 就 往 回 
走 , 每 一 次 的 移动 都 称 为 一 步 . (希望 他 不 会 让 你 一 步 走 100 英尺 !) 

持 扩 音 器 的 家 伙 喊 的 第 个 数 为 ol, 你 从 位 置 0 移动 到 位 置 ui( 长 度 单位 是 英 
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尺 , 以 后 不 再 做 声明 )， 第 二 个 数 为 a2, 则 向 前 走 oz 英尺 , 现在 到 哪 了 呢 ? 在 位 置 
ai 十 aa 处 , 因 这 次 是 从 ai 开始 走 的 . 在 第 三 个 数 之 后 , 当然 这 个 数 是 oa, 你 将 在 位 
置 a1 十 a2 十 a3. 形势 很 清楚 : 在 ai az, a3 之 后 , 第 NN 步 为 an, 你 将 会 在 位 置 

Ql 十 Q2 十 Q3 十 … 十 QN-1 十 QaN. 

这 正好 是 上 面 我 们 定义 的 部 分 和 4w 的 值 . 换 句 话说 , 4w 是 第 NN 步 后 你 的 位 置 . 
所 以 当 我 们 有 


otatast..= lm An. 
意思 是 如 果 最 终 要 走向 高 速 路 某 个 特定 目标 的 话 , 你 可 以 将 所 有 的 步 都 加 起 来 . 你 
必须 要 非常 非常 接近 那个 点 , 决 不 能 离 那 个 点 很 远 . 在 那个 点 附近 , 要 用 很 小 的 步 


子 踏 起 脚 走 , 否则 的 话 , 就 不 可 能 把 这 些 步 加 起 来 , 级 数 将 会 发 散 . 
现在 是 引入 求 和 号 的 时 候 了 . ( 见 15.1 节 .) 4w 表达 式 变 为 
N 


4N= 三 al 十 aa2 十 aq3 ‘tan itaN= yan. 
n=1 
无 穷 级 数 可 写 为 
Ooe 
mL 二 To 十 as 十 一》 an: 
J 


因此 , 下 面 是 用 求 和 号 定义 的 无 穷 级 数 的 值 : 
00 N 
Dn Do 


如 果 右 边 的 极限 不 存在 , 则 左边 的 级 数 发 散 . 右边 就 是 一 个 数列 的 极限 , 所 以 
上 述 等 式 并 不 像 符号 所 表示 的 那样 简易 明了 . 
让 我 们 在 往 下 学 习 之 前 再 回顾 一 下 . 我 们 从 无 穷 数 列 


{an} 二 Q1,0Q2, 43 … 


台 , 并 用 它 构造 了 无 穷 级 数 : 


Dan =ata tas ti.... 


9 


为 了 理解 级 数 的 极限 , 构造 了 一 个 部 分 和 新 数列 : 


N 
4w= an=atatat.. taN-1t+an. 


名 = 二 
定义 , 级 数 的 极限 与 部 分 和 数列 的 极限 一 样 , 如 果 极 限 存在 ; 否则 级 数 发 散 . 鉴于 
在 这 里 有 两 个 数列 与 一 个 级 数 一 起 讨论 , 一 定 要 确保 能 将 它们 区 分 清楚 ! 
级 数 不 必 从 n= 工 开始 , 也 可 以 从 其 他 的 数 开始 , 甚至 ”= 0. 你 所 需要 做 的 仅 
仅 是 把 部 分 和 的 起 始 项 更 改 一 下 . 重要 的 一 点 : 级 数 收敛 还 是 发 散 与 起 始 项 无 关 ! 
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例如 : 我 们 将 在 22.4.3 节 看 到 如 下 级 数 
发 散 . 由 此 结果 ， 


Nn 
n= 89 7 n=1 000 000 


为 了 讨 六 帮 轴 御 妆 第 - 恬 设 只 要 将 原来 那个 级 数 的 前 四 项 取出 来 , 如 下 : 
2 1 
1 人 a 


钵 三 沪 的 三 n=5 
所 以 从 n= 1 开始 的 级 数 和 从 n= 5 开始 的 级 数 只 不 同 于 有 限 常 数 25/12. 由 于 从 
n= 二 1 开始 的 级 数 发 散 到 oo, 故 减 去 25/12 对 其 不 会 有 任何 影响 , 从 n = 5 开始 的 
级 数 一 定 也 发 散 . 当然 , 5 没有 什么 特别 的 , 对 任意 的 起 始点 都 会 有 相同 的 结果 . 类 
似 的 , 我 们 将 在 22.4.3 讨论 


2 
2 
入 一 二 
实际 上 收敛 . 这 意味 着 如 果 能 将 原 和 式 进行 拆 分 并 证 明 的 话 , 下 面 的 所 有 这 些 
级 数 也 收敛: 


es 江 = 5 A 1 
St 


总 宇 示 = n=5 000 000 
在 我 们 讨论 几何 级 数 之 前 的 另 一 件 事 : 考虑 
el 


我 们 欲 将 起 始点 换 为 n = 0, 但 令 人 讨厌 的 事 是 : 首 项 变 为 1/02, 但 它 并 不 存 
在 . 因此 上 述 级 数 不 是 发 散 , 而 是 没 意 义 , 因为 首 项 没有 定义 . 我 们 总 是 以 一 个 足够 
大 的 n 作为 起 始 以 避免 这 样 的 情形 , 这 样 级 数 的 所 有 项 就 都 有 定义 了 . 
几何 级 数 (理论 ) 


我 们 来 看 一 个 无 穷 级 数 的 重要 例子 . 假定 我 们 以 在 22.1.2 节 中 见 过 的 等 比 数 
列 lmr2,r3 开始 , 可 以 把 这 个 数列 作为 无 穷 级 数 


CO 
1 二 7 十 天 十 虽 十 二 》 rn 
n=0 


的 项 , 则 这 个 级 数 为 几何 级 数 . 问题 是 该 级 数 收敛 吗 ? 若 收敛 , 收敛 于 何 值 ? 
为 了 求解 , 我 们 最 好 看 一 下 部 分 和 . 选择 数 N, 则 部 分 和 4 为 
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AN = 二 1 十 ?十 2 十 十:… 十 rN-1 填 rNY. 


用 求 和 号 表示 为 
N 
4N = 7". 
n=0 
希望 你 在 前 面 数 学 的 学 习 中 已 经 知道 上 述 表达 式 可 化 简 为 : 
1—rN+l 
AN= 二 1 十 7 十 7 十 7 十:… 十 7N-1 PN 一 : 
be 


只 要 r+ 关 1. (不 管 怎样 , 后 面 会 给 出 其 证 明 .) 现在 我 们 要 求 当 NN 一 co 时 Aw 的 极 
限 , 首先 , 假设 -1 <7 < 了 则 由 前 面 22.1.2 节 中 图 框 中 第 一 个 情形 知 Jim rN=0, 
所 以 将 换 为 N+1 也 得 到 lim rNY1 =0. 所 以 


1—rN+t!l 1 
lm Anw = lim 三 
NV 一 oo 人 一 co 1—r 1—r 


该 几何 级 数 收敛 于 1/(1 一 7). 下 面 是 写 在 一 起 的 带 求 和 号 的 整个 论证 过 程 : 


i 1—r lp 


当 7 不 是 介 于 1 和 -1 之 间 呢 ? 结论 是 几何 级 数 肯 定 发 散 , 下 一 节 将 给 出 证 明 . 总 
结 如 下 : 


{0 


大 -1<7<1l >》 六 = a 


否则 , 若 r > 1 或 r+ < 一 1 级 数 发 散 . 


上 述 几 何 级 数 的 首 项 总 是 1, 因为 r? = 1. 如 果 用 其 他 的 某 数 a 代替 , 则 各 项 
为 a,ar,ar? 等 . 所 以 每 项 都 可 以 乘 a, 得 到 上 述 原理 更 一 般 的 形式 : 


Se a 
a “一 ; 
若 > 下 二 


否则 , 若 7r 之 1 或 7 << 一 1, 级 数 发 散 . 


我 们 将 在 23.1 节 讨 论 关 于 儿 何 级 数 的 更 多 例子 .同时 ， 前面 我 曾 答应 过 要 
证 明 


N N+1 


n Us 
| 


n=0 


证 明 如 下 : 首先 , 和 式 左 乘 (1 一 7) 可 得 


N 


Aw(1—7)=(1—7) > r". 


n=0 
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将 因 式 (1 一 7) 移入 求 和 号 内 并 化 简 得 


右边 的 和 是 一 个 伸缩 级 数 ( 见 15.1.2 节 ), 所 以 和 为 中 一 六 或 1 一 六. 因 
此 AN(1 一 7)==1 一 rt1, 现在 为 证 得 结果 只 需 除 以 (1 一 7), 且 (1 一 7) 不 为 0, 因 
为 我 们 已 经 假设 7 取 1. 


22.3 第 项 判别 法 (理论 ) 


对 收敛 级 数 , 部 分 和 的 极限 必须 存在 . 要 知道 N 步 后 的 部 分 和 表示 你 按照 持 
扩 音 器 家 伙 的 指令 走 了 N 步 后 的 位 置 . ( 若 不 明白 我 在 说 什么 , 参见 前 面 22.2 节 ) 
总 之 , 若 你 的 位 置 随 着 你 步 数 的 不 断 增加 逐渐 收敛 于 某 个 极限 位 置 , 则 每 一 步 需要 
变 得 很 小 很 小 , 否则 , 你 将 失误 且 不 能 待 在 与 特定 位 置 一 致 的 地 方 . 前 后 挪动 是 不 
好 的 , 要 接近 特定 位 置 , 你 需要 非常 靠近 , 驻 留 很 接近 的 位 置 . 
所 以 , 由 数列 {a%} 给 出 的 每 一 步 到 最 后 要 变 得 很 小 很 小 才能 使 得 级 数 收敛 . 
数学 上 表示 为 当 n 一 co 时 an 一 0, 故我 们 有 第 n 项 判别 法 : 


第 nn 项 判别 法 : 若 lim an 六 0, 或 极限 不 存在 , 则 级 数 》 ov 发 散 
n=1 


若 lim as = 0, 则 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 艇 ,需要 采用 其 他 的 方法 解决 该 上 
注意 第 n 项 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判别 ! 

这 个 判别 法 是 一 种 求 真 判定 ; 若 ww 不 趋 于 0, 该 级 数 发 散 . 否则 仍 需 采用 其 他 
方法 继续 讨论 该 问题 . 例如 , 我 们 马上 要 讨论 


证 So 
二 收敛, 但 一 发 散 . 
让 全 2_ -万 发 数 


加 


并 洁 圭 天 二 并 
这 两 个 级 数 的 通 项 都 趋 于 0: 
1 1 
n—00N N00 Vn 


第 n 项 判别 法 在 两 个 级 数 中 都 不 适用 ! 只 有 当 极 限 不 为 0 的 时 候 才 能 使 用 该 判别 
法 . 下 面 是 一 些 该 判别 法 适用 的 例子 : 


>》 2"，》'(-3)” 和 >》 1. 
二 人 0 n=0 多 号 条 


我 们 有 
lm 27 = 一 co， lim (-3)7” 不 存在 , 和 lim 1=1. 


00 


©O 
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根据 第 ”项 判别 法 ,上 面 三 个 级 数 都 发 散 , 因为 每 个 级 数 通 项 的 极限 都 不 是 0. 如 

实 上 , 这 些 级 数 都 是 几何 级 数 , 公 比分 别 为 2 -3 和 1. 一 般 的 , 对 于 公 比 > 1 或 

7 < 1 的 几何 级 数 立 mm, 通 项 当 n 一 oo 时 不 趋 于 0. ( 见 22.1.2 节 图 框 中 公式 .) 所 
n=0 

以 第 n 项 判别 法 告诉 我 们 , 任何 公 比 介 于 -1 与 1 开 区 间 的 几何 级 数 均 发 散 . 

在 收敛 级 数 中 , 虽然 通 项 a 要 收敛 于 0, 这 并 不 意味 着 级 数 的 极限 为 0. 例如 ， 

公 比 为 + = 1/2 的 等 比 数 列 1,1/2,1/4,1/8,… 收敛 于 0, 我 们 可 以 由 前 一 节 的 公式 


pu 


Xr 


ut 


得 出 相应 的 级 数 的 值 : 
Sk 1 1 
2. 
3 1—r 1 一 3 


所 以 数列 收敛 于 0, 而 级 数 却 收敛 于 2. 所 以 不 能 说 若 数列 收敛 于 2, 则 由 第 ”项 判 
别 法 知 相应 的 级 数 发 散 . 

我 们 将 在 23.2 节 看 更 多 的 一 些 关 于 第 ”项 判别 法 的 例子 . 同时 , 现在 来 看 一 
下 其 他 的 判别 法 . 


22.4 ”无 穷 级 数 和 反常 积分 的 性 质 


无 穷 级 数 和 反 和 党 积分 之 间 是 有 一 些 联 系 的 , 特别 是 当 反 常 积分 在 oo 有 正点 的 
时 候 . 其 中 一 个 联系 就 是 积分 判别 法 , 将 在 后 面 的 22.5.3 节 讨论 . 本 节 , 我 们 主要 告 
诉 你 反常 积分 的 四 个 判别 法 对 无 穷 级 数 仍 适用 . 下 面 就 一 个 一 个 讨论 . 

22.4.1 ”比较 判别 法 (理论 ) 

假设 给 定 的 级 数 六 an 的 每 一 项 都 为 正 , 车 怀疑 该 级 数 发 散 , 如 能 找到 一 个 比 

n=1 


天 an 小 的 发 散 级 数 > bn, 则 该 怀疑 即 可 被 证 实 . 即 , 若 对 所 有 mw 有 0 < bn < an， 
二 n=1 


且 叶 上 发 散 , 则 学 a 也 发 散 . 车 你 怀疑 原 级 数 收敛 , 如 能 找 一 个 比 它 大 的 收敛 
n= 好 二 二 


级 数 》 bw, 则 该 怀疑 即 可 被 证 实 . 即 , 若 对 所 有 n, 有 bn > om >0, 且 》 bn 收敛， 
约 三 半 n=1 


则 芝 a 也 收敛 . 
和 二 41 


基本 上 , 这 与 反常 积分 的 比较 判别 法 一 致 . 级 数 比 较 判 别 法 成 立 理由 与 积分 的 
比较 判别 法 一 样 , 若 有 兴趣 可 自行 证 明 . 
级 数 的 首 项 不 必 从 n= 工 开始 , 可 以 从 任何 数 开始 . 例如 , 考虑 


(sme 
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利用 比较 判别 法 很 容易 判定 . 要 知道 , 对 任何 n, 都 有 |sin(n)| < 1, 我 们 可 得 


> (3) ln)l< 3 (人 <= 


n=3 
后 面 一 个 级 数 收敛 , 因为 它 是 公 比 为 1/2( 介 于 -1 到 1 之 间 ) 的 几何 级 数 . 根据 比 
较 判 别 法 , 原 级 数 也 收敛 . 下 一 章 我 们 将 介绍 比较 判别 法 的 更 多 例子 . 


22.4.2 ”极限 比较 判别 法 (理论 ) 
在 20.4.1 市 , 我 们 有 如 下 的 定义 : 
当 z 一 oo 时， f(zx)~ g(x) 与 lim f (2) 二 1 含义 一 样 . 
这 里 数列 也 有 类 似 的 定义 : 
Qn 


当 n 一 00 时, an ~ bn 与 ,lim 7 =1 含义 一 样 


Nn 


极限 比较 判别 法 为 , 若 当 nn 一 oo0 时 a ~ Bb, 且 a 和 bb 均 有 限 , 则 六 a, 与 天 bb 
| 站 一 条 有 
同时 收敛 或 同时 发 散 , 两 级 数 缺 一 不 可 . 当然 , 没有 必要 必须 从 n= 二 1 开始 , 也 可 以 
从 n= 二 0,n ==19 或 任何 其 他 的 n 的 有 限 值 开始 . 该 比较 判别 法 的 证 明 与 积分 的 极 
限 比较 法 证 明 类 似 , 这 里 不 再 效 述 . 读者 可 自行 证 明 , 若 当 nn 一 00 时 a ~ bw, 我 
们 说 两 数列 彼此 渐进 . 
我 们 在 第 21 章 讨论 的 函数 的 所 有 性 质 对 数列 均 成 立 . 例如 , 考虑 
2 C3 

当 n 很 大 时 , 1/2% 变 得 很 小 ( 即 , 趋 于 0)， 我 们 知道 当 > 二 0 时 sin(z) ~ z ( 见 
21.4.2 节 ), 将 用 1/2” 代 换 , 我 们 有 
当 i sn (元 】 人: 


2 2 2n 
将 1/2" 另 写 为 (1/2)”, 是 注意 1/2" 一 0 也 等 价 于 ”一 co. 故 上 述 关 系 可 写成 


当 n 一 00 时 ， sin (去 ) 改 ( 


极限 比较 法 , 两 级 数 


OO . 1 Oo 1 n 

i (去) 和 2 (3) 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 现在 我 们 知道 右边 的 级 数 收敛 , 因为 它 是 公 比 为 1/2( 绝 对 值 
小 于 1) 的 几何 级 数 , 所 以 左边 的 级 数 也 收敛 . 但 是 , 右边 的 级 数 收 你 于 2( 如 22.3 
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节 所 见 ) 并 不 意 


味 着 左边 级 数 也 收敛 于 2， 我 们 不 知道 它 收敛 于 何 值 ， 


收敛. 


22.4.3 pp 判别 法 (理论 ) 


只 可 知 其 


级 数 也 有 p 判别 法 , 它 基 本 上 与 反常 积分 在 瑕 点 ce 的 p 判别 法 一 样 . 特别 的 ， 


> 1 收敛 ， 若 p>1; 

76 【 发散 若 p<1. 
它 的 最 简单 的 证 明 要 用 到 积分 判别 法 , 所 以 将 推迟 到 22.5.3 节 进 行 讨论 . p 判别 法 
的 一 些 简单 例子 为 


》 三 收敛, 而 


物 寺 十 


ee 
2 


第 一 个 级 数 中 寡 次 2 大 于 1, 夏收 敛 . 另 一 方面 , 由 yn = n12 知 第 二 个 级 数 军 次 


为 1/2， 
有 


E 讨 论 绝对 收敛 判别 法 之 前 , 先 看 


因为 1/2 小 于 1, 级 数 发 散 . 


Sx 
六 


下 所 谓 的 调和 级 数 


2 判别 法 知 该 级 数 发 散 , 不 过 我 们 也 可 以 直接 证 明 它 发 散 . 方法 是 先 将 该 级 数 各 


) 


项 写 出 来 , 再 把 它们 用 特殊 的 方式 组 合 . 特别 的 , 上 述 级 数 可 以 写 为 : 
证 G )+ (G++ :) 
2 \3 4 5 6 7 8 
ee 
(3 10 11 12 13 14 15 16 
除了 开始 的 1 和 1/2 外 , 后 面 的 每 一 组 中 


时 ; 每 一 组 的 最 后 一 项 是 该 组 


以 此 类 


在 这 个 新 级 


的 项 数 都 是 前 一 组 的 两 倍 . 下 面 为 主要 过 


中 最 小 的 项 , 故 上 面 的 和 式 大 于 


se 人 
2 八 二 了 8 8 8 8 
Ee 
+ ( 测 + 调 + 剖 + 训 + 亢 + 训 + 训 + 训 )+… 


数 中 , 一 项 值 为 1, 一 项 为 1/2, 两 项 为 1/4, 四 项 为 1/8, 八 项 为 1/16， 


E. 也 束 是 说 , 除了 第 一 项 ， 


Pp ee ee | 


11 上 二 十 二 十 …: 


2 2 


该 级 数 发 散 ! 最 后 根据 比较 判别 法 , 调和 级 数 发 散 ， 


在 我 们 可 以 轻松 的 知道 芝 1/n? 当 p < 1 时 发 散 , 因 
el 


用 比较 判别 法 即 可 .( 细 节 试 着 自行 完成 .) 


? 


每 一 组 的 和 都 为 1/2, 所 以 上 面 的 级 数 等 于 


因为 它 大 于 


F 面 


的 发 散 级 数 . 现 


为 1/n? > 1/n, 这 里 可 再 次 应 
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22.4.4 ”绝对 收敛 判别 法 

设 级 数 an 的 各 项 a,, 有 的 为 正 , 有 的 为 负 . 这 种 级 数 使 问题 变 的 更 难 了 (或 

全 二 于 
有 意思 了 , 这 取决 于 你 怎么 看 )， 如 果 级 数 从 某 一 项 后 都 为 正 , 这 就 没 问题 , 可 以 
略 去 前 面 的 项 , 只 讨论 后 面 的 正 项 组 成 的 新 的 级 数 . 要 知道 , 级 数 的 前 面 有 限 项 不 
影响 级 数 最 终 的 敛 散 性 . 类似 的 , 若 级 数 从 某 一 项 后 均 为 负 , 可 以 忽略 前 面 的 有 限 
项 , 只 讨论 由 后 面 的 负 项 组 成 的 级 数 . 然后 , 所 有 项 均 为 正 的 级 数 > (一 an): 若 该 
级 数 收 敛 , 则 原 级 数 也 收敛 ; 若 它 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 . 这 是 因为 新 级 数 是 原 级 数 
的 负 . 
若 级 数 各 项 正 负 交错 出 现 会 怎样 呢 ? 如 下 的 例子 


1 (1)” > (—1)” 
bE (3 ) 下 和 


上 面 第 二 个 和 第 三 个 级 数 实 际 上 是 交错 级 数 , 意思 是 各 项 正 数 和 负数 交错 出 现 , 例 
如 , 第 三 个 级 数 可 展开 为 


可 以 清楚 的 看 到 每 隔 一 项 为 负 . 而 上 面 第 一 个 级 数 不 是 交错 的 . 虽然 sin(n) 有 时 为 
正 , 有 时 为 负 , 但 正 负 项 不 是 交错 出 现 . 例如 , sin(1)、sin(2) 和 sin(3) 都 是 正 的 ( 因 
为 112 和 3 都 在 0 与 x 之 间 ), 而 sin(4)、sin(5) 和 sin(6) 是 都 负 的 . 
不 管 怎样 , 我 们 将 在 22.5.4 节 专 门 讨论 针对 交错 级 数 的 判别 法 . 现在 我 们 还 有 
绝对 收敛 判别 法 : 若 > lo 收敛 , 则 3 an 也 收敛 . 同样 , 级 数 可 以 从 ”的 任何 
值 开始 , 不 必 一 定 从 n= 工 开 始 . 现在 我 们 利用 该 判别 法 讨论 上 面 的 例子 . 对 第 一 
个 ， 即 


Ea 


CO 1 n 

3 (3) 
考虑 级 数 的 绝对 值 : 

[ee 1 Nn 

>》 |sin(m| (3) | 

六 党 六 
注意 我 们 只 需 对 sin(n) 加 绝对 值 号 , 因为 因 式 (1/2)” 恒 正 . 我 们 已 经 在 22.4.1 节 
用 比较 判别 法 证 明了 上 述 级 数 是 收敛 的 , 则 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 (不 带 绝 对 
值 号 的 ) 也 收敛 . 实际 上 , 原 级 数 绝对 收敛 . 更 多 信息 见 22.5.4 节 . 

对 第 二 个 级 数 , 即 
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加 绝对 值 后 为 


2 判别 法 知 该 级 数 收敛 (因为 2 > 1), 故 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 绝对 收敛 . 
对 第 三 个 级 数 , 即 


> (—1)" 
加 绝对 值 后 为 
1 
p 判别 法 知 该 级 数 发 散 , 故 不 能 运用 绝对 收敛 判别 法 . 即 不 能 得 出 原 级 数 
~ (—1)” 
发 散 的 结 t 说 该 级 数 不 绝 对 收敛 . 实际 上 ,22.5.4 节 我 们 将 会 知道 该 级 数 是 


从 .只 外 
收敛 的 , 尽管 它 加 绝对 值 后 是 发 散 的 ! 在 讨论 这 些 之 前 , 我 们 还 有 一 些 其 他 的 判别 


法 要 讨论 . 


22.5 ”级 数 的 新 判别 法 


我 们 来 看 四 个 与 反常 积分 无 关 的 级 数 收敛 性 判别 法 : 比 式 判别 法 、 根 式 判别 


法 , 积分 判别 法 和 交错 级 数 判别 法 . 在 下 一 章 讨论 如 何 应 用 它们 之 前 , 现在 我 们 多 
分 别 来 看 看 它们 的 内 容 . 
22.5.1 ” 比 式 判别 法 (理论 ) 


Cc 


这 是 一 个 只 能 用 于 级 数 而 不 能 用 于 反常 积分 的 非常 有 用 的 判别 法 , 被 称 为 比 式 


判别 法 , 因为 它 涉及 级 数 两 相 邻 项 的 比 ， 问题 的 提出 : 对 给 定 的 级 数 > an, 车 使 
= 


该 级 数 收 敛 , 则 各 项 要 以 足够 快 的 速度 趋 于 0. 这 有 一 个 方法 : 考虑 一 个 新 的 数列 


bn, 定义 其 为 级 数 两 相 邻 项 之 比 的 绝对 值 , 即 , 对 每 个 n 令 
Qm 十 1 
Qn 


bi = 


这 是 一 个 数列 , 所 以 他 可 能 收敛 于 某 数 . 结果 为 ; 若 数 列 {5,} 收敛 于 一 个 小 于 工 的 
数 , 则 我 们 很 快 就 有 级 数 并 a 收敛. 实际 上 它 绝 对 收敛 , 即 羡 as| 也 收敛 . 另 
n=1 n=1 


22.5 级 数 的 新 判别 法 ”449 


一 方面 , 车 数列 {5b} 收敛 于 一 个 大 于 1 的 数 , 则 级 数 并 un 发 散 . 若 数列 {5%} 收 
n=1 


敛 于 1 或 不 收敛 . 则 我 们 对 原 级 数 得 不 到 结论 . 
下 一 章 我 们 将 讨论 比 式 判 别 法 的 更 多 例子 , 现在 只 来 看 下 我 们 能 否 证 明 该 判别 
法 . 这 是 一 个 很 绕 的 论证 , 若 理 解 不 了 , 不 要 着 急 , 直接 路 到 下 
来 试 一 下 . 这 里 也 假定 对 所 有 n 有 an 之 0, 这 术 


敛 于 一 个 小 于 1 的 值 


这 意味 着 当 nn 很 大 时 , 比 式 aiyan 近似 等 于 L. 若 比 式 就 等 于 五, 则 级 数 为 具有 


L, 即 , 假设 


当 n 一 oo0 时 ， 


公 比 工 的 儿 何 级 数 , ] 
更 聪明 点 才 行 . 


可 邻 7 等 于 工 和 1 的 平均 值 ， 


日 当 工 < 工时 级 数 收敛 . 但 由 于 比 式 只 是 极限 等 于 工 , 我 们 要 


他， 现 看 


f 就 可 以 省 挥 绝对 值 号 . 


于 五 < 了 则 均值 > 介 于 二 和 1 之 


一 一 上 <1 


E 我 们 只 是 


段 设 5 收 


间 , 所 以 


小 于 1 即 工 <r<1. 然后 呢 ? 由 于 比 式 oliy/an 收 钱 于 工 , 最 后 该 比 式 会 总 小 于 


7. 也 就 是 说 , 该 比 式 一 开始 可 能 会 在 某 些 值 之 间 徘 有 
值 不 小 于 ” 就 不 能 趋 近 于 厂 , 因为 + 大 于 却 所以, 关键 点 是 若 刨 除 级 数 的 前 面 足 


够 项 后 , 总 能 有 an+li/an 小 于 
看 一 下 现在 我 们 有 什么 结论 : 我 们 从 > an 开始 , 但 我 们 去 掉 了 前 面 的 若干 
1 


器, 但 最 终 都 会 趋 近 于 L. 若 比 


项 , 得 到 从 茶 数 m 开始 的 an. 去 掉 前 面 的 有 限 项 不 影响 级 数 的 敛 散 性 . 另 一 


方面 , 这 个 操作 是 有 帮助 的 ， 


一 种 写法 为 对 所 有 m 


现在 我 们 接近 问题 


之 ?10 有 an 二 1l < Tan. 
题 的 核 


an 推出 on+l, 需 乘 以 一 个 小 于 > 的 数 ( 
7 的 等 比 数列 的 某 项 推出 下 一 ] 
是 保持 领先 . (所 有 这 些 都 可 用 


边 同 乘 7 可 得 ra < 


Arn+l. I 


因为 我 们 可 以 确定 对 所 有 


心 : 数列 {as} 受 控 于 公 比 为 7 的 等 比 数列 . 毕竟 ,| 
因为 onfl < ran). 男 一 方面 
项 , 也 需 乘 以 7. 所 以 若 等 比 数列 从 arm 开始 , 则 该 数 
住 导 得 出 . 假设 a,, < Ar”, 则 两 
于 an+l 之 Tan, 我 们 有 any1 < 4r?"+1. 现在 只 需 选 
择 使 得 or < Ar™ 的 4 即 可 , 任何 大 于 amyrm 的 数 都 行 .) 

好 的 , 我 们 已 经 得 到 对 某 数 4 有 ou < hr", 意思 是 


Co Ce 
>》， an < >》， Ar”. 
n=m n=m 


因为 0 < r < 1, 右边 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 左边 也 收 你 最后， 
法 知 级 数 》 an 也 收敛 , 虽然 有 些 项 a 是 负 的 . 


真 不 容易 , 柱 运 的 是 发 散 的 情形 不 会 这 么 麻烦 . 假定 比 式 


n 之 m 有 anii/an <7, 换 


, 要 从 公 比 为 


绝对 收敛 判别 


Qan+1/an| 收敛 于 一 
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个 大 于 1 的 数 L, 若 我 们 删 挥 足够 的 项 之 后 , 只 需 讨 论 lanl, 其 中 m 是 使 得 


lanti/an| > 1 对 所 有 nz m 均 成 立 的 足够 大 的 数 . 也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 n>m 
都 有 lan+i| > lan|. 项 lon| 随 着 n 的 增 大 而 增 大 , 所 以 我 们 不 可 能 有 lim an = 0. 


现在 我 们 只 需 运 用 第 n 项 判别 法 证 明 立 an 发 散 , 故 六 a 也 发 散 
n=m n=1 


剩 下 的 问题 就 是 证 明 5 = 1 时 无 结论 . 这 里 有 一 个 反例 : 考虑 级 数 1/n2， 
wl 
计算 相 邻 项 的 比 : 


Qn+tl 
Qn 


0 
ee 


我 们 可 以 去 掉 绝 对 值 号 , 因为 各 部 分 均 为 正 . 当 n 一 co, 显然 有 n/(n 二 1) 一 1, 所 
以 p 次 索 仍 趋 于 1, 即 
一 lim = 1?=1., 
mn 一 co \n 二 1 


所 以 比 式 的 极限 工 无 论 p 为 何 值 均 为 1. 我 们 知道 > 1/m 当 p > 1 时 收敛 , 而 
p < 1 时 发 散 . 比 式 极限 工 =1 对 这 两 种 可 能 都 不 能 判定 这 个 例子 足以 说 明知 
工 =1, 则 原 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 只 是 无 从 判定 . 
22.5.2 ” 根 式 判别 法 (理论 ) 

根 式 判别 法 (也 叫 n 次 方 根 判 别 法 ), 我 们 说 它 是 比 式 判别 法 的 表亲 . 这 次 不 考 
虑 相 邻 项 的 比 , 而 是 考虑 第 n 项 绝对 值 的 n 次 方 根 . 即 , 对 给 定 级 数 2 an, 构造 
新 数列 为 


Qn, 


bn = |an|!/™. 

(要 知道 , 某 量 的 1/n 次 震 与 其 n 次 方 根 是 一 回 事 .) 现 在 欲 知 数列 {on} 收敛 与 否 ， 

并 要 求 极限 . 若 极限 值 小 于 1, 则 级 数 > an 收敛 (事实 上 , 绝对 收敛 ). 若 极 限 值 大 
六 三 二 


于 1, 则 级 数 发 散 . 若 极 限 值 等 于 1, 则 我 们 对 原 级 数 得 不 到 结论 , 需要 采用 其 他 方 
法 进行 讨论 . 

我 们 仍 采 用 下 一 章 的 一 个 例子 来 证 明 该 结论 . 若 读 不 懂 , 可 直接 跳 过 该 节 到 下 
一 节 . 不 管 怎样 , 主要 思想 仍 是 通过 对 等 比 数列 来 进行 讨论 . 假定 on = 7”, 则 |on| 
的 n 次 方 根 为 rl, 所 以 当 |r| < 工时 级 数 收敛, 而 当 |r| > 1 时 级 数 发 散 . 这 里 我 们 
并 未 有 明确 的 几何 级 数 , 但 接近 于 有 这 样 一 个 级 数 . 我 们 从 假定 


当 n 00 时 ， lim |an|W*=L<1 
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始 . 采用 与 比 式 判别 法 证 明 相同 的 逻辑 , 令 > 等 于 工 和 1 的 平均 值 , 意识 到 最 终 
on” < rm 即 , 在 级 数 中 的 某 一 点 n = m 后 , |an| < r”. 故我 们 有 


ooe Ce 
2 lonl < 2 
n=m n=m 


因为 "< 1 所 以 右边 级 数 收敛 , 我 们 运用 比较 判别 法 可 得 左边 级 数 也 收敛, 所 以 弘 
数 on 绝对 收敛 
另 一 方面 , 假设 极限 值 工大 于 1, 即 
当 n 一 品 时 ， lim lan|*=L>1 
对 最 终 足够 大 的 mw 总 有 |an|/n > 1 意味 着 lan| > 1 故 由 第 n 项 判别 法 知 级 数 
2 on 发 散 , 因为 通 项 不 趋 于 0. 
若 极限 值 L 为 1 判别 法 仍 无 效 , 还 是 用 例子 > 1/ne 来 讨论 . 由 你 自行 证 明 


a | 
RR 
(把 它 看 作 洛 必 达 类 型 的 问题 进行 讨论 , 该 类 型 问题 更 多 信息 参见 14.1.5 节 .) 我 们 
知道 二 1/ 对 某 些 p 值 发 散 , 对 其 他 某 些 p 值 收敛, 由 此 可 知 根 式 判别 法 给 不 
出 任何 有 用 的 信息 , 因为 上 面 的 极限 值 无 论 p 为 何 值 都 为 1 
22.5.3 ”积分 判别 法 (理论 ) 

我 们 已 经 在 前 面 22.4 节 讨论 过 反常 积分 和 无 穷 级 数 之 问 有 联系 . 积分 判别 法 
更 确定 了 这 种 联系. 特别 的 , 对 给 定 的 级 数 ov, 其 中 a 为 正 且 递 减 . 这 里 “地 
减 ”意思 为 对 所 有 都 有 qt， < 由。 (更 专业 的 ,我 应 该 说 “ 非 增 。 因为 这 里 


= lim n-?/*=1. 
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的 不 等 式 并 不 严格 .) 这 类 级 数 的 一 个 例子 为 芝 1/np, 其 中 p > 0: 各 项 当然 为 正 ， 
n=1 


显然 各 项 递减 . 我 们 来 画 一 个 一 般 情 形 的 图 像 : 

坐标 轴 用 n 和 an 代替 x 和 yy. 数 n 上 方 相应 点 的 高 度 是 on 的 值 , 注意 所 有 的 点 
都 在 xz 轴 (其 实 为 n 轴 ) 上 方 , 因为 所 有 的 an 均 为 正 . 另外 , 高 度 在 逐渐 变 小 , 因 
为 各 项 递减 . 

假想 能 找到 某 个 递减 的 连续 函数 f 并 把 点 连接 起 来 (如 图 22-1 所 示 ). 


图 22-1 


于 曲线 y= f(x) 穿 过 每 一 个 点 , 我 们 有 对 所 有 正 整数 w f(n)=an. 现在 考虑 积分 


| f(z)dz. 


知 该 积分 收敛 , 则 级 数 > an 也 收敛 ， 为 什么 呢 ? 我 们 在 图 像 上 画 一 些 线 (如 图 
n=1 
22-2 所 示 ). 


我 们 在 曲线 下 方 画 了 一 串 和 矩形 . 每 个 矩形 的 底 长 为 1, 矩形 的 高 为 a2, a3, a4， 
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等 等 . (这 里 ui 没有 对 应 的 矩形 .) 所 有 和 矩形 的 总 面积 (平方 单位 ) 为 江 a,, 由 比较 
光一 2 
判别 法 , 该 面积 之 和 是 一 个 有 限 的 数 , 因为 
0< an < [a 2Z)dzZ < oo， 
所 以 级 数 > or 收敛 , 当然 > 岂 也 收敛 , (要 知道 , 级 数 的 前 几 项 不 影响 其 收敛 性 !) 
另 一 方面 , 假设 J/ f(z)dz 发 散 . 这 次 我 们 要 画 不 同 的 矩形 (如 图 22-3 所 示 ). 


这 次 矩形 延伸 到 曲线 上 方 , 每 个 矩形 底 长 仍 为 1, 高 为 dl, az, a3, 等 等 . (这 次 ui 有 
对 应 的 矩形 !) 由 于 矩形 在 曲线 上 方 , 我 们 有 


> an 之 下 2)dz = 
比较 判别 法 可 知 级 数 3 an 发 散 . 


综 上 , 我 们 有 积 分 判别 法 ， 若 f 是 使 得 对 所 有 正 整 数 m” 有 f(n) = an 的 递减 正 
函数 , 则 


上 f(z)dz 和 an 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 这 里 级 数 还 是 可 以 从 任何 数 开始 不 必 一 定 从 n= 1 开始 , 只 
需要 改变 相应 的 积分 下 限 . 下 一 章 我 们 将 讨论 一 些 如 何 应 用 积分 判别 法 的 例题 , 不 
过 现在 我 们 至 少 可 以 用 它 来 证 明 级 数 的 p 判别 法 , 该 判别 法 我 们 已 经 在 22.4.3 节 
为 了 研究 全 1/n? 的 收敛 性 , 首先 假设 p > 0 并 考虑 定义 为 Flz) = 1/zz,z>0 全 


的 函数 f. 该 函数 显然 当 x =n 时 等 于 1/zz, 且 它 也 递减 . (证 明 递 减 的 一 个 方法 就 
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是 考虑 导数 . 在 这 个 例子 中 , 1(z) = 一 pz?-1, 当 z > 0 时 为 负 , 故 了 递减 .) 我 们 可 
以 由 积分 判别 法 得 


0 sl 
同时 收敛 或 同时 发 散 , 到 底 是 哪个 呢 ? 当 p > 1, 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 收敛 ， 
所 以 级 数 也 收敛 ; 当 0 < p< 1, 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 发 散 , 所 以 级 数 也 发 散 . 
那 p<0 的 时 候 呢 ? 这 时 不 能 运用 积分 判别 法 , 因为 定义 为 f(x) = 1/z2 的 函 
数 放 是 增 函 数 . 你 知道 , 知 p < 0, 则 我 们 对 某 g > 0, 可 令 p = -9. 则 


oo 


Ce De 
1 1 S 
> -一 一 一 一 一 > 0 
np 7 一 9 
这 n=1 


各 二 


最 后 一 个 级 数 根据 第 n 项 判别 法 可 知 发 散 , 因为 wy 一 oo (不 是 0), 当 一 oo. 最 
后 , 若 p= 0, 级 数 站 1/mp 为 六 1 二 14+1+1+.…, 显然 发 散 . 综 上 , 我 们 知 级 数 
i n=1 


各 1/np 当 p> 1 时 收 全 , 当 p <1 时 发 散 , 就 是 级 数 的 p 判别 法 
jp 
22.5.4 ”交错 级 数 判别 法 (理论 ) 
假设 给 定 级 数 江 a, 其 中 该 级 数 各 项 因 不 确定 是 正 还 是 负 而 正 负 交替 出 现 
殉 二 填 
我 们 已 经 在 22.4.4 节 见 过 一 些 这 样 的 例子 了 , 有 些 情况 下 , 绝对 收敛 判别 就 可 以 解 
决 问题 , 比如 当 级 数 |a| 收敛 , 则 原 级 数 收敛 , 但 若 六 |a| 发 散 怎么 办 呢 ? 你 
也 一 入 = 
究竟 能 做 什么 呢 ? 
这 的 确 是 个 问题 , 通常 没有 简单 的 答案 . 这 个 有 点 让 人 困扰 的 问题 多 年 来 引起 
了 很 多 思考 和 讨论 . 令 人 振奋 的 是 有 一 个 简单 的 判别 法 经 常 被 应 用 ， 假 设 你 的 级 
数 是 交错 的 , 意味 着 每 隔 二 项 为 正 , 而 每 隔 一 项 为 负 . 若 令 每 个 正 项 级 数 各 项 乘 以 
(-1)", 则 可 得 到 一 个 交错 级 数 . (也 可 乘 以 (-1)"+1.) 前 面 我 们 讨论 过 的 两 个 级 数 : 


CD 和 部 CD 


nN nn 
三 二 


四 


都 是 交错 级 数 . 我 们 已 经 知道 (在 22.4.4 节 ) 第 一 个 级 数 绝对 收敛 , 即 收敛 . 第 二 
个 更 有 意思 , 它 不 是 绝对 收敛 , 因 它 的 绝对 值 形 式 > 1/n 发 散 . 令 人 惊奇 的 是 原 级 
Wl 


数 六 (1)"/n 是 收敛 的 ! 当 一 个 级 数 收敛 而 其 绝对 值 形 式 发 散 , 我 们 说 该 级 数 条 
n=1 


件 收敛 . 所 以 级 数 守 (1)"/n 条 件 收敛 . 我 们 来 看 下 原因 
$y 
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交错 级 数 判 别 法 表明 , 若 级 数 江 a,, 是 交错 的 ，| 
n=1 


则 级 数 收 敛 . 即 , 需要 on 


收敛 . 例如 , 前 面 的 级 数 (1)"/n 收敛 
et 
| 趋 于 0. 在 23.7 


减 数列 {1/n}, 且 
级 数 判 别 法 的 例子 . 


为 什么 该 判别 法 可 行 呢 ? 首 多 


正 负 交 错 , |an| 递减 ， 
因为 


各 项 的 极限 趋 于 0. 如 果 不 是 这 相 


lim |an| = 0, 有 


= 


已 征 义 


我 们 做 一 个 可 信 度 验证 ， 其 
的 , 则 根据 第 ”项 判别 法 可 知 级 数 发 散 ! 所 以 该 


日 各 项 的 绝对 值 递 减 趋 于 0， 
E 这 种 情况 下 级 数 


错 级 数 , 各 项 的 绝对 值 为 弟 


节 , 我 们 将 做 判别 法 的 总 结 , 并 讨论 更 多 关于 交错 


P 一 个 条 件 为 级 数 


条 件 是 显而易见 的 . 下 面 


看 剩 下 的 条 件 是 怎么 起 作 


N 
4N 一 项 CQ7m . 由 
薄 三 二 


于 an 不 停 在 ] 


FE 负 之 间 交 错 , 部 分 和 


器 的 那个 家 估 告 诉 你 来 回 走 : 每 


的. 考虑 部 分 和 {4Aw}, 其 中 
Aw 则 来 回 游 移 . 回想 持 扩 音 


口 


日 


秒 , 他 告诉 你 向 前 


走 , 而 下 一 秒 他 告诉 你 向 后 走 . 


可 能 你 向 前 走 迈 右 脚 , 而 向 后 走 会 迈 左 脚 . 另 一 方面 , 步 长 (为 |on|) 变 得 越 来 越 小 


且 趋 于 0, 所 以 你 发 现 自 


通过 假定 ol,aa, as 


己 
向 一 起 靠近 . 每 次 到 出 左 朋 


、 


日 


用 越 来 越 小 的 步 长 来 


都 为 J 


求 其 为 递减 数列 . 实际 上 
现在 Q2 是 负 的 ， Q3 是 1 


? 


Ef 


一 Q 


日 


Al 
， 


) 而 As 二 Q17 
我 们 对 步 长 递 


Ha2 


着 oz +as < 0, 即 43 = 


看 会 发 生 什 么 . 你 知道 , 4s 是 前 五 
as. ( 若 你 在 三 步 之 后 知道 
来 看 一 下 五 步 之 后 在 哪 , 即 45.) 不 管 怎样 , a4 + as < 0， 


As 一 As Q4 
的 步 uk 和 as 
负 ， Q5 为 正 ， 晶 


~ 


laa| 2 las 


41 


自己 在 


邓 ， 


走动 . 
, 就 会 比 原来 的 位 置 更 远 一 点 . 每 次 迈 出 右 脚 , 就 会 比 原 


E; CQC2,，Q4 CQ6) 都 为 负 ， 我 们 可 以 
述 上 述 过 程 . 现在 考虑 奇 部 分 和 A1, 43, 45, 等 等 . 那 是 你 右 脚 不 断 导 


减 的 假设 知 |az| > lasl. 
H az 十 a3 < 41. 现在 我 
大 an 之 和 , 而 4s 是 前 三 项 之 和 , 故 可 以 写 为 


你 左 脚 和 右 脚 正 


3 E 
这 意思 是 


收敛 ! 
表 


数学 方式 
E 的 位 置 . 我 要 
十 Q3， 也 可 写 为 Ai 二 a2 十 a3. 
门 对 45 重复 该 论证 , 我 们 


rr 太 夺 吕 


即 4s, 则 只 需 走 下 两 个 带 符号 
因为 a4 为 


. 这 意味 着 45 < As. 若 继 续 该 过 程 , 则 你 会 发 现 


Ai1> A3> As> A7>:.. 


所 以 你 的 右 脚 实际 上 随 着 时 间 的 流逝 一 直 往 回 


x 


你 可 以 对 偶数 项 42, 44, 46 等 等 重复 相同 的 论 鹿 


看 看 能 否 得 出 


2. ( 
敛 . 他 不 会 趋 于 co, 因 


A < As < Ae < A < 


随时 间 变 化 不 断 向 前 走 ， 这 里 是 关键 : 即 数列 41, 43, 4s,… 递减 , 所 


3) 


F (但 要 对 相反 的 方向 ). 做 一 下 


3) 


于 -oo, 要 么 收敛 于 某 有 限 值 . 不 过 它 不 会 趋 了 
为 什么 呢 ? ) 类 似 的 , 偶数 列 42, 44, 46,… 递增 ， 
为 所 有 项 都 小 于 A1. (为 什么 ? ) 所 以 奇 级 数 和 偶 级 数 都 收 


一 co, 因为 所 有 项 都 大 
故 其 要 么 趋 于 co, 要 么 
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敛 ， 由 于 奇 项 和 偶 项 之 差 |a,| 越 来 越 小 , 则 两 级 数 的 极限 一 定 相同 ! 即 , 奇 级 数 递 
减 于 偶 级 数 增长 到 的 值 : 你 的 两 只 脚 靠 得 越 来 越 近 直到 任意 接近 . 这 就 证 明了 部 分 
和 数列 {Aw} 收敛, 而 这 意味 着 原 级 数 祥 a 也 收敛 
二 
所 以 交错 级 数 判 别 法 可 行 ， 重要 的 是 你 只 有 当 验 证 了 给 定 的 级 数 非 绝 对 收敛 
时 才 用 它 . 下 一 章 我 们 将 用 很 多 例题 来 讨论 它 的 用 法 . 
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问题 : 对 给 定 的 级 数 > an, 欲 确定 它 收敛 与 否 . 若 该 级 数 收敛 , 则 可 
We 


知道 它 的 值 ( 即 , 收敛 于 哪个 值 ). 要 想 求 得 一 个 


级 数 必须 很 特殊 . 当然 , 级 数 不 必 非得 跟 上 面 给 定 的 一 样 从 n= 1 


n 二 0 或 n 的 其 他 值 开 始 . 
本 章 主要 围绕 这 样 问题 


(1) 是 几何 级 数 吗 ? 如 果 你 的 级 数 
是 几何 级 数 , 或 是 一 个 或 多 个 几何 级 数 之 和 . 关于 这 利 


有 漂亮 表达 式 的 级 数值 , 那 这 个 


(2) 级 数 各 项 趋 于 0 吗 ? 如 果 不 是 几何 级 数 , 尝试 月 
各 项 是 否 趋 于 0, 如 果 不 是 , 则 根据 第 n 项 判别 法 知 级 数 发 散 . 详情 见 23.2 节 . 


(3) 级 数 中 有 负 项 吗 ? 如 果 有 , 你 可 能 要 


全 


法 . 更 多 信息 见 本 章 最 后 的 23.7 


不 及 


(4) 级 数 中 有 阶乘 吗 ? 如 果 有 


人 
日 


比 式 判别 法 .该 判别 法 同样 适 


含 指数 而 非 几 何 级 数 的 情形 . 见 23.3 市 ， 


(5) 有 底 和 指数 都 包含 n 的 指数 吗 ? 如 果 有 , 试 着 用 根 式 判别 法 . 一 般 的 , 如 
容易 对 项 a 取 nn 次 方 根 , 就 可 以 有 
(6) 项 里 面 有 因子 1/m 或 对 数 吗 ? 四 


的 . 这 个 我 们 将 在 23. 5 节 讨 论 . 


(7) 上 面 的 所 有 判别 法 都 不 能 用 吗 ? 你 可 能 需要 
并 重 温 我 们 在 第 21 章 关于 


限 比较 判别 法 联合 使 
在 23.6 节 应 用 


， 
这 些 判 别 法 . 


昌 根 式 判 别 法 . 详情 见 23. 4 节 . 


] 


, 它 可 以 从 


展开 讨论 . 下 面 是 关于 级 数 展开 的 讨论 的 流程 图 
只 包含 像 2” 或 ex" 这 样 的 指数 , 那 它 可 能 
情形 的 讨论 , 见 23.1 节 . 


昌 第 nn 项 判别 法 . 检验 一 下 


晶 绝对 收敛 判别 法 ， 或 交错 级 数 判别 


于 级 数 中 包 


FE 
个 


E 这 种 情况 下 , 积分 判别 法 可 能 就 是 你 想 要 


比较 判别 法 或 p 判别 法 与 极 
函数 所 有 表现 的 讨论 . 我 们 将 


以 上 的 这 些 计划 将 引导 你 在 各 种 不 同 的 级 数 中 穿梭 . 上 述 这 些 其 实 并 不 完美 ， 


过 程 中 仍 不 时 会 有 
的 资料 , 然后 在 你 
体 


-> 


陷阱 出 现 , 希望 这 些 情况 少 出 现 一 点 . 我 的 建议 是 掌 
平时 的 学 习 中 时 刻 提 防 这 些 不 常见 的 陷阱 . 现 刀 


23.1 ”如 何 求 几何 级 数 的 值 


如 果 级 数 只 包含 像 2" 或 ea” 这 样 的 指数 , 那 它 可 
上 一 章 所 见 , 几何 级 数 很 简 和 


数 之 和 . 如 我 们 在 


各 E 旦 


握 这 些 所 有 


E 让 我 来 看 一 下 具 


能 是 一 个 或 多 个 几何 级 
,你 可 以 直接 求 它 的 值 (如 果 它 收敛 
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的 话 )， 几 何 级 数 的 一 般 式 是 ar", 其 中 是 公 比 . 在 22.2.1 节 , 我 们 讨论 了 如 
何 求 该 级 数 的 值 , 我 推荐 用 文字 而 不 是 数学 语言 来 学 习 这 个 方法 : 


首 项 

1 一 公 比 、 

如 果 公 比 不 是 介 于 -1 和 1 之 间 , 则 级 数 发 散 . 
我 们 来 具体 看 下 , 假定 要 求解 


无 穷 几何 级 数 的 和 = 


苦 过 公 比 去 村 


这 是 一 个 几何 级 数 , 因为 我 们 有 


此 , 我 们 可 知 公 比 是 1/3, 介 于 -1 到 1 之 间 , 故 该 级 数 收敛 . 你 会 问 : 收敛 于 何 
处 ? 首 项 在 n==5 时 为 4/35. 所 以 


4 志 1[IN” 4/35 
站 1 一 1/3， 


结果 为 2/81. 
这 有 一 个 极 具 欺骗 性 的 例子 : 
117 E 


n=2 
它 不 是 几何 级 数 , 但 可 以 分 成 两 个 儿 何 级 数 之 差 : 
2. 92n ( 7)” ES 92n 0 (一 7)? 
2 2 117 
为 什么 分 开 后 两 个 都 是 几何 级 数 呢 ? 在 第 一 个 级 数 中 , 你 可 以 用 各 替换 22", 然后 
将 各 /117 表示 成 (4/11)”. 最 后 这 一 步 变换 同样 用 在 第 二 个 级 数 中 , 我 们 有 


cS 92n (-7)” 之 4 Nn Do 三 下 nN 
2 117 = > 


于 这 两 个 级 数 的 公 比分 别 为 4/11 和 一 7/11, 都 介 于 -1 和 1 之 间 , 因此 都 收敛 ， 
故我 们 可 以 写成 上 式 . 当 n= 2 时 为 第 一 项 , 所 以 首 项 分 别 为 (4/11)? 和 (7/11)?. 
总 之 计算 出 来 为 


(4/11)° (—7/11)* 
1—(4/11) 1—(-7/11)’ 
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化 简 后 为 -5/126. 
如 果 我 们 把 问题 稍微 变 一 下 会 怎样 呢 ? 考虑 
117 


EQ 


天 一 2 

这 次 我 们 还 是 把 和 拆 成 两 组 , 另 写 为 

/4 记 /-13Y" 

ls 

2 可 二 志 
不 必 求 出 第 一 个 级 数 的 值 , 只 需 知道 它 收敛 . 但 第 二 个 级 数 由 于 公 比 -13/11 不 是 
介 于 -1 和 1 之 间 而 发 散 , 则 收敛 级 数 和 发 散 级 数 之 和 一 定 发 散 ! 

如 我 们 所 见 , 几何 级 数 很 好 计算 . 如 果 给 定 的 不 是 几何 级 数 , 按照 下 面 的 顺序 ， 

从 第 n 项 判别 法 开始 进行 判断 . 


23.2 ”如 何 应 用 第 ns 项 判别 法 
无 论 什 么 时 候 都 要 首先 考虑 第 n 项 判别 法 ! 内 容 为 : 


阁 lim an 关 0 或 极限 不 存在 , 则 级 数 >》 an 发 散 . 


el 


若 级 数 通 项 不 趋 于 0, 则 级 数 定 发 散 . 若 通 项 趋 于 0, 则 级 数 可 能 发 散 也 可 能 收敛 : 
需要 进一步 的 判断 . 该 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判定 . 总 之 , 使 用 该 判别 法 不 
需 浪费 时 间 在 其 他 判别 法 上 , 只 要 快速 检验 一 下 通 项 是 否 趋 于 0 即 可 . 例如 , 考察 
级 数 


a 4n2 十 27 十 1 


不 需要 考虑 其 他 任何 的 判别 法 , 只 要 注意 


Jim n2—3n+7 1 
noo0 ni 4 2ni1l A 
所 以 该 级 数 通 项 不 趋 于 0, 由 第 n 项 判别 法 可 知 原 级 数 发 散 . 
如 果 级 数 通 项 趋 于 0, 则 需要 尝试 用 其 他 判别 法 来 判别 . 在 进行 判定 之 前 , 一 定 
要 快速 看 下 级 数 是 否 有 负 项 . 这 种 情况 一 般 发 生 在 有 项 包含 负 号 、 因 子 (--1)" 或 三 
角 函 数 (尤其 是 sin(n) 或 cos(n) 时 ). 出 现 负 项 的 情形 参见 23.7 市 , 若 各 项 均 为 正 ， 
用 下 面 的 判别 法 进行 判定 . 
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23.3 ”如 何 应 用 比 式 判别 法 


若 级 数 中 包含 阶乘 , 用 比 式 判别 法 . 记 住 , 阶乘 包含 感叹 号 , 如 nl 或 (2n+5)1. 对 
于 含有 指数 的 级 数 , 如 2" 或 (-5)””, 比 式 判别 法 同样 适用 . 下 面 是 我 们 根据 22.5.1 


会 
节 总 结 的 该 判别 法 : 


; 则 n= 》 an 在 工 <1 时 绝对 收敛 ,在 工 >1 时 发 散 ; 但 


若 世 = lim 


Qn+l 
Qn 


一 
当 工 二 1 或 极限 不 存在 时 , 比 式 判别 法 无 效 . 
可 用 下 面 的 框架 使 用 比 式 判别 法 判别 : 
_ 1 | 第 项 用 n+1 代 换 n 
< Se 第 nn 项 
因为 可 能 会 是 分 式 比分 式 的 形式 , 这 里 要 用 稍 长 的 分 数 线 . 级 数 的 第 n 项 是 a,, 把 
nn 换 成 (n 寺 1) 就 得 到 awj1. 总 之 , 现在 求 上 面 的 极限 , 假设 我 们 已 经 完成 这 一 步 并 
求 得 极限 值 5, 则 有 三 种 可 能 : 
(1) 车 工 <1 则 原 级 数 六 a 收敛 , 实际 上 是 绝对 收敛 
= 


(2) 车工 > 1, 则 原 级 数 发 散 ; 
(3) 若 工 = 1 或 极限 不 存在 , 则 比 式 判 别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 
现在 来 看 一 些 例子 . 首先 , 考虑 
bad nl 000 
n=1 2 
于 分 子 是 多 项 式 , 所 以 该 级 数 不 是 几何 级 数 , 又 因为 指数 增长 速度 快 于 多 项 式 ( 见 
21.3.3 节 ), 可 知 第 n 项 的 极限 为 0: 


Qn+l 
Qn 


lim 


no00 


则 我 们 不 能 用 第 ” 项 判别 法 . 因为 该 级 数 包含 指数 , 我 们 试 一 下 比 式 判别 法 . 根据 
标准 框架 , 有 


(n+1)! 000 
有 ntl nitIi 
lim = lim 0 
n—00 Qn, 九 一 co 也 
2n 


注意 分 母 就 是 第 n 项 , 直接 将 其 从 原 级 数 中 挪 过 来 的 ; 分 子 除了 将 n 换 为 n 填 1 外 ， 
跟 分 母 一 样 . 现在 通过 将 上 述 表 达 式 颐 倒 相 乘 , 分 组 同类 项 , 得 到 下 面 结 


说 1 000 
(n+ 1)! 0%00 2 A n+l1 Li 
ni 000 ontl 2 2 2 


lim 


n—00 


NnN—00 Nn 
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注意 我 们 去 掉 了 绝对 值 号 (每 项 都 为 正 ), 把 1 000 次 方 的 项 也 写 在 一 起 , 同时 运用 
事实 lim (2+DAm=1 总 之 , 上面 的 极限 为 1/2, 它 小 于 1, 所 以 由 比 式 判别 法 可 
知 原 级 数 收 敛 . 解 题 完毕 . 


We 


oo 37 

mn(Pp) 

应 该 能 够 得 到 当 n 一 co 时, 级 数 通 项 趋 于 co, 所 以 由 第 ”项 判别 法 可 知 该 级 数 发 
散 . 假设 你 只 考虑 了 比 式 判别 法 , 同样 能 得 到 这 个 结论 : 


nt+l 
(nt+1) In(m 十 1 
3 


32T1 入 lIn(n) 


Qm 十 1 
n 一 co 37 n+lln(n+t1) 


Un 


lim 


no00 


= lim 


也 一 CO 


nln(n) 


我 们 用 到 了 Jim n/n+1 二 1 和 lim In(n)/In(n +1) 二 1, 前 者 好 求 , 而 后 者 
就 不 容易 了 . 对 后 一 个 极限 , 可 用 洛 必 达 法 则 验证 是 否 极 限 为 1. 总 之 , 上 述 比值 的 
极限 是 3, 因 3 > 1, 原 级 数 发 散 . 所 以 虽然 我 们 没 用 第 n 项 判别 法 , 比 式 判别 法 也 
能 判别 . 
当 遇 到 含 阶乘 的 级 数 时 , 比 式 判别 法 是 相当 有 用 的 . 记 住 , n! 是 从 1 到? 的 自 
然 数 之 积 


Pa 


nl=1l1x2x3x:..…x(n—1)x 


当 用 比 式 判别 法 对 含 阶乘 的 级 数 判别 时 , 经 常会 需要 考虑 这 样 的 比 式 : 


nl 
(n+ 1)! 
化 简 该 式 唯 一 可 行 的 方法 就 是 将 阶乘 展开 并 做 相 消 : 
nl lx2x:..x(n—1)xn 1 


(ni 1x2x- -xm lxnx(nil) nil 
该 方法 还 可 以 , 不 过 当 遇 到 类 似 (2n)! 的 式 子 可 能 就 会 有 麻烦 了 . (2n)! 与 2 x ml 不 
同一 一 这 是 个 常 犯 的 错误 . 考虑 比 式 
(2(n+1))! (2 十 2)! 


(2n)! (2m)! 
分 子 是 前 2n + 2 个 数 之 积 , 而 分 母 只 是 前 2n 个 数 之 积 . 故 , 比 式 为 
1 x2x:. x (2n—1) x (2n) x (n+1) x (2n+2) 


ee = (2n + 1)(2n+2). 


这 类 的 计算 经 常 有 , 例如 , 考虑 下 面 的 级 数 : 
(2n)! 
> 2 


OP © 
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该 级 数 收敛 还 是 发 散 呢 ? 通 项 是 否 趋 于 0 并 不 清楚 , 但 级 数 中 含有 阶乘 , 所 以 我 们 
直接 考虑 用 比 式 判别 法 : 


2(m 十 1))! 
.|an+l 和 . (2 十 2)! nl 
lim = lim a = lim | 1) - 


注意 我 们 对 比 式 和 有 需 次 进行 了 变形 , 上 述 结果 可 化 简 为 
1 \” ， 4n2+6n+2 

im (2n 十 2)(27 十 J) (二 三 im 了 
所 以 极限 值 大 于 1, 级 数 发 散 . 为 了 说 明 该 级 数 的 敏感 性 , 我 们 对 其 做 一 个 小 小 的 修 
改 , 在 其 通 项 的 分 母 上 加 一 个 因子 5”, 为 : 
(2n)! 
>- 57(n!l)2 
现在 试 着 计算 比值 , 将 额外 的 一 个 因子 1/5 提出 来 , 就 可 求 得 极限 为 4/5, 小 于 1， 
所 以 修改 后 的 级 数 收敛 . 


它 含 有 阶乘 , 故我 们 用 比 式 判别 法 , 有 


(n++1)! 
71H41 anii 1 n 
| ee CCE DN (n+1)! (n+3) _ 
可 将 上 式 中 的 (nm 十 1)1/n! 化 简 为 (二 1, 因此 , 上 式 结果 可 化 为 
(n+ 3)” 


A Ed 


现在 怎么 做 呢 ? 看 起 来 似乎 很 难 . 何不 把 分 母 变 为 (十 和 x (十 和 ”以 使 其 与 分 
子 的 寡 次 一 样 呢 ? 然后 我 们 就 可 以 把 各 部 分 组 合成 这 样 : 


. (+3 .ntlmt3)®” ,ntl/nt3)" 
a 
现在 有 些 明 朗 了 . 第 一 个 因子 (mn 十 1)/(n 二 4 显然 在 ”一 co 时 趋 于 1, 但 第 二 个 


似乎 有 点 难 . 计算 它 的 一 个 方法 就 是 将 n 换 成 x, 考虑 极限 


(3) 
lim 
zz— oo0\XTX++4 


根据 洛 必 达 法 则 第 三 类 (参见 14.1.5 市 ), 求 对 数 (经 过 茶 些 代数 运算 后 ) 的 极限 : 
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lim ln 和 = lim zln 和 = lim 
TX—00 人 4 2 一 Co TT 4 了 一 OO 1/z 


i In(z++3)— ln(z+4) 


分 子 当 >z 一 co 时 趋 于 0, 因为 (tz 十 3)/(z 十 人 一 1, 且 In(1) = 0. 分 母 也 趋 于 
0, 可 用 洛 必 达 法 则 证 明 
z+3yY” 
dim ln (2 ) 二 一 1. 


这 部 分 工作 留 给 你 自己 完成 . 取 究 并 将 x 换 回 n, 我 们 就 得 至 
| nt+3Y” 
ns (33) er 

现在 , 我 们 需要 的 每 一 部 分 都 已 得 到 , 上 面 比 式 的 极限 值 为 

,n+l/n+3Y 四 1 
SS 了 (2 7) ee 
于 该 极限 值 小 于 1, 故 原 级 数 收敛 . 

那 级 数 


ES 
> i 


光一 这 


敛 散 性 如 何 呢 ? 通 项 显然 当 一 co 时 趋 于 0. 我 们 试 一 下 比 式 判别 法 : 


n ln(n) 
一 lim 一 一 一 
n 一 co 九 十 1]n(7 十 了 


ee 
:| jm | DD 二 二 
Qn, no0 


nln(n) 
(对 于 含 对 数 的 比 式 的 极限 , 你 仍 要 用 到 洛 必 达 法 则 .) 我 们 已 经 得 到 比 式 的 极限 为 
1, 这 意味 着 什么 ? 这 就 意味 着 比 式 判别 法 不 能 给 出 任何 有 用 的 信息 . 除了 知道 比 式 
判别 法 无 效 外 , 与 刚 拿 到 级 数 时 状况 相 比 , 我 们 没有 得 到 更 多 关于 级 数 的 信息 . 我 
们 需要 试 一 下 其 他 的 方法 , 事实 上 积分 判别 法 是 判定 这 个 级 数 的 最 好 的 方法 , 稍 后 
我 们 将 在 23. 5 节 进 行 讨论 . 


23.4 ”如 何 应 用 根 式 判 别 法 


当 级 数 通 项 的 指数 为 特殊 的 关于 m 的 函数 时 用 根 式 判 别 法 . 当 通 项 具有 形式 
42, 其 中 4 和 B 都 为 关于 n 的 函数 时 , 根 式 判别 法 尤其 有 用 . 下 面 是 根据 22.5.2 
节 狐 推出 的 该 判别 法 的 内 容 : 


| 


464 第 23 章 ”如何 求解 级 数 问题 


车 工 = lim |anj/" 则 n= 》 on 在 二 <1L 时 绝对 收敛, 在 元 > ! 时 发 散 ; 但 


务 二 证 


当 工 =1 或 极限 不 存在 时 , 比 式 判别 法 无 效 . 
使 用 根 式 判别 法 , 一 般 先 讨论 下 面 的 表达 式 : 
de 
然后 将 an 代 换 为 所 研究 级 数 的 通 项 , 求 极限 (如 果 存 在 的 话 ), 并 称 之 为 L. 则 有 与 
比 式 判别 法 一 样 的 三 种 可 能 , 幸好 结论 也 是 一 样 的 : 
(1) 车 工 <1, 则 原 级 数 > an 收敛 , 实际 上 是 绝对 收敛 ; 
闫 二 十 
(2) 若 工 > 1, 则 原 级 数 发 散 ; 
(3) 车工 = 1 或 极限 不 存在 , 则 根 式 判别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 
例如 , 考虑 级 数 


oo 


> 


于 通 项 的 指数 包含 ”的 需 次 , 该 级 数 就 是 能 用 根 式 判别 法 来 判别 的 . 应 用 根 式 判 


别 法 , 有 : 
n2 1/n n2xi 也 
2 2 2 
lim loan = lim (4 一 ) = lim ( 一 ) = lim (1- ) 
n—o00 Nn—00 Nn no00 nN no00 Tn 
=e ?2<1. 


注意 我 们 把 绝对 值 号 去 掉 了 , 因为 该 式 为 正 , 并 应 用 了 22.1.2 节 最 后 的 那个 重要 极 
限 (把 k 换 成 -2). 所 以 极限 值 为 e-?, 显然 小 于 1; 由 根 式 判别 法 知 原 级 数 收敛 


23.5 ”如 何 应 用 积分 判别 法 


当 级 数 同 时 含有 1/n 和 In(n) 时 可 用 积分 判别 法 . 由 22.5.3 节 知 , 若 N 为 任 
意 正 整数 , 则 我 们 可 以 说 : 


若 对 连续 递减 函数 f 有 an = f(n), 则 > an = 与 | 7 2)dz 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


n=N 


下 面 是 积分 判别 法 的 实际 应 用 步 
。 将 nn 换 为 zx, 将 入 换 成 , 并 在 后 面 加 dz. 当然 , 如 车 级 数 从 n= 2 开 
站 三 工 1 
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始 , 则 用 [2 代 换 . 

。 检 验 被 积 函数 是 否 递减 , 这 可 以 通过 验证 导数 是 否 为 负 或 直接 检查 被 积 函 
数 获知 . 

。 现 在 讨论 第 一 步 中 的 反常 积分 . 用 积分 讨论 级 数 的 一 个 主要 好 处 是 可 以 对 积 
分 做 换 元 (或 改变 变量 , 如 果 你 喜欢 的 话 ). 本 文中 最 常见 的 换 元 是 上 = ln(z). 

。 若 反常 积分 收敛 ; 则 级 数 也 收敛 ; 若 积分 发 散 , 则 级 数 也 发 散 . 

例如 , 考虑 


~ 1 

2 nln(n) 

事实 上 我 们 已 经 讨论 过 该 级 数 了 , 在 前 面 23.3 节 我 们 试图 用 比 式 判别 法 进行 敛 散 
性 判定 , 但 没有 成 功 . 现在 我 们 换 作用 积分 判别 法 进行 判定 , 因为 它 包 含 了 1/n 和 
In(n). 将 变量 ” 换 为 x, 和 式 换 为 积分 , 可 得 


2 
一 一 一 Q 
| 元 可 de 


被 积 函数 1/(zln(z)) 关于 x 递减 , 这 可 以 通过 证 明 其 导数 为 负 得 到 ; 或 更 直接 地 ， 
观察 zx 和 ln(z) 均 关 于 x 递增 , 则 和 它们 的 乘积 也 递增 , 所 以 倒数 1/(zin(z)) 递减 . 
不 管 怎样 , 我 们 已 经 在 第 21 章 讨 论 过 上 面 的 积分 , 不 过 这 里 也 给 出 大 致 过 程 : 做 换 
元 t= In(z), 则 dt = 1/zdz, 积分 变 为 


2 
| ok 
ln(2) + 


积分 p 判别 法 可 知 该 积分 发 散 . 由 于 积分 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 (积分 判别 法 ) 
另 一 方面 , 我 们 对 级 数 做 一 个 小 的 变动 : 考虑 

1 

2 

同样 包含 因子 1/n 和 对 数 , 所 以 尝试 用 积分 判别 法 . 将 n 换 为 =， 并 将 级 数 转换 为 


积分 可 得 


oo 


?9 1 
| 
保 被 积 函数 关于 z 递减 做 换 元 t 二 In(z), 这 次 积分 变 为 


2 
ln(2) t 


根据 p 判别 法 , 该 积分 收敛 . 故 这 一 次 级 数 收敛 (积分 判别 法 ). 将 这 个 例子 与 前 面 
例子 一 起 来 看 , 我 们 看 到 了 级 数 收敛 的 整个 过 程 是 多 么 的 微妙 . 我 们 知道 随 着 ”的 
增 大 , In(n) 与 的 任意 正 数 次 究 相 比 是 很 小 的 , 但 上 面 的 例子 共同 说 明了 对 数 会 


| 
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市 来 很 大 的 不 同 . > 1/nln(n) 分 母 上 In(n) 的 窘 次 的 一 个 小 小 增加 都 会 将 一 个 发 
名 二 2 
散 级 数 变 为 一 个 收敛 级 数 . (在 21.3.4 节 我 们 见 过 一 个 类 似 的 例子 .) 


23.6 ”如 何 应 用 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 p 判别 法 


当 其 他 的 判别 法 不 能 使 用 时 , 对 正 项 级 数 应 用 这 些 判别 法 . 你 一 定 是 想 最 先 应 
用 第 n 项 判别 法 , 然后 对 包含 阶乘 的 采用 比 式 判别 法 , 对 包含 底 和 指数 都 为 n 的 函 
数 的 项 的 级 数 采 用 根 式 判别 法 , 或 对 包含 因子 1/n 和 对 数 的 采用 积分 判别 法 . 那 还 
剩 下 什么 呢 ? 基本 上 与 积分 的 工具 一 样 : 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 、p 判别 法 
和 对 co 和 0 附近 的 常见 函数 的 理解 . 非常 有 必要 在 学 习 本 节 前 复习 第 21 章 , 因为 
方法 几乎 是 相同 的 . 不 管 怎样 , 这 里 再 一 次 讨论 那些 判别 法 . (为 了 便于 对 比 , 这 里 
比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 中 的 on 都 被 假定 为 非 负 .) 


(1) 比较 判别 法 的 发 散 情形 : 若 认 为 并 a 发散 , 找 一 个 同样 发 散 的 较 小 的 级 
三 1 


数 . 即 , 找 一 个 使 得 对 所 有 nn 都 有 a 之 bn 的 正 项 数列 {54}, 使 得 级 数 六 5 发散 . 则 
天 三 出 


oo oo 
> Qn 之 》 bn = 0%， 
并 二 j= 


所 以 级 数 a 发 散 . 
和 三 二 


(2) 比较 判别 法 的 收敛 情形 : 若 认 为 六 on 收敛 , 找 一 个 同样 收敛 的 较 大 的 级 
n=1 


数 . 即 , 找 一 个 使 得 对 所 有 n 都 有 an < bn 的 数列 {6}, 使 得 级 数 六 5 收敛 . 则 
n=1 


[ee OO 
bp Qn SB bn, < coco， 
yes], 郊 一 二 


所 以 级 数 a 收敛 . 
n=1 


(3) 极限 比较 判别 法 : 找 一 个 使 得 当 nn 一 oo 时 , a ~ 5, 的 简单 级 数 六 六 则 
n= 


若 > 5 收 合 ，> an 也 收敛 . 男 一 方面 , 若 》 bn 发散, 则 > an 也 发 散 . (要 知 
N=} n= we 各 
道 “an ~ pb 当 n 一 00” 与 “lim an/bn = 1” 意 思 一 样 ) 


(4) p 判别 法 : 若 a > 1, 级 数 
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= 1 | 收敛 ， 车 p > 1 
N=a np 发 散 ， 车 pl1. 

这 与 积分 的 bp 判别 法 中 [六 情形 一 样 . 

现在 来 看 一 些 例子 . 在 下 面 的 每 个 例子 中 , 你 可 以 用 积分 代 换 和 式 得 到 一 个 反 
常 积分 (有 瑕 点 co) 来 代 换 级 数 . 反常 积分 问题 的 解 就 是 相应 级 数 的 解 . 对 每 种 情 
形 , 应 该 试 着 写 下 对 等 的 反常 积分 的 问题 和 解 . 返回 到 第 21 章 , 并 试 着 将 每 个 瑕 点 
为 co 的 反常 积分 转换 成 级 数 也 是 一 个 好 办 法 . 它们 几乎 都 可 以 用 上 述 判 别 法 求解 . 
( 解 中 包含 变量 变换 上 = jn(z) 的 问题 是 个 例外 . 对 于 这 些 问 题 , 为 了 求解 相应 的 级 
数 问题 , 你 需要 用 积分 判别 法 .) 考虑 级 数 


A 
< 74 十 273 十 1 


为 了 检验 这 个 说 法 , 注意 每 个 多 项 式 的 最 高 次 项 起 决定 作用 , 由 于 ” 变 得 越 来 越 大 ， 
( 详 见 21.3.1 节 .) 我 们 有 


2 人 二 -38 二 7 了 202 2 


14 十 273 二 1 ne n2 

由 p 判别 法 知 > 2/n2 收敛 (常数 2 不 相关 ); 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 
光一 于 

收敛 . 

在 近似 于 一 样 的 例子 


当 n 一 co 时 ， 


n=0 
中 , 需要 采用 一 点 小 小 的 技巧 . 该 级 数 与 前 面 例子 中 级 数 的 唯一 区 别 是 现在 和 式 从 
n=0 开始 . 若 采用 与 前 面 级 数 相同 的 讨论 方法 , 就 会 发 现 需 将 上 述 级 数 与 时 2/me 
n=0 

进行 比较 . 后 者 显然 没有 被 定义 好 , 因为 它 的 第 一 项 看 似 为 2/0, 显然 没有 意义 . 你 
可 以 通过 如 下 两 方法 之 一 来 避免 这 样 的 问题 : 可 以 改变 首 项 n = 0, 如 换 成 n= 1， 
这 样 并 不 改变 原 级 数 的 敛 散 性 或 者 , 将 首 项 从 和 式 中 提出 来 . 事实 上 , 当 n= 0， 
(2 十 3n 十 7)/(nt 十 273 十 2) 为 了, 所 以 


nN 十 2n3 十 1 On 十 2n? 十 1 


右边 的 级 数 收 敛 , 故 左 边 的 级 数 也 收敛 . 加 上 有 限 数 7 并 没有 什么 不 同 . 通常 , 若 和 
式 从 n= 0 开始 , 且 你 想 应 用 极限 比较 判别 法 , 就 可 将 首 项 提出 来 , 这 样 就 可 以 考 
谍 从 n= 1 开始 的 级 数 了 . 

现在 来 看 


GO 县 
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V27n6 十 9n2 十 4 

er 703 十 922 十 4 
根据 我 们 关于 较 高 次 突起 决定 作用 的 标准 观点 , 我 们 有 
加 池 27n5 十 9n2 十 4 V27ne 3n2 3 
司 7 一 OO 时 ， ~ 1 2 
n3 十 9n2 十 4 n3 n3 n 


p 判别 法 知 沁 3/n 发 散 , 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 散 . 
ys 
屠 


00 
》 2 一 双人 000? 
和 二] 


呢 ? 在 前 面 23.3 节 , 我 们 运用 了 比 式 判别 法 来 解 这 个 问题 (事实 上 我 们 将 2-*n! 000 
写成 了 ma "00/2", 不 过 它们 当然 是 一 样 的 !) 现在 我 们 用 比较 判别 法 来 解 这 个 问题 . 
用 这 种 方法 解 题 , 我 们 需 用 到 指数 增长 较 快 的 观点 . 用 21.3.3 节 描 述 的 方法 , 我 们 
有 


—n 
2 < nl 002 ， 


这 里 我 们 选择 指数 为 1 002, 因为 它 比 问 题 中 的 指数 1 000 大 2. 现在 我 们 有 
Oo a oo C co 1 
>》 2 且 vA De 
Nl n=1 ye 


最 后 的 级 数 由 p 判别 法 可 知 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 原 级 数 也 收敛 . 
现在 考虑 


这 恰恰 是 21.3.4 节 中 例子 的 级 数 形式 . 事实 上 , 你 可 以 用 积分 判别 法 将 该 级 数 问题 
转化 为 反常 积分 问题 , 因为 被 积 函 数 是 递减 的 , 但 问题 是 什么 ? 我 们 可 以 直接 解 该 
题 . 与 我 们 在 反常 积分 中 的 方法 一 样 , 我 们 采用 In(n) < Cn0000 5, 这 里 我 们 通过 巧 
妙 地 选择 如 此 小 的 指数 0.000 5 以 使 得 原 指数 ( 原 级 数 中 的 指数 )1.001 减 去 它 后 仍 
大 于 1. 故我 们 有 


29 ln Po Ono-000 5 2 1 
DY 
和 三 汪 = 入 二 水 
最 后 的 级 数 由 p 判别 法 可 知 收敛 , 故 根据 比较 判别 法 知 原 级 数 收敛 
级 数 


~ |sin(n)| 
我 一 二 
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相当 容易 求解 . 要 知道 |sin(n)| < 1, 我 们 知 


> < 


故 由 比较 判别 法 知 级 数 收 全 
现在 考虑 级 数 


sn (5) 


别 法 
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该 级 数 似乎 有 些 项 为 负 , 不 过 那 只 不 过 是 表面 现象 . 事实 上 , 当 n 从 1 开始 随 


着 正 整数 的 不 断 增 大 , 数 1/n 从 1 开始 则 不 断 减 小 并 趋 于 0. 即 , 1/n 总 是 介 于 0 


和 1 之 间 . 由 于 sin(z) 在 0 和 1 之 间 恒 正 ， 则 级 数 所 有 项 均 为 正 . 那 又 怎样 ? 我 们 


还 没 解决 该 问题 , 下 面 该 怎么 做 呢 ? 在 21.4.2 市 ,有 当 xz 一 0 时 sin(z) ~ 


.用 1/n 


替换 z, 则 当 1/n 一 0 时 sin(1/n) ~ 1/n. 等 一 FE 当 1/n 一 0 必须 使 n 一 co- 即 ， 
我 们 已 经 证 得 当 半 一 ce 时 sin(1/n) ~ 1/n, 这 正 是 我 们 需要 的 ! 由 于 级 数 > 1/n 
发 散 , 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 散 . (将 这 个 例题 与 21.4.2 节 中 最 后 一 个 例题 题 


比较 一 下 .) 
男 一 方面 , 级 数 


> sin? (5) 


收敛 , 因为 当 nn 一 co 时 sin?(1/n) ~ 1/m?, 具体 过 程 自行 完成 . 
最 后 来 看 一 个 很 让 人 头疼 的 一 个 级 数 : 


(n+ 4n m3)ln(n) 
Dol Jtan ( i 由 


如 何 讨论 呢 ? 分 开 考虑 该 级 当 nn 一 co, 因 式 (22 +4m-3) 渐 近 于 mn?, 且 因 式 


Vm7 十 2n04 十 37 渐 近 于 Vn?, Vm7 就 是 %7/2. 所 以 我 们 可 以 说 
sy (2+4n—3)nn) nrn2ln(n) n(n) 
当 n 一 % 时 ， n’ ons 4 3n 2 Tr 


男 一 方面 , 当 n 很 大 时 , 上 述 关 系 式 两 边 都 趋 于 0( 要 知道 , 对 数 增 长 缓慢 )， 所 以 
我 们 可 以 运用 关系 当 x 一 0 时 tanx ~ zx, 将 xz 换 成 这 长 串 (m2 十 4m 一 3)In(n)/ 


Vn7 十 2n4 十 3n, 可 得 


当 n 一 co 时 ， won ( 


现在 我 们 来 关注 


Vn 2nd 43n Vn' + 2n4 + 3n 


2 n(n 
> 


n=2 


(n2 + 4n — 3) er Ng (n2 + 4n — 3) n(x) 本 ln(n) 
372 
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这 里 我 们 需要 运用 对 数 增长 缓慢 的 事实 ， ) 较 之 n3/2 不 重要 ( 详 见 21.3.4 节 ). 
特别 的 , 我 们 需要 分 母 中 的 窜 次 3/2, 不 希望 其 为 1 或 更 小 .故我 们 采用 In(n) < 
Cn1/4( 这 里 突 次 仅 需 小 于 1/2) 可 得 

In(n) . Cn!/4 C 


n3/2 ~ n3/2 15/4 
因此 , 把 所 有 项 加 起 来 , 由 p 判别 法 可 得 
> In(n) 
全 n3/2 < 一 站 5/4 0 
所 以 
ec ln(m) 
2 er 


比较 判别 法 可 知 收敛 . 现在 回 到 前 面 的 渐进 关系 , 现在 由 极限 比较 判别 法 可 推 得 


人 7 十 4 一 3)jn(7m) 

光 ( Vn’ + 2nt 3n ) 
也 收敛 ， 太 好 了 , 我 们 就 要 成 功 了 . 那 因子 cos?(n) 呢 ? 这 个 因子 不 起 什么 帮助 作 
用 , 因为 它 一 直 在 振荡 . 我 们 知道 该 因子 小 于 等 于 1, 且 为 正 (因为 是 平方 ). 所 以 我 
们 只 需 看 看 由 cos?(n) < 1 能 得 到 什么 . 事实 上 

n2 + 4dn— 3)In( n Su en et) 
De jian (! Vn7 十 274 十 37 2) < Dm ( Vn’' + 2n4 + 3n )<%, 

如 我 们 刚刚 证 得 的 , 右边 的 级 数 收敛 , 所 以 根据 比较 判别 法 可 知 原 级 数 收敛 . 这 个 
问题 中 , 我 们 用 了 两 次 比较 判别 法 , 一 次 极限 比较 判别 法 和 两 次 p 判别 法 . 很 让 人 


迷惑 的 一 堆 判 别 法 . 不 过 如 果 你 能 够 独立 完成 这 类 问题 , 你 就 能 够 解决 任何 一 个 
及 这 三 个 判别 法 的 问题 


23.7 ”如 何 应 对 含 负 项 的 级 数 


假设 给 定 级 数 的 某 些 项 为 负 , 这 里 有 解决 这 类 问题 的 一 些 方法 . 

(1) ee 则 可 通过 在 所 有 项 前 面 加 负 号 来 修改 级 数 : 修改 后 的 级 

数 -a 所 有 项 均 为 正 ， 然 后 就 可 以 运用 前 面 所 学 的 正 项 级 数 判别 法 来 判定 级 
家 三 二 

数 的 敛 散 性 . 若 修改 后 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 ; 若 修 改 后 的 级 数 收 敛 , 则 原 级 


数 也 收敛 . 事实 上 , 若 修 改 后 的 级 数 收敛 于 则 原 级 数 收敛 于 -L, 因为 修改 后 的 
级 数 为 原 级 数 的 负 . 例如 , 级 数 
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1Y 1 
| 一 | 一 
"(到 
收敛 还 是 发 散 ? 当 n 很 大 时 , 1/n 趋 于 0, 所 以 它 的 对 数值 是 一 个 负数 . (要 知道 , 若 
0<z<1, 则 In(z) <0.) 所 以 现在 考虑 修改 后 的 级 数 


就 比较 容易 了 , 该 级 数 其 实 与 
ln(n)— 
和 ( 二 
是 一 样 的 , 因为 -In(1/n) = 一 (In(1) -jn(o)) = In(n). 现在 我 们 有 什么 直觉 ? 若 该 


二 元 
2 判别 法 可 知 是 发 散 的 . 通常 , 对 数 不 起 什么 作用 , 但 这 并 不 总 是 对 的 , 想 
一 下 前 面 的 积分 判别 法 的 例题 . 不 管 怎样 , 这 个 特殊 的 对 数 帮 助 级 数 发 散 , 因为 当 
n 一 co, 它 无 界 . 基本 的 逻辑 是 n 从 3 往 上 取 值 , h(n) 的 最 小 值 是 In(3), 故我 们 有 
ln(n) > ln(3) 
对 任意 n zz 3 均 成 立 . 在 我 们 的 级 数 中 , 由 p 判别 法 (p= 1/2) 可 
ln(3 sh 
Dm > > 二 2 2 一 bo 二 一 oo 

所 以 修改 后 的 级 数 发 上 到 co) 五 0 一 

(2) 若 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 , 尝试 用 第 n 项 判别 法 : 即 , 验证 一 下 当 n 一 co GO 
时 项 趋 于 0, 否则 , 马上 可 知 级 数 发 散 . 例如 ， 


>》 (-D?m2 


全 三 二 
发 散 , 因为 项 (-1)?"m2 的 极限 不 为 0. (实际 上 , 极限 不 存在 , 因为 数列 在 越 来 越 大 
的 正 数 与 负数 见 来 回 振荡 .) 这 里 没 必要 运用 其 他 的 判别 法 . 
(3) 车 有 些 项 为 正 ， 有 些 项 为 负 , 且 当 n 一 co 时 通 项 收敛 于 0, 下 面 尝 试 应 用 
绝对 收敛 判别 法 : 


若 > lan| 收敛 , 则 Sa 也 收敛 . 


二 放 二 灿 


在 这 种 情况 下 , 我 们 说 数列 绝对 收敛 . 例如 , 级 数 
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绝对 收敛 , 因为 我 们 已 经 在 前 面 23.6 7 节 见 到 


收敛 . 所 以 对 给 定 的 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 的 级 数 , 若 其 不 是 明显 的 不 能 用 第 n 
项 判别 法 , 则 需 看 一 下 该 级 数 是 否 绝对 收敛 . 若 该 级 数 绝对 收敛 , 则 其 收敛 ; 男 一 方 
面 , 若 不 是 绝对 收敛 , 不 要 放弃 , 继续 下 一 步 . 

(4) 若 级 数 不 是 绝对 收敛 , 尝试 交错 级 数 判别 法 : 如 我 们 在 22.5.4 节 所 见 ， 


若 当 一 co 时 交错 级 数 的 通 项 的 绝对 值 单调 递减 趋 于 0, 则 级 数 收 敛 . 


所 以 若 想 对 级 数 > an 应 用 该 判别 法 , 有 三 件 事情 需要 验证 : 


。an 的 值 在 正 人 之 间 交 将 ( 即 , 各 项 的 符号 顺序 为 +, 一, 十, 一,…, 或 一 ,十 ,一 ， 
十 ,……); 
。 随 着 n 的 增 大 , 量 |a,,| 趋 于 0, 即 


lim an| = 0; 


。 绝对 值 |an| 关于 ”递减 (所 以 下 面 的 数列 的 绝对 值 变 得 越 来 越 小 ) 

如 果 上 面 三 个 性 质 都 满足 , 则 级 数 收敛 . 注意 : 无 论 何 时 都 要 首先 党 试 运用 绝 
对 收敛 判别 法 . 若 级 数 绝对 收敛 , 就 不 必用 交错 级 数 判别 法 ! 同样 , 注意 第 二 个 性 
质 是 第 ”项 判别 法 的 怒 一 种 形式 , 这 是 因为 lim lan| = 0 当 且 仅 当 lim an = 0. 
所 以 , 即使 你 忘 了 先 用 第 ”项 判别 法 , 但 作为 交错 级 数 判别 法 的 一 部 分 , 你 还 是 
用 到 第 ”项 判别 法 的 . 

这 是 一 个 经 典 的 例子 : 


根据 p 判别 法 , 其 绝对 值 形式 江 1/n 发 散 . 所 以 原 级 数 不 是 绝对 收敛 . 现在 
此 三 水 


直接 应 用 交错 级 数 判 别 法 . 我 们 需要 验证 这 三 个 性 质 . 首先 , 级 数 交 错 吗 ? 是 的 . 一 
个 级 数 如 果 含 有 形 如 (一 1)” 或 (-D?+1 乘 以 一 个 正 数 的 项 , 则 一 定 是 交错 的 . 在 这 


个 例子 中 , 第 n 项 是 (-1)” 与 正 数 1/n 相 乘 . 那 第 二 个 性 质 呢 ? 我 们 需要 证 明 
a 光 
lim |~—~—|=0. 


此 式 显然 成 立 , 因为 |( 一 1)”/n|=1/n. 对 第 三 个 性 质 , 我 们 需要 证 明 {|( 一 1)”/n|} 
是 一 个 递减 数列 . 可 以 很 直接 得 出 来 , 还 是 因为 |(-1)”/n| = 1/n, 且 我 们 知道 1/m 
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关于 n 递减 . 所 以 可 以 应 用 交错 级 数 判别 法 , 并 得 到 原 级 数 


~ (一 ])" 
收敛 . 由 于 我 们 已 经 知道 它 不 绝对 收敛 , 故 其 条 件 收敛 . 
另 一 方面 , 考虑 级 数 


它 的 绝对 值 形式 为 六 12, 根据 了 判别 法 知 其 收敛. 所 以 上 述 级 数 绝对 收 伍 ， 
yh 
没 必要 浪费 时 间 在 交错 级 数 判别 法 上 . 
我 们 来 看 另 一 些 例题 , 首先 , 我 们 来 看 


oo 1 
2 sin (3) 2 

这 与 我 们 在 23.6 节 看 到 的 一 个 例题 很 像 , 只 是 现在 这 个 级 数 含 有 因子 (1)". 
对 该 级 数 要 做 的 第 一 件 事 是 验证 其 是 否 绝对 收敛 . 绝对 值 形式 为 
>》 |(-D7"sin (3) = 》 sin (3) , 
尖 二 小 = 
在 原来 那个 例题 中 我 们 已 知 当 n > 1, sin(1/n) 非 负 , 这 使 得 可 以 去 掉 绝 对 值 
号 . 我 们 同样 已 经 知道 上 式 后 一 个 级 数 发 散 , 所 以 原 级 数 不 是 绝对 收敛 . 另 一 方面 ， 
该 级 数 的 各 项 显然 交错 , 日 我 们 已 经 知道 当 n 一 ce 时 通 项 趋 于 0, 因为 sin(1/n) 是 
这 样 的 . 现在 考虑 |a,|, 其 实 就 是 sin(1/n). 它 关 于 递减 吗 ? 可 对 sin(1/z) 关于 > 
求 导 , 可 得 - cos(1/z)/z2, 证 明 它 当 xz > 工时 为 负 . 或 者 也 可 以 说 1/n 关于 nn 递减 ， 
且 当 zx 趋 于 0 时 sinz 关于 z 递增 , 所 以 sin(1/n) 关于 ”递减 . 不 管用 哪 种 方法 ， 
我 们 已 经 证 得 了 三 个 性 质 , 故 由 交错 级 数 判别 法 可 知 级 数 收敛 . 由 于 该 级 数 不 绝 对 
收敛 , 所 以 它 条 件 收 敛 . 

最 后 一 个 例题 . 考虑 级 数 


而 | 
2 (4 十 ) . 

该 级 数 显然 交错 , 但 第 n 项 的 极限 是 多 少 ? 对 任何 有 关 该 级 数 收 和 敛 的 期 望 来 
说 , 我 们 需要 极限 值 为 0. 在 这 个 题 中 似乎 有 点 问题 , 根据 22.1.2 节 末 方 框 中 的 极 
限 , 将 用 1 代 换 ,我们 有 


所 以 这 个 数列 的 交错 形式 在 数 e 和 -e 之 间 振 荡 . 这 意味 着 


474 第 23 章 如 何 求解 级 数 问题 


lim (-1)” ( 十 加 不 存在 . 
于 极限 不 为 0( 甚 至 不 存在 0), 由 第 ”项 判别 法 知 原 级 数 


D1) (4 十 ; 

n=1 

肯定 发 散 , 这 里 不 要 掉 进 交错 级 数 判别 法 的 陷阱 , 那样 的 话 , 你 会 得 出 级 数 收 
敛 的 结论 . 

如 你 所 见 , 级 数 的 讨论 并 不 简单 . 另外 , 我 们 在 下 一 章 讨 论 窜 级 数 和 泰勒 级 数 
时 仍 会 用 到 这 些 技术 , 所 以 你 非常 有 必要 理解 这 一 章 中 的 这 些 内 容 , 否则 的 话 就 难 
以 应 对 后 面 接 中 而 来 的 那些 问题 . 当然 , 大 量 的 做 题 也 会 很 有 帮助 . 
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现在 我 们 讨论 关于 震级 数 、 泰 勤 多 项 式 和 级 数 的 重要 话题 . 本 章 将 从 总 体 上 综 
览 这 些 话题 . 后 面 两 章 将 讨论 本 章 为 背景 的 解 题 方 法 ， 下面 是 我 们 首先 要 讨论 的 
内 容 : 

。 近似 值 、 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 近似 定理 ; 

。 近似值 的 精确 度 和 完整 的 泰勒 定理 ; 

。 震级 数 定义 ; 

。 泰 勤 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 定义 ; 

。 泰勒 级 数 的 收敛 性 问题 . 


24.1 近似值 和 泰勒 多 项 式 


这 里 有 个 不 错 的 结果 : 对 任意 实数 x, 我 们 有 


3 


2 
ef 会 十 半 多 十 可 绅 i 
同样 , > 越 趋 近 于 0, 近似 程度 就 越 好 . 
现在 我 们 来 讨论 这 个 结果 . 从 xz = 0 开始 , 则 两 边 其 实 都 等 于 1, 所 以 这 个 近似 
值 很 理想 ! 那 z 不 为 0 时 呢 ? 我 们 试 一 下 z = -1/10, 由 上 述 等 式 可 得 
1 1/100 1/1 000 
10 2 6 


e—1/10 2 


化 简 可 得 


0 409 
6 000 


根据 计算 器 所 得 结果 , e-1/10 等 于 0.904 837 418 0( 精 确 到 10 位 小 数 ), 而 5 429/ 
6 000 等 于 0.904 833 333 3( 也 精确 到 10 位 小 数 ). 这 些 数 都 很 接近 . 事实 上 , 它们 的 
差 仅 为 0.000 004 084 7. 

那 到 底 我 是 怎么 想 出 多 项 式 1+z + z2/2 + 23/6 的 呢 ? 很 显然 它 不 只 是 一 个 
旧 多 项 式 , 特别 的 是 它 与 e* 有 关系 . 与 其 只 关注 ez, 倒 不 如 来 考虑 其 他 更 一 般 的 函 
数 . 同样 , 该 多 项 式 的 次 数 3 也 没有 什么 特别 的 , 我 们 可 用 任何 次 数 . 那么 我 们 就 
从 次 数 1 开始 来 看 会 发 生 什么 . 
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24.1.1 重 访 线性 化 
我 们 说 有 些 平滑 函数 f, 它们 可 以 被 求 任意 阶 导 而 不 会 出 现任 何 问题 . 这 里 有 
一 个 在 13.2 节 问 过 的 问题 : 在 点 (a, f(a)) 附近 与 曲线 y= f(z) 最 近似 的 直线 方程 
是 什么 ?答案 是 所 求 直线 为 曲线 上 点 (a, f(a)) 处 
的 切线 , 它 的 方程 为 
Se )+ f(a)(zx— a). 
(o,f(0)) 这 就 是 f 在 zx = a 的 线性 化 ， 右 边 是 次 数 为 
1 的 多 项 式 . 下 面 的 图 给 出 了 曲线 y = f(x) 在 
2 二 a 的 切线 , 看 起 来 很 不 像 整 个 曲线 的 近似 
(如 图 24-1 所 示 ). 
不 过 , 它 确 实 为 曲线 在 (a, f(a)) 附近 的 近似 习 
大 , 如 图 24-2 所 示 . 
现在 我 们 看 到 , 切线 与 曲线 y = f(x) 并 没有 很 大 的 差别 . 我 们 放 的 越 大 , 它们 
的 差别 就 越 小 . 


事实 上 我 们 把 (a, f(a)) 附近 放 


为 什么 只 讨论 直线 ? 现在 我 们 来 问 与 前 一 节 开 头 相同 的 问题 , 但 这 次 是 讨论 抛 
物 线 . 问题 : 在 点 (a, f(a)) 附近 与 曲线 y = f(z) 最 近似 的 二 次 曲线 方程 是 什么 ? 采 
用 与 上 面 图 中 相同 的 函数 , 这 是 我 们 猜 出 的 二 次 曲线 可 能 的 样子 (如 图 24-3 所 示 ). 


图 24-2 24-3 


事实 上 , 在 x 接近 于 a 时 ( 即 , 曲线 上 点 (a, f(a)) 附近 ), 最 近似 于 曲线 y = jz) 的 
次 曲线 方程 为 


y= f(0) + f(s- 0) + (7 0)°. 
其 实 是 一 个 关于 z 的 二 次 函数 , 因为 车 展开 (z 一 a)?, 则 z 的 最 高 次 项 为 xz?. 这 
仍 保留 上 式 的 形式 , 并 称 之 为 “关于 (x 一 a) 的 二 次 函数 ” 较 好 一 些 . 我 们 称 该 二 
次 函数 为 忆 , 即 , 令 
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f"'(a) 2 
5 (z — a)’. 


P(x) = f(a) + f(a)(z— a)1 
现在 , 搜集 一 些 关 于 户 的 较 好 的 结论 . 

(1) 将 xz =a 代入 上 面 的 方程 BB(z), 可 以 很 容易 的 得 到 忆 (a) = f(a). 所 以 当 
z 二 a 时 , 户 与 了 的 值 相 等 . 事实 上 , 因为 函数 的 零 阶 导 为 该 函数 本 身 , 你 可 以 说 
当 xz=a 时 , 忆 与 了 的 零 阶 导 相等 . 

(2) 现在 对 忆 求 导 可 得 局 (z) = Po) + "(a)(z 一 a). 同样 , 车 代入 x =a, 可 
1 民 (a) = 了 (a). 当 z=a 时 ,一 阶 导 及 与 ff 也 相等 . 

(3) 再 求 一 次 导 可 得 PY(z) = f(a)， 当 z=a, 有 PY(a) = (a)， 所 以 当 
2 二 a, 二 阶 导数 值 也 相等 . 

(4) 另 一 方面 , 由 于 区 常数 , 对 所 有 x 有 PY'(x) = 0. 对 所 有 的 更 高 阶 
导数 均 有 相同 结论 . (毕竟 , 忆 是 二 次 的 , 任何 二 次 函数 的 三 阶 或 更 高 阶 导 数 必 处 处 
为 01) 

所 以 已 与 f 在 x=a 有 相同 的 零 阶 导 、 一 阶 导 和 二 阶 导 , 但 到 的 三 阶 或 更 高 
阶 导 伍 为 0， 可 以 说 肪 提取 了 了 在 2 a 处 直到 阶 导 且 包 含 二 阶 呈 :的 所 有 
信息 . 

这 是 另 一 个 关于 已 的 比较 好 的 结论 : 若 忽 视 上 面 已 (x) 方程 的 右边 最 后 一 
项 , 就 得 到 f(a) 十 六 (qa)(z 一 a). 这 恰恰 是 上 一 节 的 线性 化 , 所 以 可 以 认为 最 后 的 项 
f(a) (zx 一 a)? 为 所 谓 的 二 阶 修正 项 . 这 意味 着 我 们 应 该 和 E 够 找到 比 切线 更 好 的 近 
似 . 二 阶 修正 项 有 助 于 更 接近 于 曲线 , 至 少 当 z 在 a 附近 时 是 这 样 的 . ( 当 f”(a) =0 
时 是 例外 , 在 这 种 情况 下 书 仅 为 线性 化 , 并 未 使 近似 更 好 .) 


24.1.3 ”高 阶 近似 


我 们 继续 相同 的 讨论 形式 , 只 不 过 这 里 用 任意 次 NN 代替 1 或 2. 这 里 的 问题 
是 : 对 a 附近 的 zx, 次 数 为 N 或 更 低 的 什么 样 的 多 项 式 最 近似 于 f(z)? 答案 由 下 
面 的 定理 给 出 . 
泰勒 近似 定理 : 若 f 在 x = a 平滑 , 在 所 有 次 数 为 NN 或 更 低 的 多 项 式 中 , 当 
z 在 a 附近 时 最 近似 于 f(x) 的 是 
f" (a) 


PW) =f(0) + FO 0) + Ta (so) 


(3)(@ CV)(a 
人 Ie Q)3 十 …1 (0 a)™. 


所 


站 


用 求 和 号 表示 该 公式 为 : 
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在 这 个 公式 中 , 要 知道 0! = 1, Fo(a) 与 f(a) 意思 一 样 ( 零 阶 导数 ), f(a) 与 f(a) 
意思 一 样 (一 阶 导数 ). 
我 们 称 多 项 式 Pw 为 f(z) 在 x = a 处 的 N 阶 泰勒 多 项 式 . 注意 Pw 的 次 数 
可 能 小 于 N. 例如 , 车 f(a) = 0, 则 上 述 和 式 的 最 后 一 项 为 0, Py 的 次 数 至 多 为 
N 一 1. 这 就 是 为 什么 我 们 称 之 为 N 阶 泰勒 多 项 式 而 不 是 N 次 泰勒 多 项 式 . (多 项 
式 Pvw(z) 有 时 被 写成 形式 Pn (x;a) 以 强调 每 次 选择 不 同 的 N 和 a 得 到 不 同 的 多 
项 式 . 我 将 采用 形式 Py(x), 因为 每 次 讨论 我 们 只 选择 一 个 a.) 
再 次 强调 , Py 的 重要 性 质 是 对 所 有 n= 0,1…… N， 
Us 
即 , 当 xz = a 时 , PN 的 所 有 直到 第 N 阶 导数 值 且 包 括 第 N 阶 导 数值 都 与 f 对 应 
值 相等 , 但 是 Py 的 所 有 更 高 阶 导数 必须 处 处 为 0. 函数 Py 提取 了 /在 z=a 处 
直到 N 阶 导数 的 所 有 信息 . 
当然 , 当 N = 1 时 , 我 们 得 到 已 (z) = f(a) 十 f(a)(z 一 Q), 为 f 在 z=a 处 的 
线性 化 . 当 N = 2 时 , 我 们 仍 采 用 上 一 节 的 公式 已 (z). 下 面 看 一 下 该 方法 对 a=0 
的 f(z) = ez 的 应 用 . 由 上 面 的 公式 , 令 N = 3 且 a = 0, 我们 有 
WA 3 
Po = 1(0) + (0)e + La? + + Oo 
坟 运 的 是 , ez 关于 z 的 所 有 导数 均 为 ez, 所 以 我 们 可 知 f(0), 了 (0), 了 ”7(0) 和 3)(0) 
都 是 eo, 等 于 1. 由 于 2! = 2, 3! = 6, 上 述 公 式 变 为 
P(x) =1+Zz+ 22 十 。 
这 恰恰 是 前 面 24.1 节 开 头 提 到 的 三 次 多 项 式 ! 在 所 有 的 次 数 为 3 或 更 低 次 的 多 项 
式 中 , 这 个 多 项 式 是 与 z 在 0 附近 的 ez 最 近似 的 . 为 什么 是 0 呢 ? 那 是 我 们 所 
选择 的 a 值 . 若 我 们 选择 不 同 的 a 值 , 我 们 将 得 到 对 x 在 a 附近 ez 有 很 好 近似 
的 一 个 不 同 的 多 项 式 . 去 掉 三 次 项 z3/6 后 , 我 们 可 以 看 到 PB(x) = 1 十 x 十 22/2， 
然后 通过 去 掉 二 次 项 z2/2, 得 到 线性 化 P(xz) = 1 十 x， 从 另 一 个 角度 来 看 , 忆 (7x) 
通过 加 上 二 阶 修 正 项 x2/2 而 改进 了 记 (z), 而 饭 (z) 通过 通过 加 上 三 阶 修正 项 
Z3/6 而 改进 了 已 (x)， 每 次 使 N 加 1 都 会 使 近似 通过 加 上 男 一 个 修正 项 而 变 得 
更 好 . 
其 实 泰勒 近似 定理 依赖 于 泰勒 定理 , 泰勒 定理 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 近似 定理 
也 有 一 些 模糊 不 清 的 说 法 : 究竟 “最 好 的 近似 ” 意 思 是 什么 ? 我 们 将 在 下 一 2 二 
步 探讨 , 但 真正 的 答案 连同 定理 证 明 在 附录 A.7 节 


24.1.4 ”泰勒 定理 
在 24.1 节 , 我 们 看 到 
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02 23 
e 兰 1 十 Z + 5 * 6 
特别 地 , 注意 当 x = -1/10, 上 面 的 近似 变 为 
1/100 1/1000 5 429 
2 6 6 000 
这 个 近似 有 多 好 ?衡量 这 个 的 一 个 方法 是 考虑 真正 的 量 e-119 与 近似 值 5 429/6 000 
的 差 . 我 们 称 这 个 差 量 为 近似 的 误差 , 因为 它 指出 了 我 们 用 近似 值 代 检 真实 值 的 错 
误 有 多 大 . 下 面 是 该 例子 的 误差 : 
误差 = 真实 值 - 近似 值 = 
车 误 差 很 小 ， 则 近似 程度 较 好 . 在 24.1 节 ， 我 们 看 到 差 值 近似 到 10 位 小 数 为 
0.000 004 087, 但 我 们 需要 用 计算 器 , 而 它 击败 了 我 们 做 这 个 近似 的 全 部 目的 . 要 知 
道 , 计算 器 给 出 的 数 也 是 近似 值 ! 此 外 , 你 认为 计算 器 工作 原理 是 什么 ? 可 能 它 是 用 
泰勒 多 项 式 求 出 e-110 的 近似 的 . 
我 们 真正 喜欢 的 是 误差 的 另 一 个 公式 . 它 是 泰勒 定理 的 出 处 . 与 其 只 讨论 特定 
的 例子 ez, 倒 不 如 再 次 来 讨论 更 一 般 的 问题 . 我 们 正在 讨论 平滑 函数 f 和 它 的 关于 
z= 二 a 的 NN 阶 泰勒 多 项 式 , 如 前 一 节 所 见 , 该 多 项 式 为 


VN p(n) (og 
j= > i — a)”. 
说 三 和 ” 


我 们 想 用 Pw(z) 的 值 来 获取 f(x) 的 近似 值 , 所 以 我 们 考虑 误差 项 , 它 是 真实 值 和 
近似 值 之 差 : 


e—1/10 | 


,1/10 _ 5 429 


RN(7) = f(z) — Pr(z). 
实际 上 , Ry (zx) 被 称 为 N 阶 误差 项 , 也 被 称 为 N 阶 余 项 , 因为 它 就 是 从 f(z) 取 走 
Pn(zx) 所 余下 的 部 分 . 如 前 面 所 承诺 的 , 泰勒 定理 给 出 了 Ry(z) 的 男 一 个 公式 : 


泰勒 定理 : 关于 x = a 的 入 阶 余 项 RN(z) 为 
Ce 
(N+1)! 
其 中 ec 是 介 于 z 与 a 之 间 的 数 . 
注意 数 c 依赖 于 z 和 N, 一 般 不 能 确定 ! 由 于 f(x) = PN(z) 十 RN(zx), 则 我 们 可 以 
写 为 


RN(7X) = Wl 


(2—a) 


N Pooro (N+D(e 
/0)= D+ 


SY 


这 个 式 子 看 起 来 很 不 舒服 . 而 且 究竟 这 个 c 是 什么 呢 ? 其 实 , 我 们 以 前 曾 见 过 类 似 
的 情况 . 回顾 在 11.3 节 对 中 值 定理 (MVT) 的 讨论 . 由 MVT, 若 f 在 区 间 [如 上 


480 第 24 章 泰勒 多 项 式 、 泰 勒 级 数 和 震级 数 导 论 


足够 光滑 , 则 在 [a,b] 上 存在 一 个 数 c( 其 值 一 般 不 能 确定 ), 使 得 
1 加 = 0. 
若 将 。 换 为 x, 并 解 出 f(z), 可 得 
f(z)= f(a) + f(z — ao), 
其 中 c 介 于 a 和 z 之 间 . 现在 回 到 泰勒 定理 的 最 后 那个 等 式 并 令 N = 0. P(x) 是 
什么 ? 就 是 f(a). 那 Ro(x) 呢 ? 根据 泰勒 定理 ， 


(Dre 
Role) = SOs) = Oo) 


其 中 c 介 于 a 和 z 之 间 . 则 泰勒 定理 (N = 0) 有 
f(z) = P(x) + Ro(x)= f(a) + f(z—a), 
这 就 是 MVT 的 内 容 ! 所 以 , 泰勒 定理 基本 上 是 中 值 定理 的 扩展 . 另外 , 这 里 说 c 介 
于 a 和 zz 之 间 而 不 是 a < c<zx 是 因为 xz 也 可 能 比 a 小, 那样 的 话 , 我 们 将 会 有 
TXT<c<ua. 
现在 要 令 N = 1 而 不 是 N = 0. 上 面 框 中 的 主要 公式 变 为 


f= TO + Oe D+ a) = He) + Fle); 


这 里 L(x) = f(a) 二 f(a)(zx 一 a) 是 上 关于 z=a 的 线性 化 , 且 Ri(z) = 1"(O)(x 一 a)? 
为 一 阶 误 差 项 . 这 与 我 们 在 13.2.4 节 给 出 的 误差 项 r(x) 一 致 . 
还 回 到 ez 的 近似 , 当 我 们 写 
ez 兰 1 十 Z 十 > 十 6 
时 , 这 就 是 在 说 ez 兰 己 (z), 其 中 PB 是 f(x) = ez 关于 xz = 0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 . 
泰勒 定理 , Rs 为 


一 


3 


(4) 
Ra(Z) = Lu 元 


其 中 c 介 于 0 和 z 之 间 . (我 只 是 将 NN =3 和 a=0 代入 上 面 图 框 中 的 RN(x) 公 
式 .) 由 于 ez 的 任意 阶 导数 (关于 z 的 ) 都 为 ez, 我 们 可 以 知道 1(9(c) = ee, 4! = 24， 
所 以 有 


2 
Rs(x) = py 
换 句 话说 ， 
22 2Z3 ec 
7 一 1 二 2Z 十 记 十 二 十 太 24. 
WR 


我 们 已 经 把 近似 变 成 一 个 方程 , 但 我 们 不 知道 e 的 值 ! 不 过 我 们 还 是 从 这 里 得 到 了 
一 些 有 用 的 东西 , 因为 我 们 知道 c 介 于 0 和 x 之 间 . 例如 , 若 再 次 令 z = -1/10， 
可 得 
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1 1/100 1/1000 ee 
i s + 37(1/10 000)， 


上 式 可 化 简 为 
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6 000 “240 000 
这 次 , 我 们 知道 c 介 于 0 和 z = -1/10 之 间 , 所 以 我 们 其 实 有 -1/10 < c < 0. 因为 
ec 关于 c 递增 , 显然 若 c 足够 大 , es 就 会 最 大 . 这 就 意味 着 c 必须 为 0, 这 样 es 就 不 
会 比 e = 1 大 . 所 以 误差 项 至 多 为 1/240 000. 换 句 话 说, 当 写 e-LI0 兰 5 249/6 000 
时 , 我 们 知道 近似 的 精确 度 要 好 于 1/240 000, 大 约 为 0.000 004 166 7. (将 该 值 与 
24.1 节 的 差 的 实际 值 比较 一 下 .) 
我 们 将 在 25.3 节 看 一 些 运 用 泰勒 定理 的 例子 . 现在 是 验证 窜 级 数 和 泰勒 级 数 
的 时 候 了 . 


24.2 “四 级 数 和 泰勒 级 数 


这 是 男 一 个 结论 : 
化 化 化 化 
二 1 十 二 可 十 可 | 开 | 51 FS 
对 所 有 实数 z 均 成 立 . 你 可 能 会 注意 到 , 它 似乎 与 前 面 24.1 节 开头 的 近似 类 似 , 但 
有 两 点 明显 不 通 . 首先 , 我 们 不 再 讨论 近似 ; 其 次 , 右边 是 一 个 无 穷 级 数 . 当面 对 无 
穷 级 数 时 , 要 小 心 了 . 
那么 , 我 们 来 看 一 下 能 和 否 理解 上 述 等 式 的 意义 . 假定 我 们 从 右边 开始 ， 


Z2 x3 24 05 


1 十 你 十 可 十 可 Ee I | | I 
它 看 起 来 像 是 一 个 多 项 式 , 但 实际 上 不 是 , 因为 没有 最 高 次 项 . 它 只 是 一 直 继 续 下 
去 . 其 实 , 它 是 一 个 震级 数 . 若 将 z 换 成 任意 一 个 特定 的 值 , 就 得 到 一 个 常规 的 旧 
级 数 . 例如 , 若 x = 一 1/10, 得 到 级 数 
hd 1/100 1/1 000 
10 2! 3 
可 以 另 写 为 
1 1 1 1 1 


1 We 
10 * 100x a 1 000x31 | 10000x4 100 000x 5 


该 级 3 能 收敛 , 也 可 能 发 散 . 那 到 底 收 敛 还 是 发 散 呢 ? 管 案 是 收敛 , 还 有 , 我 们 甚 
至 


eT 


1/10 000 ”1/100 000 
出 5! A 


能 知道 它 收敛 于 e-1V10. 这 就 使 我 们 知道 了 上 述 等 式 对 任意 实数 z 都 成 立 : 
zx2 zx3 rx4 5 
人 
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意思 是 若 将 z 的 任何 特定 值 代入 右边 , 就 得 到 一 个 收敛 于 ez 的 级 数 . 我 们 将 在 下 
面 的 24.2.3 节 证 明 这 个 结论 的 正确 性 . 同时 , 这 里 给 出 了 更 多 例子 来 说 明代 入 z 的 
一 些 不 同 值 会 发 生 什么 : 
22 23 24 25 
人 
52 53 54 55 
i 
z=0: 1+0+0+0+01 
我 还 可 以 给 出 更 多 例子 一 一 实际 上 有 无 穷 多 个 . 这 个 窜 级 数 给 出 了 无 穷 多 个 常规 
级 数 的 信息 , 一 个 x 值 对 应 一 个 级 数 . 显然 , 上 面 最 后 的 级 数 收敛 于 1. 令 xz = 0， 


会 发 生 很 特别 的 事情 : 它 使 得 除了 常数 项 


外 的 


他 项 都 消失 了 . 我 们 很 快 就 会 


讨论 


这 点 ,了 


24.2.1 


来 看 一 个 一 般 的 震级 数 . 
一 般 寡 级 数 


关于 z= 0 的 究 级 数 是 形 为 


a0 十 QZ 十 a272 十 asz3 十 Qa4r4 十.…， 


的 式 子 , 其 中 数 a,, 是 确定 的 常数 . 尽管 容 级 数 不 是 一 个 多 项 式 , 我 们 仍 定 义 a 为 
窜 级 数 中 x” 的 系数 . 上 述 级 数 也 可 以 用 求 和 号 写 为 
》， Qn27”. 
n=0 
在 前 一 节 的 例子 中 , 相应 级 数 是 
2 3 4 X35 
1 
可 用 求 和 号 写成 
OO 1 本 
所 以 这 是 一 个 系数 定义 为 an = po 其 中 为 任意 非 负 整数 的 究 级 数 , 注意 x 是 


唯一 的 变量 , n 只 不 过 是 一 个 哑 且 将 和 式 展 开 就 消失 了 . 比 上 述 宕 级 数 更 


变量 ， 


简单 的 一 个 级 数 的 展开 式 和 求 和 号 表示 形式 为 
1+z 十 2 十 3 十 2 十 = 二》 2 
往生 付 
在 这 个 级 数 中 , 系数 a,, 都 等 于 1. 希望 你 能 够 看 出 这 是 首 项 为 1, 公 比 为 x 的 几何 


级 数 . 
对 给 定 的 x, 我 们 经 常 将 方程 写成 
f(7¥) = a0+ 


Q1T + 
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的 形式 . 意思 是 若 将 x 取 值 范围 内 的 一 个 值 代入 , 震级 数 就 变 为 收敛 于 值 f(x) 的 
常规 旧 级 数 . 例如 , 我 们 已 经 说 过 下 
3 4 
er 一 1 十 zz 十 也 + 扫 + a 


对 所 有 z 均 成 并 . 另 一 方面 ， 我 们 讨论 22.2 节 中 等 比 数列 的 求 和 方法 时 , 有 


1 
1 十 fr 十 12 十 让 十 ?4 十.…. 二 m7" 二 一 一 ， 假 如 -1<r<l1. 
0 工 十 了 
用 z 代 换 r: 
Ce 1 
1+7z+22 十 2 十 太一 >》 和 = 一 -， 假 如 -1<z<1 
re 1—Zz 
即 , 我 们 正在 说 明 当 -1 < z < 1 
1 
一 1 十 ZX 十 必 十 人 十 Xx4 十 … 
1—Zz 


若 将 z 换 成 任意 一 个 在 该 区 间 的 数 , 右边 就 得 到 一 个 常规 级 数 , 收敛 于 左边 的 值 . 
另 一 方面 , 若 x > 1 或 x < 1 又 会 如 何 呢 ? 左边 有 意义 , 但 右边 没有 意义 , 因为 对 z 
的 这 些 值 , 级 数 发 散 . ( 当 x 等 于 1 时 , 两 边 都 无 定义 .) 
当 令 xz = 0 时 , 寡 级 数 

Qo 十 QI7X 十 a2X2 十 a373 十 Qsr4 十.… 
有 一 些 很 好 的 性 质 : 除了 开始 的 ao, 其 他 所 有 项 都 没 了 , 所 以 级 数 自动 收敛 (当然 ， 
收敛 于 ao0) 这 并 没有 告诉 我 们 对 其 他 的 xz 值 , 级 数 是 否 收敛 . 例如 , 几何 级 数 只 
有 当 -1 < x <1 时 收敛 , 而 我 们 将 在 26.1.2 节 指 出 , 下 面 的 级 数 只 有 当 xz = 0 时 
收敛 ; 


Ce 
2 nlz™ 


不 可 否认 0 现 在 是 一 个 很 受 欢迎 的 数 前 它 并 不 比 其 他 的 实数 特殊 . 我 们 可 将 这 个 
特殊 的 性 质 转移 到 其 他 的 数 a. 我 们 只 需 将 x 换 为 (z 一 a). 故 下 面 是 一 个 震级 数 
在 z=a 的 一 般 表 达 式 : 


用 求 和 号 表示 为 


D> an(Z — a)". 


n=0 


2 = a 时 , 该 级 数 当 然 收敛 , 因为 除了 ao 外 , 其 他 所 有 项 都 没有 了 . 数 a 被 称 
为 震级 数 的 中 心 什么 时 候 需 要 考虑 中 心 不 为 0 的 寡 级 数 呢 ? 一 个 可 能 的 例子 是 ， 


下 
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你 想 求 收敛 于 In(z) 的 震级 数 . 该 量 在 x = 0 没有 定义 , 所 以 想 求 收敛 于 In(x) 的 
Ez = 0 的 索 级 数 是 愚蠢 的 行为 . 男 一 方面 , 我 们 能 找到 一 个 以 1 为 中 心 且 收敛 
于 In(z) 的 肾 级 数 , 至 少 对 z 的 茶 些 值 是 可 以 的 . 实际 上 , 在 26.2.1 节 , 我 们 将 看 到 


和 


六 


lu 


卜 
站 


c 1 1 一 1 
>》， CD (tz — 1)” = In(z) 
对 一 1 < (z 一 1) <1 成 立 , 即 , 对 0<zxz<2 成立. (甚至 对 z= 2 也 成 立 : 


oo 


(—1)™! ee Ne A 
不 过 , 这 个 不 是 很 容易 证 明 !) 
24.2.2 ”泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 


在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 在 z = a 的 一 般 萎 级 数 为 ( 求 和 号 表示 形式 和 展开 式 ) 


>》 ant —a)” =a0+a(r — a)+a2(r a)? t a3(Z a)3 a4(Z a)t + . 


n=0 
在 zz =a 收敛 , 也 可 能 在 z 的 其 他 值 收敛 . 在 26.1.2 节 , 我 们 将 讨论 求 使 级 数 收敛 
4 zx 值 的 方法 . 我 们 就 能 每 次 代 换 一 个 这 样 的 x 值 , 看 一 下 在 每 种 情况 下 , z 收敛 
于 何 值 , 并 称 收 笋 的 值 为 f(z). 所 以 , 我 们 从 宕 级 数 开始 , 需 定义 一 个 函数 . 
假设 我 们 从 一 个 光滑 函数 开始. 用 f 的 所 有 导数 定义 一 个 在 z = a 的 特定 
的 暴 级 数 : 


将 求 和 号 展开 后 变 为 

1 (3) (4)(a 
f(a) + f(a)(z—a)+ i a)2 + 1 so a)3 14 了 J a)4 二 +…. 

该 暴 级 数 的 系数 为 un = f(a)/nl. 该 级 数 被 称 为 1 关于 x = a 的 泰勒 级 数 . 所 以 ， 

从 函数 开始 , 我 们 定义 了 窜 级 数 . 

近 距 离 看 一 下 上 面 泰勒 级 数 的 定义 应 该 很 面 熟 . 其 实 , 该 公式 与 24.1.3 节 中 泰 
勒 多 项 式 PNy(x) 的 定义 很 像 . 唯一 的 区 别 是 和 式 没有 终止 于 ”= N: 一 直 持 续 到 
co. 换 句 话说 , 泰勒 多 项 式 Pw(z) 是 泰勒 级 数 的 N 项 部 分 和 . 

我 们 将 在 下 一 节 讨 论 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 联系 , 首先 , 我 们 有 男 一 个 定义 : 
麦克 劳 林 级 数 是 f 关于 x ==0 的 泰勒 级 数 的 男 一 个 名 字 . 所 以 为 


of)(0) ， 
过 


到 
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展开 式 为 
f(0) + fF’'(0)z 1 a 人 十 ， 
无 论 什 么 时 候 看 到 “麦克 劳 林 级 数 ” 这 几 个 字 , 脑子 里 想 着 “a = 0 的 泰勒 级 数 ” 就 
可 以 了 . 
24.2.3 ”泰勒 级 数 的 收敛 性 


好 , 我 们 来 回顾 一 下 . 我 们 从 一 个 函数 f 和 数 a 开始 , 构造 了 f 关于 z=a 的 
泰勒 级 数 : 


oo p(n) (a 
ye CO 


这 是 一 个 中 心 为 a 的 暴 级 数 , 但 不 仅仅 是 旧 震 级 数 : 它 包 含 了 f 在 x = a 的 所 有 
导数 值 . 若 我 们 能 写 


将 会 很 酷 , 因为 那样 我 们 就 会 知道 泰勒 级 数 对 任何 z 都 收敛, 且 收 全 于 原 函 数值 
f(z)， 问题 是 ,上 面 的 等 式 并 不 总 成 立 . 级 数 可 能 会 对 z 的 某 些 值 发 散 , 或 者 对 所 
有 z 值 都 发 散 (除了 xz = a: 如 我 们 已 经 看 到 的 , 宕 级 数 在 它 的 中 心 总 收敛) 更 精 
的 是 , 级 数 可 能 收敛 于 不 是 f(z) 的 某 些 值 ! 幸运 的 是 , 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 将 中 
这 种 离奇 的 可 能 性 ”. 
那么 , 你 是 怎么 知道 泰勒 级 数 是 否 且 何 时 收敛 于 潜在 的 函数 呢 ? 跟 24.1.4 节 一 
样 , 从 


jz) = Py(2) + RN(7), 


N p(n) (a (N+ (¢ 
n=0 1 “ 


这 将 f(x) 表示 为 近似 值 Pw(z) 与 误差 , 或 者 余 项 Ry(zx) 的 和 . 这 里 是 比较 聪明 的 
部 分 : 令 N 越 来 越 大 . 这 样 就 有 希望 使 近似 值 Py(z) 越 来 越 接 近 于 实际 值 f(z); 
也 就 是 希望 误差 RN(zx) 越 来 越 小 . 

我 们 尝试 用 等 式 来 描述 上 面 这 些 论述 . 假设 对 某 些 x, 我 们 已 知 


Jim_ RN(7x) = 0. 


@ 我 只 提 及 一 个 属于 这 种 泰勒 级 数 的 经 典 例子 : 车 f(z) = e-1/*” 当 z 关 0, 同时 我 们 也 定义 了 
f(0) =0, 则 了 在 0 点 的 所 有 导数 均 为 0, 所 以 了 在 中 心 0 点 的 泰勒 级 数 为 0, 除了 当 zx = 0 外 ， 
这 个 泰勒 级 数 与 f(z) 一 点 都 不 同 . 
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对 等 式 f(z) = Pvw(z)+Rv(z) 取 N 一 co 的 极限 : 
Aim_ f(x) = Aim_ Pv(Z) 十 Aim_ RN(7X) = Aim_ PN (7). 


于 f(x) 不 依赖 N, 左边 就 是 f(x), 所 以 我 们 知道 
A f 0 名 /om 


所 以 f(z) 等 于 它 的 泰 勤 级 数 ! 换 句 话说 , 若 想 证 明 一 个 函数 在 某 些 数 * 处 等 于 它 的 
泰勒 级 数 , 尝试 证 明 当 N _， co 时 Rw(z) 一 0. 

我 们 对 f(z) = ez, a = 0 做 这 些 讨论 . 通过 改动 我 们 在 24.1.4 节 见 到 的 一 些 结 
论 , 你 应 该 可 知 


N jn 2 3 N 
i St 
和 对 于 介 于 x 和 0 之 间 的 某 些 c， 
ec 
RN(7x) 三 人 
现在 我 们 需要 求 RNw(z) 当 NN 一 ceo 的 极限 并 说 明 该 极限 为 0: 


xzMN+1 
lim RN(x)= lim e° 
和 N 一 co AN 一 co 


(N+ 1)! 
在 后 面 的 24.3 节 , 我 将 证 明 


z+1 
a 
对 任意 zx 成 立 . 我 们 要 对 因子 es 加 一 些小 心 , 因为 它 依赖 于 N. 问题 是 , es 会 有 多 
大 ? 要 知道 c 介 于 z 和 0 之 间 . 若 z 为 负 , ec 的 最 大 值 可 能 出 现在 c= 0, 意味 着 
ec < 1; 若 zz 为 正 , e° 的 最 大 值 可 能 出 现 c= z, 意味 着 es < e*. 不 管 是 哪 种 情况 ， 
因为 x 是 固定 的 ( 即 , 看 作 常 数 ), 我 们 可 以 有 0 < e* < C, 其 中 C 是 另 一 个 常数 . 
无 论 NN 为 何 值 都 成 立 , 即便 c 随 着 NN 的 改变 而 在 x 和 0 之 间 变 动 , 不 管 怎样 , 希 
望 你 相信 这 些 ， 这 样 的 话 你 就 会 相信 

|z|>+1 |z|>+1 
(N+1)! ~ (N+1)! 
现在 左边 和 右边 都 随 着 N 趋 于 ce 而 趋 于 0, 所 以 我 们 可 由 三 明治 定理 知 , 中 间 的 
量 也 趋 于 0. 所 以 我 们 已 然 证 明了 

dim Rnw(z)=0 
对 任意 实数 x 成 立 . 这 就 意味 着 我 们 最 终 证 明了 


2 
一 TI+TZ 十 可 十 可 十 而 1 Uy 


0<e° 


Tr 


e 
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对 所 有 实数 x 成 立 . 

我 们 来 通过 求 可 自控 的 例子 f(z) = cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 并 证 明 对 所 有 zx， 
它 都 收敛 于 f(z) 来 看 一 下 讨论 的 详细 过 程 . 首先 需要 连续 求 导 , 然后 将 0 代入 每 
个 导数 看 一 下 会 发 生 什 么 . 当 对 cos(z) 关于 z 连续 求 导 时 , 得 到 - sin(z), 然后 是 
一 cos(X), 然后 重复 出 现 sin(x), cos(x), 一 sin(x), -cos(z)……， 且 显然 会 循环 下 去 . 
当 将 x = 0 代入 时 , sin(z) 项 没 了 , 士 cos(z) 项 变 为 上 1, 所 以 数列 1 (0) 为 : 
1,0,—1,0,1,0, —1,0,1,0, —1,0,..….. 
若 将 这 些 数 代入 麦克 劳 林 公 式 

0 7190 so OO) so FO) so 790 


OO 3l 四 5! Md 
所 有 奇 次 项 都 没有 了 , 得 到 
1 I | I i | 
可 以 更 紧凑 的 写成 
rx? zr4 ze 
2! 4 6 


这 就 是 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 者 称 为 cos(z) 关于 zx = 0 的 泰勒 级 数 . 为 了 得 
到 相应 的 泰勒 多 项 式 , 所 需 做 的 就 是 削减 级 数 右边 . 例如 ， 
Pi(z) 王 工 一 Tr 十 Ir. 
顺便 说 一 下 , 性 (x) 的 公式 与 已 (x) 公式 是 一 样 的 , 因为 上 面 的 麦克 劳 林 级 数 没有 
第 5 次 项 . 这 就 是 能 说 明 我 们 为 什么 要 用 “ 阶 ”这 个 词 的 一 个 很 好 的 例子 : PB 的 阶 
为 5, 但 次 数 为 4. 

现在 , 剩 下 需要 证 明 的 是 对 所 有 的 实数 x, cos(z) 都 等 于 它 的 麦克 劳 林 级 数 : 


6 


2 4 
cos(m 站 =1 一 一 十 二 和 


21 4 6 
为 了 证 明 这 个 , 我 们 要 证 明 


Jim Ry(z) =0. 
我 们 知道 
f N+ (ce) 
a 
其 中 c 介 于 x 和 0 之 间 . 取 绝 对 值 : 


(N+1) 
Rv(o)| = Mr el 


f 的 所 有 导数 或 者 为 上 cos(z), 或 者 为 土 sin(z), 所 以 |fLN+D(oj| 或 者 为 lcos(o)l 或 
者 为 |sin(o)|. 在 任 一 种 情况 下 , 这 个 量 都 小 于 等 于 1 所 以 我 们 有 
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1 
< er este N+1 
0<IRvals Ti 


还 是 在 下 一 节 , 我 们 将 证 明 


. zxMN+1 
Nr 
现在 可 以 用 三 明治 定理 来 证 明 


lim |RN(zx)| =0, 


N00 
这 同样 意味 着 
Aim_ RN (7) 一 0. 
我 们 已 经 证 明了 
2Z2 24 26 
cos(z)=1 可 | 人 -局 Fee 


对 所 有 实数 x 都 成 立 . 让 我 们 通过 将 上 述 级 数 用 求 和 号 表示 来 庆 视 一 下 吧 . (什么 ， 
这 不 是 你 对 解决 难题 的 庆祝 方式 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 怎么 只 得 到 xz 的 偶 次 窜 ? 答案 
是 用 2n 蔡 换 n( 见 15.1 节 对 这 类 问题 的 讨论 ). 由 于 分 母 上 的 阶乘 与 次 数 一 致 , 我 
们 猜测 , 该 麦克 劳 林 级 数 可 写 为 


Oo 2m 
问题 是 上 面 的 级 数 不 是 交错 级 数 , 故 插入 一 个 因子 (一 1)”: 


2 (一 DJ)nz2m 
> (2n)! 

若 将 其 展开 , 你 将 发 现 这 个 改变 是 对 的 . 下 面 是 我 们 的 总 结 : 
Nn x2n 2 4 6 


(一 TD)"z ee 
全， 站 


n=0 


对 所 有 实数 x 成 立 . 


24.3 ”一 个 重要 极限 


这 一 节 跟 需 级 数 一 点 关系 都 没有 , 只 是 关于 一 个 在 前 面 儿 节 中 用 过 两 次 的 极限 
的 证 明 : 


NT 


对 所 有 实数 x 成 立 , 通过 令 = N 十 1( 可 以 认为 是 积分 中 的 换 元 ), 则 与 证 明 
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对 所 有 实数 > 成 立 一 样 . 有 一 些 方法 可 证 明 后 一 个 结论 , 不 过 这 有 一 个 非 直接 的 方 
法 . 我 先 来 解释 一 下 将 用 到 的 逻辑 , 然后 再 实行 该 方法 . 我 将 证 明 级 数 


oo Nn 


时 机 


n=0 
收敛 , 不 必 考 虑 x 是 什么 .( 是 的 , 我 们 “知道 ” 它 其 实 收敛 于 e*, 但 这 是 等 到 我 们 
证 明 极 限 为 0 之 后 才 知 道 的 !) 不 管 怎样 , 级 数 收敛 于 什么 没关系 , 仅仅 知道 级 数 收 
敛 就 足够 了 . 为 什么 ? 因为 那样 的 话 , 第 n 项 z" /nl 一 定 随 着 n 趋 于 co 而 趋 于 0， 
否则 第 ”项 判别 法 就 不 对 了 . 即 , 若 项 随 着 n 趋 于 co 而 不 趋 于 0, 则 级 数 将 发 散 . 
因此 我 们 用 比 式 判别 法 来 证 明 级 数 对 所 有 x 收敛 ， 固定 z, an = xz"/nl, 看 一 下 比 
值 的 极限 : 


L= lim 


也 一 CO 


1 
Qn+l a 


Qn 


= lim 三 
noo 


ZP+L/(m + 1)! 2 nl | 
zn /nl! Zn (ntl)!| 


我 们 知道 n1/(n 十 1)! 可 化 简 为 1/(n 十 1), 所 以 最 后 的 极限 为 


0 


lim |z| 0 
im lz 一 
mn 一 co n+1 


于 |z| 固定 且 1/(n 十 1) 趋 于 0, 极限 为 0, 小 于 1, 所 以 级 数 收敛 , 且 我 们 也 顺便 
证 明了 重要 极限 的 正确 性 . 固定 z, 然后 对 该 特定 的 x 运用 比 式 判 别 法 , 来 判别 级 
数 收敛 的 方法 将 在 26.1.2 节 多 次 用 到 . 


Ahpr 
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在 上 一 章 中 , 我 们 学 习 了 如 何 应 用 泰勒 多 项 式 来 估算 (或 近似 ) 特定 的 量 . 我 
们 也 知道 了 余 项 可 以 用 来 判定 近似 程度 . 本 章 , 我 们 将 讨论 相应 的 方法 并 讨论 一 些 
相关 例题 . 下 面 是 本 章 的 计划 : 
。 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 重要 结论 回顾 ; 
。 如 何 求 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 ; 
。 估算 问题 ; 
。 分析 误差 的 一 个 不 同 的 方法 . 


泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 总 结 


25.1 
E 要 结论, 这 些 均 已 在 前 一 章 中 讨 


下 面 是 关于 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 一 些 习 


Da 


论 过 : 
(1) 在 所 有 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 中 , 与 定义 在 a 附近 的 平滑 函数 / 最近 
似 的 多 项 式 被 称 为 关于 z 二 a 的 N 阶 泰勒 多 项 式 , 妈 
Py(0) = + FO od + eo) 
(3) (N) 
和 3 CE 全 — 这 


用 求 和 号 表示 , 可 写 为 


N p(n) (a 
Pr) = a). 
a 点 直到 N 阶 的 导数 相同 . 即 
Py(a) = f(0), Ph(@)=f(@), Pr(a)= "(a), PH’(a) = fl(o)， 
且 直 到 PO (a) = f(a). 一 般 来 说 , 上 述 等 式 对 a 之 外 的 其 他 任何 值 , 或 大 
于 N 的 任何 阶 导数 都 不 成 立 (实际 上 ，Pw 大 于 N 阶 的 所 有 导数 都 等 于 0, 因为 


Pn 是 次 数 为 0 的 多 项 式 .) 
(3) 入 阶 余 项 RN(z), 或 称 为 NN 阶 误差 项 是 f(z) -~ Pn (x). 则 对 任意 入 有 


(2) 多 项 式 Py 与 f 在 zx 


f(7) = PN(2) + Ry(z) 


25.2 求 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 ”491 


5 
(N+1)! 
其 中 c 一 般 是 求 不 出 来 的 , 它 介 于 z 与 a 之 闻 . 
(4) 所 以 , f(z) 的 完整 表达 式 为 


Ry(z) = (2 — a) Nt! 


(N+ (Cc 
f= 2 : ed Te oD. 


oo p(n fo 
> 
eh ” 


被 称 为 f(z) 关于 x = a 的 泰勒 级 数 . 对 任何 特定 的 x, 该 级 数 可 能 收敛 也 可 
能 发 散 . 若 对 任意 特定 的 x, 余 项 RN(7x) 当 NN 一 co 时 收敛 于 0, 则 对 该 x 我 们 有 


oo p(n) (0 
0 = 
n=0 
即 , 在 点 zf(z) 等 于 它 的 泰勒 级 数 (关于 z = 中 
(6) 对 特别 的 情形 a = 0, 泰勒 级 数 为 
V0) » 
SS Oy 


nl 


n=0 
即 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 . 所 以 , 当 看 到 “ 麦 死 劳 林 级 数 ” 时 , 可 以 把 它 看 作 “ 关 
于 z=0 的 泰勒 级 数 ”. 


25.2 ” 求 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 


如 果 和 欲求 特定 的 泰勒 多 项 式 或 级 数 , 若 幸 运 的 话 , 可 以 通过 对 已 知 的 泰勒 多 项 
式 或 级 数 的 运算 来 求 得 想 要 的 多 项 式 或 级 数 . 我 们 将 在 26.2 节 来 讨论 相应 的 一 些 
方法 . 不 幸 的 是 , 情况 并 不 总 是 这 样 : 有 时 你 需要 从 前 面 的 总 结 中 将 f 关于 z = a 
的 泰勒 级 数 分 离 出 来 : 


< 


oo fF(n) 

>》， f (a) (z Es. a)”. 
知道 了 数 a 和 函数 f, 还 需要 求 出 f 的 所 有 导数 在 x = a 的 值 , 然后 将 它们 代入 上 
述 公 式 . 然而 , 这 是 很 讨厌 的 ! 求 一 次 或 两 次 导 就 已 经 很 麻烦 了 , 求 成 百 上 干 次 导 
数 就 太 芭 雇 了 . 对 于 上 只 求 低 次 泰勒 多 项 式 来 说 还 不 是 那么 糟糕 , 因为 只 需 计算 少量 
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导数 . 我 们 将 在 26.2 市 讨论 一 些 可 以 帮 你 避 开 上 面 这 些 公式 的 好 方法 , 如 果 你 很 


另 一 方面 , 有 些 函 数 是 很 容易 求 导 的 . 一 个 这 样 的 例子 是 定义 为 f(z) = ez 的 
函数 f, 上 一 章 我 们 讨论 了 它 的 麦克 劳 林 级 数 . 若 你 不 想 求 f 的 麦克 劳 林 级 数 , 而 


是 想 求 它 的 关于 z = -2 的 泰勒 级 数 怎么 办 ? 将 上 面 公式 中 的 0 


可 得 本 
oo m)(_9 
> ee 、 ) +2". 
n=0 “ 


用 a = 一 2 代 换 ， 


对 n 的 许多 值 , 我 们 需要 求 f9 (2), 所 以 构造 一 个 导数 的 表格 是 很 有 帮助 的 . 一 


般 的 , 表格 的 模板 形式 如 下 . 
f(z) f(a) 


S 


WO~ OO 


首先 应 填 中 间 的 一 列 . 从 最 上 一 行 的 函数 本 喘 开始 , 持续 求 导 . 每 次 求 完 导 后 , 将 
结果 写 在 表 的 下 一 行 ( 仍 为 中 间 一 列 ). 当中 间 那 列 填 满 后 , 将 xz = a 代入 


FP 间 列 的 


每 一 个 值 , 将 相应 的 结果 填 在 同行 的 第 三 列 上 . 注意 可 能 要 更 多 行 , 这 取决 于 n 的 


大 小 或 计算 的 快慢 . 在 我 们 的 例子 中 , a = -2 且 f(x) 的 所 有 导数 均 为 ez, 所 以 填 
完 的 表 如 下 . 


CD oy 
得 到 er 关于 x = 一 2 的 泰勒 级 数 
(e+2)", 
不 用 求 和 号 而 将 其 展开 是 个 好 主 塌 ， 
e -2 十 e-2(zr 十 2)1 号 (Zz + 2)? 1+ tl H 2)3 -| 


上 


还 有 另 一 个 例子 : 求 sin(z) 关于 x = x/6 的 泰勒 级 数 ， 写 吕 


到 第 


我 们 从 导数 表 开始 . 


| 


[ 


阶 的 项 . 
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n f(z) (m6) 
0 sin(Z) 172 
1 cos(Z) V3/2 
2 — sin(zx) 一 1/2 
3 一 cos(z) —V3/2 
4 sin(Z) 1/2 
这 与 我 们 用 来 求 麦克 劳 林 级 数 的 表 类 似 , 不 过 这 里 我 们 求 m6 处 的 导数 而 不 是 0 


处 的 导数 . 写 出 泰勒 级 数 的 标准 公式 : 


展开 : 


f(0) + f(z — a)+ i 
令 au = /6， 将 上 面 表 中 的 值 代入 上 式 得 到 sin(z) 关于 x = r/6 的 泰勒 级 数 为 
1 V3 ny —1/2 n V3/2 nx\3 1/2 x\4 
Se a Ge 2) + 3l Ge 站 3 
要 将 求 和 号 的 形式 写 出 来 比较 难 , 所 以 只 做 一 个 小 小 的 化 简 得 到 : 
1 
2 


3 元 1 xT\? 3 TAN3 1 TAN 
+ 时 人 | 2X21 (2 > 了 Ge 6 3x Ge 了 
当然 , 为 了 求 四 阶 泰勒 多 项 式 已 (z) ( 仍 关 于 中 心 z = x/6), 只 需 去 掉 后 面 的 “十 ……”. 
若 只 想 求 已 (zx), 还 要 去 掉 最 后 的 那 项 , 则 最 后 一 项 的 过 次 变 为 3: 
1 V3 r\、 1 n\2 V3 x\3 

二 字 人 | ie 站 sw( | 
(现在 将 2! 换 成 了 2, 3! 换 成 了 6.) 另 一 方面 , 若 想 求 P(xz), 需要 在 上 面 的 表 尾 再 
加 对 应 于 n= 5 的 一 行 , 则 得 到 另外 的 项 (z 一 x/6)5. 


另 一 个 例子 : (1 十 xz)!/2 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 因为 我 们 要 求 麦克 劳 林 级 数 ， 
需要 令 a = 0. 画 一 个 到 四 阶 导 的 表 . 
f(z) f (0) 
0 (1) 1 
1 (1 + 2) -1/2 1/2 
2 一 主 (1 十 72)3/2 —1/4 
3 3(1 + 2) 5/2 3/8 
4 一 措 (1 十 2x)-7/2 一 15/16 


现在 写 出 麦克 劳 林 级 数 的 一 般 公式 ,， 


| 万 (0) 2 #0 (0) s (0) a 
2! 3l 4 
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将 上 面 表 中 的 导数 值 代 入 可 得 
1 


工 十 二 和 1 | 
2 21 3! 41 


化 简 得 
1 rr 02 | 03 574 
2 8 1 128 
实际 上 , 当 x 介 于 -1 和 1 之 间 时 , 余 项 趋 于 0( 这 个 证 明 比 较 环 手 0)， 所 以 当 


-1<zZ<1l, 我 们 有 


2 3 4 
A zr EE 57 a 


2 8 16 128 
这 是 二 项 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 对 -1 < x <1, 有 
(1 + 7) = 1+ar 1+ 人 a | 2 Ye 一 2 
a(la— 1)(a—2)(a—3) 4 
A 0 


除非 a 是 非 负 整 数 , 否则 右边 的 级 数 在 2 或 xz < 一 1 时 都 发 散 . (在 这 种 ' 
右边 实际 为 一 个 多 项 式 . 能 说 出 为 什么 吗 ? ) 


一 > 


青 况 下 ， 


25.3 ”用 误差 项 估算 问题 


在 24.1.4 节 , 我 们 用 三 阶 泰勒 多 项 式 P 来 估算 e-110, 然后 用 余 项 Rs 来 说 明 
近似 程度 的 好 坏 . 现在 我 们 来 重新 看 一 下 这 些 方 法 并 把 它们 一 般 化 . 

为 了 设置 问题 背景 , 考虑 下 面 的 两 个 相似 的 例子 : 

(1) 用 二 阶 泰勒 多 项 式 估算 el/3, 并 估算 误差 ; 

(2) 估算 el3, 且 误差 不 得 大 于 1/10 000. 

第 二 个 问题 要 比 第 一 个 难 . 你 也 看 到 了 , 在 第 一 个 问题 中 我 们 要 讨论 二 阶 泰勒 
多 项 式 , 故 在 我 们 的 公式 中 令 N = 2. 在 第 二 个 问题 中 , 我 们 实际 是 要 找到 N, 这 
是 我 们 需要 考虑 的 另 一 件 事情 . 

用 这 两 个 问题 来 检验 一 下 求解 估 值 (或 近似 ) 问题 的 一 般 方法 . 

(1) 看 一 下 要 估算 什么 , 选择 一 个 相关 的 函数 f. 在 我 们 上 面 的 例子 中 , 我 们 要 
估算 e 共 式 , 所 以 令 f(z) = er. 然后 , 我 们 将 令 x = 1/3, 这 是 由 于 f(1/3) = el3, 这 
就 是 我 们 要 估算 的 量 . 

(2) 选 一 个 接近 z 值 的 数 a, 这 样 f(a) 就 很 理想 了 . 这 就 意味 着 , 你 应 该 能 写 

f(a) 的 值 , 对 f(a)、f"(a) 等 等 也 一 样 . 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 将 令 a = 0, 因为 

它 很 接近 1/3, 且 e0 较 易 计 算 . 
(3) 如 我 们 上 一 节 所 做 的 那样 , 做 f 的 导数 表 . 它 应 该 有 三 列 , 分 别 代表 n、 
f(z) 和 fwW(a) 的 值 . 若 你 知道 所 用 的 泰勒 多 项 式 的 阶 , 则 这 就 是 你 需要 的 NN 的 


| 
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值 , 一 定 要 保证 表 中 导数 计算 到 第 (N 十 1) 阶 . 否则 , 你 就 尽管 一 行 行 往 下 写 吧 , 直 
到 厌烦 为 止 , 只 要 需要 , 就 一 直 能 写 下 去 . 

(4) 若 你 不 介意 估算 的 误差 , 直接 跳 到 第 8 步 ; 否则 , 写 出 RN(zx) 的 公式 : 
jw+D(c) JR 


尺 N(Z) = Bt —a 


确保 注 明 “c 在 a 与 zz 之 间 ”, 同时 注意 整个 过 程 中 用 a 的 实际 值 替 代 a. 

(5) 若 已 知 所 用 泰勒 多 项 式 的 阶 , 在 上 述 公 式 中 将 N 替换 为 该 数 ; 若 不 知道 ， 
根据 你 所 需要 的 误差 的 大 小 做 猜测 .误差 越 小 , N 应 该 越 大 . 对 于 很 多 问题 来 说 ， 
NN =2 或 3 就 可 以 了 . 者 该 猜测 值 是 错 的 , 那 应 该 很 快 就 能 知道 , 这 时 只 需 用 较 大 
的 值 N 重复 这 一 步 和 下 面 两 步 . 

(6) 现在 , 用 你 想 用 的 值 代 换 RN(z) 公式 中 的 z. 除了 ec 以外, 没有 其 他 的 未 
知 变量 , 且 可 以 用 不 等 式 写 下 ce 的 可 能 范围 . 在 我 们 的 例子 中 , 由 a=0 和 z= 1/3 
知 , c 介 于 两 者 之 间 , 可 写 为 0 < c< 1/3. 

(7) 求 |RN(z)| 的 最 大 值 , c 在 适当 的 区 间 里 . 这 就 是 误差 可 能 的 大 小 . 
的 值 , 就 基本 已 经 完成 误差 估算 了 . 若 不 知道 , 则 用 你 想 要 的 误差 来 与 实际 误差 
比较 . 车 实际 误差 较 小 , 这 就 太 好 了 , 你 已 经 找到 了 一 个 较 好 的 NN 值 . 反之 , 你 就 要 


ee 


加 紧 回 到 步骤 5 再 来 一 次 .( 我 们 将 在 25.3.6 节 讨 论 一 些 |R(z)| 极 大 化 的 方法 
(8) 最 后 , 是 求实 际 估算 的 时 候 了 ! 写 下 Py(z) 的 公式 ; 
Py =O) + FO od + (eo) 
(3) (N) 
a 
现在 将 a 与 N 换 成 前 面 所 得 值 而 得 到 一 个 只 含有 x 的 公式 . 最 后 , 写 出 近似 
ER 


并 代入 所 需 的 x 的 实际 值 . 右边 将 是 你 想 要 的 量 , 而 左边 将 是 近似 值 . 
(9) 如 果 需 要 的 话 还 有 男 一 个 信息 : 若 Ry(zx) 是 正 的 , 则 估算 为 低估 ; 若 Ry (2) 
为 负 , 则 估算 是 高 估 . 这 些 结果 遵从 如 下 等 式 


f(x) = PN(2) + RN(7). 
现在 , 我 们 来 看 一 下 有 关 这 些 类 型 问题 的 5 个 例子 . 
25.3.1 ”第 一 个 例子 


我 们 最 好 从 前 一 节 的 两 个 问题 开始 . 0 人 问题 中 , 我 们 想 用 二 阶 泰勒 多 项 
式 来 估算 el/3. 这 个 问题 其 实 与 24.1.4 节 中 包含 e-110 的 问题 很 相似 . 不 管 怎样 ， 
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我 们 还 用 前 面 的 方法 . 从 选择 f 开始 . 因为 要 求 究 , 令 f(x) = ez 且 注 意 e153 就 是 
f(1/3). 最 后 , 我 们 令 x = 1/3, 但 这 还 不 算 完 , 我 们 还 要 选择 接近 1/3 的 a 使 得 es 
足够 精密 . 如 我 前 面 提 到 的 , 很 自然 的 选 0. 

现在 , 该 写 导 数 表 了 . 


我 求 到 3 阶 导 , 因为 它 刚 好 大 于 2, 我 们 需要 二 阶 泰勒 多 项 式 ( 即 N = 2). 好 , 继续 . 
误差 项 为 


f N+Y (oc) N+1 

(TU ” 

其 中 c 介 于 0 与 z 之 间 . 注意 在 RN(x) 的 标准 公式 中 , 我 将 a 换 成 了 0. 现在 , 我 
们 知道 N = 2, 所 以 我 们 实际 需要 


RN (7) 一 


大 e 
人 6 
在 前 面 的 表 中 , 将 中 间 一 列 的 最 后 一 行 的 x 换 成 c, 得 到 f(3)(c) = ec. 现在 将 x 换 
为 1/3 可 得 


Ra(1/3) = $01/3) = 全 


这 里 c 介 于 0 与 z= 1/3 之 间 , 故 0 < c< 1/3. 取 绝 对 值 有 : 
e e° 
0 = | 大 |= 态 


这 是 因为 es 必 为 正 . 接 下 来 , 我 们 需要 最 大 化 |R2(1/3)|. 由 于 es 关于 c 递增 , 最 
大 值 出 现在 c= 1/3 时 . 这 就 有 


ec el/3 


|R2(1/3)| = 165 < 162° 

似乎 有 一 个 问题 , 我 们 不 知道 el/3 是 多 少 . 这 其 实 是 该 问题 的 首要 点 ! 没关系 , 我 

们 来 粗略 的 高 估 一 下 el3， 你 知道 , e < 8, 所 以 el3 < 81/3, 而 81/3 为 2， 我 为 

什么 选 8 呢 ? 因为 我 可 以 什么 都 不 用 想 的 直接 取 它 的 三 次 方 根 ! 总 之 , 运用 不 等 式 

el/3 < 2, 前 面 |Rs(1/3)| 的 不 等 式 变 为 
ec el/3 2 1 

B= <1“ 1 


所 以 误差 不 大 于 1/81. 我 们 仍 需 求 估 算 值 . 写 下 户 (x) 的 公式 , 运用 结果 a = 0: 
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P(x) = f(0) 十 万 (0)z 十 Ce 
根据 前 面 的 表 , 将 f(0)、 了 (0) 和 1”(0) 换 为 1: 


1 
Pa(7x)=1+Zz+ a7 


1 1/1\” 25 


于 f(z) 宇 忆 (zx), 我 们 有 


f(1/3) SS PB(1/3). 


运用 f(z) = e”, 我 们 有 
el/3 = f(1/3) PB(1/3) = 

我 们 已 经 得 到 了 |R2(1/3)| < 1/81, 所 以 估算 值 至 少 精确 到 1/81. 其 实 , 因为 Rs(1/3) 
是 正 的 , 我 们 的 估算 值 25/18 相对 于 el/3 真实 值 是 低估 了 . 
25.3.2 ”第 二 个 例子 

我 们 将 讨论 25.3 节 的 第 二 个 例子 : 估算 ers 的 值 , 且 误 差 小 于 1/10 000. 与 
前 一 个 例子 一 样 , 我 们 令 f(z) = er,a = 0, 最 后 令 z = 1/3, 我 们 有 
f N+ (0) A 
(N+1)! : 
其 中 ec 介 于 0 与 之 间 . 我 们 已 经 从 前 一 个 例子 知道 , 不 能 令 N = 2, 因为 会 得 到 
一 个 最 大 的 误差 1/81, 而 我 们 需要 误差 小 于 1/10 000. 所 以 , 我 们 来 看 一 下 N =3 
是 否 可 行 . 现在 误差 项 为 


RN (7) 一 


(4) c 
f*' (0) 2 


Rsa(7) = A 24™ ， 
其 中 ec 介 于 0 与 z 之 间 . 令 z=1/3 可 得 


ec / 工 4 e5 
0 (3) ~ 24x 81 
其 中 0 <c < 1/3. 我 们 仍 引用 前 一 节 的 结论 , 当 c 介 于 0 与 1/3 之 间 时 , es < 2: 
ed ”和 
[Rs 9) = 31x81 ~ 341x81972° 
这 个 结果 并 不 小 于 1/10 000, 所 以 N = 3 不 够 大 . 我 们 试 一 下 N = 4. 重复 上 面 的 
步骤 , 我 们 有 
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所 以 令 z= 1/3, 可 知 


ec 1 5 ec 
T= (3) ~ 120 x 243° 
c 还 是 介 于 0 与 1/3 之 间 , 同样 有 es < 2, 所 以 


2 1 
1 到 
[Rl/3)| < T0313 ™ 14 580 


( 若 想 用 计算 器 来 计算 最 后 的 那个 分 数 , 再 想 一 下 , 其 实 你 可 以 将 2/120 化 简 为 1/60， 
然后 算出 6 x 243, 再 乘 以 10, 最 后 写 在 分 母 上 .) 不 管 怎样 , 我 们 知道 |R4(1/3)| 远 
小 于 1/10 000, 所 以 目的 达到 了 : 我 们 可 令 N = 4, 那 估 算 值 是 多 少 呢 ? 我 们 需要 求 
出 PB(1/3). 一 般 的 , 当 a = 0, 四 阶 泰勒 多 项 式 PP 为 


x2 zx3 zr4 
Pa(z)=1+2+ 可 十 而， 
所 以 
IN 1 (3 (3 /34 1 1 1 1 2713 
已 ( 引 =1+ 计 24 “ltatigt16211944 1944 
即 
2 713 


el/3 = f(1/3) 兰 Pi(1/3) = a 
所 以 , 我 们 可 以 将 前 面 一 个 例子 中 的 估算 值 25/18 蔡 换 为 一 个 更 好 的 估算 , 即 2 713/ 
1 944. 这 个 新 的 估算 值 保证 与 e!” 真实 值 误差 在 1/10 000 以 内 . 作为 验证 , 我 的 而 
用 计算 器 算出 2 713/1 944 精确 到 5 位 小 数 的 值 为 1.395 58, 而 er/3 精确 到 5 位 小 
数 为 1.395 61. 这 些 量 最 多 差 0.000 04, 显然 在 允许 的 范围 1/10 000 = 0.000 1 之 内 . 


25.3.3 ”第 三 个 例子 


这 里 有 一 个 问题 : 估算 误差 不 大 于 1/250， 根 据 前 面 的 方法 ,我 们 需 
要 选择 一 个 合适 的 函数 f 和 a 与 x 值 . 一 个 较 好 的 选择 是 令 f(z) = Vz, 或 者 
f(z) = zx1/2, 随便 哪个 都 行 . 我 们 要 人 入 f(27) = V27 的 值 , 所 以 最 后 令 z = 27. 现 
在 要 找 一 个 接近 27 且 易 求 平 方 根 的 数 . 似乎 25 就 可 以 , 我 们 令 a = 25, 这 是 第 一 


步 . 现在 看 第 二 步 , 画 一 个 导数 表 . 


n f(z) f(™) (25) 
0 wl/2 5 

1 2 1/2 1/10 

2 Er 一 1/500 
3 3 3/8 x 1/55 


记 住 , 要 填 这 个 表 , 在 首 行 的 中 间 那 一 列 填 上 z1/2, 然后 连续 求 几 次 导 , 将 结果 填 在 
中 间 列 的 后 面 几 行 . 最 后 , 右边 那 列 的 输入 是 将 值 a = 25 代入 所 得 值 . 困难 是 我 们 
不 知道 这 个 表 需 要 填 到 第 几 行 . 或 可 能 需要 更 多 行 . 
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现在 我 们 来 看 误差 项 


RN(7) = 


fAN+D(e) 

(N+1)! 

中 c 介 于 0 与 25 之 间 . 因为 我 们 关注 的 是 z = 27, 将 其 代入 : 
TO) FT 人 

0 (N+1)! C2 (N+1)! | 


中 25 < c < 27. 现在 , 感觉 有 多 幸运 ? 或 许 N = 0 就 够 好 了 ! 我 们 来 试 一 下 : 


1 
一 X 2 一 c-1/2, 


(z=—25)N+tt, 


Y 
4 


Y 
4 


|Ro(27)| = RC 


其 中 我 们 利用 前 面 的 表 来 求 J(c) 并 去 掉 了 绝对 值 , 因为 所 有 数 都 是 正 的 . 现在 的 

大 问题 是 , 对 给 定 的 25 < c < 27, c-!/2 有 多 大 ? 注意 c-12 关于 e 递减 , 所 以 当 

c= 25 有 最 大 值 . 则 cr22 即 25-12 = 1/5. 所 以 , 我 们 有 
[Ro(27)| = cl/2 入 115. 

故 误差 可 能 高 达 1/5. 有 点 太 高 了 : 我 们 需要 误差 不 大 于 1/250. 所 以 选择 N = 0， 

显然 有 点 太 过 于 乐观 了 ! 我 们 需要 更 好 点 . 试 一 下 N = 1, 则 


1 c-3/2 


f"(o) 
Rn = | 7 - 25) | 


同样 用 前 面 的 表 来 求 六 (@. 这 次 我 要 用 绝对 值 , 因为 R1(27) 是 负 的 (肯定 的 , 我 
们 正 朝 高 估 发 展 ). 还 是 当 c 最 小 时 c-3/2 最 大 , 即 c = 25, 这 时 表达 式 为 25-3/2 = 
1/125, 所 以 


1 
= -je x 


c-3/2 1 1 1 
27)| = < Ey 
HR 125 ~ 2 ~ 250 


这 就 意味 着 误差 不 大 于 1/250, 而 这 正 是 我 们 想 要 的 . 因此 取 N = 1, 我 们 只 需求 
已 (27). (因为 N= 1, 这 里 我 们 其 实 运用 了 线性 化 .) 总 之 , 我 们 知道 了 
Pi(z) = 25) 十 万 (25)(z 一 25) = 5+ je — 25), 


其 中 我 们 从 前 面 的 表 中 得 到 7(25) 和 卢 (25) 的 值 , 令 x = 27, 我 们 有 


1 26 
27 — 25) = 一 . 
10( Erne 5 


我 们 得 到 V27 近似 等 于 26/5 的 结论 , 其 实 这 两 个 数 之 间 的 差 在 1/250 之 内 , 且 
26/5 高 估 了 V27( 因 为 误差 项 Ri(27) 是 负 的 )， 事 实 上 , 计算 器 算出 的 V27 约 为 
5.196 15, 而 26/5 = 5.2 的 差 在 1/250 之 内 .对 N = 2 或 更 大 的 值 的 情况 , 估算 值 不 
会 错 , 反而 会 更 好 , 不 过 数 会 变 得 更 杂乱 一 些 . 
25.3.4 ”第 四 个 例子 

为 了 提出 本 节 的 问题 , 我 们 将 前 面 的 问题 做 一 个 小 的 变动 . 我 们 将 V27 换 成 


Pi(27)= 5+ 
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V23, 现 欲 估算 V23 的 误差 不 大 于 1/250 的 值 . 这 也 没 比 前 面 的 例子 更 难 多 少 , 是 
吧 ? 然而 , 也 不 尽 然 . 我 们 来 看 下 会 发 生 什么 . 我 们 仍 将 采用 f(x) = zx12, a = 25 的 
泰勒 级 数 , 不 过 这 里 需要 将 z = 27 换 为 x = 23. 我 们 来 看 一 下 在 前 一 个 例子 中 表 
现 很 好 的 余 项 Ri: 


1 一 3/2 
外 - 2 
这 就 是 前 面 一 个 例子 的 误差 项 ! 不 过 有 一 个 很 重要 的 不 同 : 现在 ec 介 于 23 和 25 
之 间 . 所 以 3c-32 有 多 大 呢 ? 这 个 量 仍 关 于 e 递减 , 所 以 随 着 c 的 减 小 , 其 值 变 成 
最 大 值 , 即 当 c= 23 时 值 最 大 . 因此 有 如 下 的 估算 : 
一 3/2 一 3/2 
R29) = < 
不 幸 的 是 , 23-3/2 并 不 比 25-3/2 好 算 . 我 们 唯一 可 以 肯定 的 是 这 种 情况 不 够 好 . 你 
知道 , 33.25-3/2 = 1/250, 但 地. 23-3/2 大 于 1/250, 所 以 太 大 了 . 所 以 N = 1 不行 ， 
需要 试 一 下 N=2. 

取 N = 2 并 运用 25.3.3 节 的 表 , 有 


[Ri(23)| = A 25)? 


1 
一 -i x 


加 f3)(0c) 3|_| 3 5 、1 吕 和 的 
|R2(23)| = 可 (23 -25)”| = 8 X 可 x (一 2) ”| = pt 
其 中 23 < c < 25. 这 次 当 c = 23 时 , c-5/2 还 是 最 大 的 , 因此 我 们 有 
Cc—5/2 23-5/2 
23)| = < 
Ra(23)| = 一 < 一 


这 个 够 好 吗 ? 没有 计算 器 , 我 们 将 不 得 不 寻找 一 些 估 算 23-5/2 的 方法 . 朋友 , 怎么 
来 实现 呢 ? 我 能 想到 的 最 好 的 办 法 就 是 找 一 个 小 于 23 的 数 , 并 且 这 个 数 的 -5/2 次 
过 是 容易 算出 来 的 . 那 应 该 是 16, 而 16-5/2 = 1/45 = 1/1 024, 所 以 

23-5/2 16-5/2 1 1 1 


IR) < a 7 10 20 
这 个 值 当然 小 于 1/250, 所 以 采用 N = 2 是 可 以 的 , 我 们 就 可 以 用 已 (23) 了 . 现在 
P(x)= f(25) 4 (25)(z — 25) + + a i 
1 1 
=5+ 仙 (725) -a(t 25 
(再 一 次 利用 那个 表 ), 将 x 用 23 代 换 , 我 们 有 
1 1 2 4 1199 
WU 


因此 对 V33 的 估算 值 是 1 199/250. 计算 器 对 最 后 那个 分 数 的 计算 结果 等 于 4.796， 
而 V23 的 计算 结果 为 4.795 83. 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/250 范围 内 . 
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25.3.5 ”第 五 个 例子 


我 们 再 来 看 一 个 例子 : 用 三 阶 泰 勒 级 数 估算 cos(x/3 - 0.01) 的 值 , 并 给 出 该 估 
算 的 精确 度 . 我 们 需要 选择 一 个 函数 , 显而易见 的 函数 是 f(x) = cos(z), 所 以 我 们 
要 在 后 面 令 x = x/3 一 0.01. 那 余 弦 值 易 求 且 接 近 于 x 的 数 是 什么 呢 ? 显然 a = /3 
是 一 个 天 然 的 候选 项 . 故我 们 得 到 如 下 的 表 . 


n f(z) 10) (n/3) 
cos(Z) 1/2 

1 — sin(zx) —V3/2 

2 — cos(z) 一 1/2 

3 sin(Z) V3/2 

4 cos(Z) 不 需要 


误差 项 Ra(z) 为 

9(o nx\4 cos(c) nx\4 

bs Ge 一 24 Ge 
其 中 c 介 于 z 与 r/3 之 间 . 注意 我 们 需要 的 是 /0 (e) 而 不 是 f(r/3), 这 就 解释 
了 上 表 中 “不 需要 ”的 当 z = x/3 一 0.01, 我 们 有 
Rs (3 -001) = es 0.01 加 ，， )(_0.0D4 = 
(这 里 我 们 使 用 了 (一 IE (0.01)4 = (10-2) = 10-8.) 现在 我 们 只 需 估算 误差 项 
的 绝对 值 . 鉴于 |cos(c)| < 1, 我 们 有 
_ |eos(o)| 1 1 
已 . 0.01)| 7 24x108 S 324x108 2 400 000 000° 

太 好 了 , 我 们 知道 运用 饭 (r/3 - 0.01) 来 估算 cos(x/3 一 0.01) 会 使 得 估算 值 精确 到 
很 小 的 一 个 数 1/2 400 000 000. 那 己 (x/3 一 0.01) 是 多 少 呢 ? 一 般 的 有 


R=) +a) 3) ta (3) 
应 用 上 面 的 导数 表 , 变 为 
ye es 


2 2 BY 2 9 3 2 3 
令 z= x/3 一 0.01 并 化 简 , 结果 是 
1 M3 1 V3 
ee .01 .01)2 1 0.01)3 
(3 001)= DO ) 
1 v3 1 V3 


~ 2 200 40000 12000000- 
这 个 表达 式 看 起 来 很 麻烦 , 但 其 实 还 不 错 , 唯一 国手 的 量 是 V3, 不 过 它 本 身 是 容易 
估算 的 , 至 少 表达 式 中 没有 三 角 函 数 . 总 之 , 由 于 f(x/3 - 0.01) 近似 等 于 P(x/3 一 
0.01), 我 们 有 
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nt 元 1 V3 1 V3 
TT_0.01)= 0.01) = 
人 G ) f 人 ) 3" 300 40000 12 000 000 


精确 到 1/2 400 000 000 之 内 . 

25.3.6 ”误差 项 估算 的 一 般 方 法 

在 前 面 所 有 例子 中 , 我 们 都 要 对 某 区 间 内 取 值 的 c 来 估算 |f(N+D(c)|. 这 里 是 
相应 的 一 些 一 般 对 策 . 

(1) 不 管 c 是 多 少 , 你 总 能 使 用 标准 的 不 等 式 |sin(c)| < 1 和 |cos(o)| < 1. 

(2) 若 函 数 AN+D 是 递增 的 , 则 它 的 值 在 右 端 点 处 最 大 . 在 前 面 的 前 两 个 例 
子 中 , 我 们 需求 es 的 最 大 值 , 其 中 0 < c < 1/3. 由 于 e* 关于 e 递增 , 我 们 可 以 
说 ee < el3.， 另 一 方面 , 在 24.1.4 节 的 例子 中 , 我 们 也 需要 最 大 化 ec, 不 过 这 次 
一 1/10 <c<0. 同样 , 由 于 es 关于 e 递增 , 这 个 最 大 值 就 是 eo = 1 即 es < e0 = 1 

(3) 若 函 数 ARx+0 是 递增 的 , 则 它 的 最 大 值 KRY+0(o) 出 现在 区 间 的 左 端点 处 . 
例如 , 若 已 知 c 介 于 1 和 5 之 间 , 则 最 大 值 1/(3 + co)* 出 现在 区 间 [1,5] 的 左 端 点 
处 , 因为 1/(3 + oj 上 关于 ce 递减 . 所 以 上 面 的 表达 式 在 c = 1 时 最 大 , 相应 的 值 为 
1/44 = 1/256. 

(4) 一 般 的 , 为 了 求 最 大 值 , 你 可 能 还 要 求 函数 AN+D 的 临界 点 . (具体 求法 见 
11.1.1 节 .) 


Fn 


25.4 ”误差 估算 的 另 一 种 方法 


回想 一 下 交错 级 数 判别 法 ( 见 22.5.4 节 ). 该 判别 法 表明 若 级 数 是 交错 的 , 且 各 
项 的 绝对 值 递减 趋 于 0, 则 级 数 收 敛 . 收敛 的 原因 是 部 分 和 关于 真实 极限 值 形成 
种 像 溜溜 球 一 样 的 东西 : 这 个 部 分 和 大 点 , 下 一 个 部 分 和 小 点 , 再 下 一 个 大 点 , 等 
等 . 每 次 , 部 分 和 都 更 接近 真实 极限 值 , 所 以 , 就 像 溜溜 球 正在 失去 动力 . 方法 就 是 
在 级 数 中 的 每 个 点 处 , 每 加 一 项 都 超越 真实 值 , 所 以 整个 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 . 

我 们 用 符号 来 表述 这 些 . 假设 从 某 函 数 开始 , 并 求 它 关于 z = a 的 泰勒 级 
数 . 若 磁 巧 你 还 知道 级 数 对 某 些 特定 的 x 值 收 敛 于 f(z)( 就 像 我 们 讨论 的 一 些 函数 
一 样 ), 则 可 以 写 为 


对 那些 你 感 兴趣 的 特定 的 x 值 上 述 级 数 若 是 各 项 绝对 值 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 
则 误差 小 于 下 一 项 即 

( ) 

区 要 


Fi ( 3 
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里 没有 讨厌 的 c 可 担心 , 这 就 足以 成 为 我 们 运用 这 个 理想 结论 的 原因 . 记 住 , 上 
论 只 有 当 级 数 满足 交错 级 数 的 三 个 条 件 时 才 成 立 ! 
这 里 是 该 方法 适用 的 例子 . 假设 我 们 欲 用 麦 死 劳 林 级 数 来 求 定 积分 

[ 1 — cos(t) dt 

0 £2? 
误差 不 大 于 1/3 000 的 估算 值 . 该 积分 好 像 是 一 个 瑕 点 在 t= 0 的 反常 积分 , 但 其 
实 t= 0 不 是 瑕 点 . 由 洛 必 达 法 则 可 知 
1—cos(t)r 

12 


Jim sin(t) _1 

t 一 0 
即 , 被 积 函 数 在 t= 0 并 没有 趋 于 无 穷 , 所 以 积分 不 是 反常 的 . 不 管 怎 术 
观察 , 现在 我 们 要 解决 问题 . 

第 一 个 有 用 的 方法 是 先 构 造 一 个 像 上 述 积 分 的 函数 , 令 
_ [*1— cos(t) 
f(g) = | Na, 

则 我 们 要 估算 的 积分 是 /(1). 需求 /的 麦克 劳 林 级 数 , 为 此 , 将 cos(#) 用 它 的 麦克 
劳 林 级 数 代 换 , 该 级 数 我 们 已 在 24.2.3 节 求 得 . 即 
le el ee 
0 站 


若 稍 作 化 简 , 可 将 其 化 简 成 
fT YH 

(9) -| (六 下 ”他 tt 

现在 求 积 分 并 计算 在 端点 处 的 值 : 


t 3 $2 让 
71- (3 3x4 5x6l + 


束 
Gy 
一 
下 

ea 
各 
江 
PF 


0 
eS 2 2 | 7 ul | 
2 3x4 5x6! 7x8! 
尝试 将 上 式 用 求 和 号 表示 是 一 个 很 好 的 做 法 . 总 之 , 现在 可 将 z = 1 代入 得 
1 1— cos(t) 1 1 1 1 
10)=| te a Ce 


说 实话 , 这 里 我 将 两 个 更 快 的 方法 套 在 了 一 起 .首先 , 我 将 cos(t) 用 它 的 麦克 劳 林 
级 数 代 蔡 . 还 好 我 们 已 经 在 24.2.3 节 知 道 这 对 所 有 t 都 成 立 , 其 次 , 我 对 无 穷 级 数 
逐 项 求 积分 , 并 声明 对 所 有 z 都 可 以 这 么 做 . 我 们 将 在 26.2.3 看 到 这 么 做 是 可 以 的 
(虽然 我 们 不 会 对 其 证 明 )， 总 之 , 上 面 的 等 式 是 正确 的 . 现在 给 定 的 积分 有 一 个 无 

现在 唯一 的 问题 是 , 要 求 与 真实 值 误差 在 1/3 000 内 的 近似 值 需 取 多 少 项 ? 注 
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意 该 级 数 是 各 项 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 , 那么 我 们 就 可 以 运用 下 一 项 的 绝对 值 大 
于 误差 的 结论 . 例如 , 若 用 首 项 1/2! 近似 积分 , 则 误差 不 大 于 1/3 x 4 即 1/72. 这 


也 太 大 了 . 那 用 前 两 项 来 近似 该 积分 怎么 样 ? 即 , 若 用 
| 1 — cos(t) 1 1 35 
dt 宕 和 ! 
0 所 2! 3x4 72 


怎样 ? 那么 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 : 

1 1 1 
5x6! 5x720 3600 
这 小 于 我 们 的 容忍 度 1/3 000, 所 以 很 好 . 我 们 完全 可 以 说 积分 近似 等 于 35/72, 误 
差 小 于 1/3 000，( 我 们 甚至 可 以 说 35/72 是 低估 的 , 为 什么 ? ) 我 用 能 处 理 这 类 问 
题 的 计算 机 程序 求 了 一 下 积分 , 得 到 积分 值 约 为 0.486 385, 而 计算 器 计算 的 35/72 
值 等 于 0.486 111( 精 确 到 6 位 小 数 ), 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/3 000 内 . 

作为 练习 , 试 着 近似 


| 误差 | < 


1/2 sin(t) i 
ET 
容忍 度 为 1/1 000, 用 与 上 面相 同 的 方法 做 . (你 将 会 用 到 sin(t) 的 麦克 劳 林 级 数 , 这 
个 可 在 26.2 节 找 到 .) 
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本 章 , 我 们 将 讨论 包含 泰勒 级 数 、 泰 勒 多 项 式 和 血 级 数 的 四 类 不 同 问 题 : 
。 如 何 确 定 窜 级 数 收敛 或 发 散 的 区 间 ; 
。 如 何 利用 现 有 泰勒 级 数 来 求 其 他 的 泰勒 级 数 和 泰勒 多 项 式 .; 
。 利 用 泰勒 级 数 或 泰勒 多 项 式 求 导 ; 

。 利用 麦克 劳 林 级 数 求 极 限 . 


26.1 “ 算 级 数 的 收敛 性 
假定 有 一 个 关于 x = a 的 震级 数 


>》, an(Z — a)". 


n=0 

如 我 们 在 几何 级 数 中 的 例子 所 见 , 一 个 寡 级 数 可 能 对 某 些 x 收敛 , 而 对 某 些 x 发 
散 . 我 们 想 问 的 一 个 问题 是 ， 对 上 面 给 定 的 宕 级 数 ,> 取 何 值 时 收敛 , 取 何 值 时 发 
散 ? 另外 , 若 级 数 对 某 特定 的 z 收敛 , 若 能 确定 该 收敛 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 就 
好 了 . 所 以 , 我 们 来 看 一 下 可 能 会 发 生 什么 , 然后 好 好 利用 这 些 观察 所 得 结果 . 
26.1.1 ”收敛 半径 

我 们 想 知道 什么 样 的 z 能 使 究 级 数 六 an(z - own 收敛 . 表面 上 来 看 , 似乎 我 

无 二 0 


们 必须 回答 无 穷 多 问题 , 因为 有 无 穷 多 个 x 的 值 需要 代入 并 验证 级 数 收敛 与 否 . 我 
们 画 一 个 数 轴 来 表示 z 的 不 同 值 . 对 每 个 使 级 数 收敛 的 x, 都 在 它 上 面 加 一 个 对 号 ; 
而 车 级 数 对 特定 的 > 发 散 , 就 加 一 个 又 号 . (当然 , 我 们 不 是 对 每 个 x 都 这 么 做 , 医 
为 如 果 那 样 的 话 , 图 就 太 挤 了 ! 只 标 一 部 分 能 得 到 结论 就 可 以 了 .) 例如 , 几何 级 数 
这 mm 当 -1<z<1l 时 收敛 , 且 其 他 情况 均 发 散 , 如 图 26-1 所 示 ; 


n=0 


关 XxX 
xxxx xxxxxxx Wwaaaauaud XXXXX XXXXXKX 
—1 0 lL 
图 26-1 
注意 我 对 在 端点 -1 和 1 处 的 发 散 做 了 特别 标注 . 
另 一 方面 , 我 们 已 经 知道 级 数 
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Nn 


> 


党 全 入 
对 所 有 z 收敛 (当然 , 收敛 到 e*), 如 图 26-2 所 示 . 
WAINAINIIN NIN IIINN NI NINNNIINNINN NINN 
OOO 人 COCOOOOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOOOOOOCOO 
0 
图 26-2 


看 起 来 似乎 是 难以 预测 的 . 我 们 可 以 确定 的 一 个 事情 是 窜 级 数 在 z = a 处 都 收敛 . 
其 实 , 者 将 z = a 代入 
> an(z — a)” =a0+a(z ma)+a(z ma) +..…, 


n=0 
就 能 知道 除了 ao 外 , 其 他 项 都 没有 了 . 因此 , 级 数 显然 收敛 (到 ao)， 不 幸 的 是 ， 
2 = a 是 我 们 唯一 可 以 确定 收敛 性 的 值 . 那 其 他 的 值 呢 ? 可 能 会 是 对 号 和 又 号 的 大 
杂烩 , 如 图 26-3 所 示 . 


a 


图 26-3 
结果 是 上 面 的 这 个 图 对 窜 级 数 是 不 会 发 生 的 . 具体 情况 是 只 有 三 种 可 能 性 
(1) 存在 某 数 R > 0, 被 称 为 寡 级 数 的 收敛 半径 , 如 图 26-4 所 示 . 


7 7 


xxxx xxxxxxx Wud ※ 义 屎 久光 义 义 XX 叉 % 炙 关 
< (全 


a—R a a+R 
图 26-4 
该 图 的 解释 如 下 . 
e。 震级 数 在 区 域 |x 一 a| < R 内 收 化 (也 可 将 该 条 件 写 为 a 一 RR<zx<atR)， 
所 以 图 像 在 那 是 对 号 . 
。 震级 数 在 区 域 |x 一 al > R 内 发 散 (也 可 将 该 条 件 写 为 zx < wa 一 尺 或 了 > 


a 十 忆 ), 所 以 图 像 在 那 是 又 号 . 

。 在 两 个 特殊 点 lz- dl= 尽 ( 即 z=a+ 有 和 z=a- 忆 ,时 级 数 可 能 绝对 收 
敛 、 条 件 收敛 或 发 散 . 你 需要 分 别 对 这 两 个 点 进行 讨论 , 看 在 这 些 点 处 是 怎 
么 样 的 , 所 以 上 面 的 图 像 在 这 两 个 点 处 是 问号 . 我 将 称 这 样 的 点 为 “端点 ”. 

(2) 震级 数 可 能 对 所 有 的 x 均 绝 对 收敛 , 在 这 种 情况 下 的 图 像 如 图 26-5 所 示 . 

WWIII NI NA NNNIIN NNNINNN 


图 26-5 
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在 这 种 情况 下 , 我 们 说 收敛 半径 为 oo. 如 我 们 前 面 所 见 , 这 样 的 一 个 例子 是 er 
的 究 级 数 


Ce Nn 


> 


n=0 
其 他 的 例子 包含 sin(z) 和 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
(3) 震级 数 可 能 只 在 x = a 时 收敛 , 而 对 其 他 所 有 的 z 发 散 . 在 这 种 情况 下 , 收 
敛 半径 为 0, 我 们 很 快 就 会 知道 , 这 是 级 数 


Oo0 

Nn 
> nlz”, 
=0 


的 情形 . 这 种 情况 的 图 像 如 图 26-6 所 示 . 
XxxxxxxxxXxxXxXxx XxxXxv XxxXxxXxxxxxxxxXxxxxxx 
oC 


a 


图 26-6 
当然 , 我 还 没有 说 这 些 为 什么 是 唯一 的 可 能 . 不 过 很 快 就 可 以 清楚 了 ! 
26.1.2 ”如 何 求 收敛 半径 和 收敛 区 域 
给 定 一 个 过 级 数 , 如 何 求 收敛 半径 ? 答案 是 用 比 式 判别 法 . 有 时 根 式 判别 法 会 
更 有 效 , 但 比 式 判别 法 对 大 多 数 问题 要 更 合适 ( 比 式 判别 法 和 根 式 判别 法 的 更 多 
细节 分 别 见 23.3 节 和 23.4 节 .) 这 里 是 一 般 的 方法 . 
(1) 写 出 比值 绝对 值 的 极限 , 常常 为 
an+l(Z — a)™t 
an(Z 一 Q)7 
车 你 用 的 是 根 式 判 别 法 , 则 应 该 得 到 


mn 


k 


CQm 十 1 
= lim | 一 一 | lz 一 aol. 
+0O0 


lim 
全 一 “DC 


lim |an(z 一 oa) 
(2) 算出 极限 . 注意 极限 是 在 n 一 co 而 不 是 x 一 co 时 是 很 重要 的 . 它们 的 差 
别 很 大 ! 无 论 是 运用 比 式 判别 法 还 是 根 式 判别 法 , 答案 都 形 如 工 |z 一 al, 其 中 工 可 
限 值 、0 或 者 oo. 重要 的 一 点 是 结果 中 有 因子 lz 一 al. 
(3) 不 管 是 比 式 判别 法 还 是 根 式 判别 法 , 重要 的 是 极限 Lz 一 al 是 小 于 1, 大 
于 1, 还 是 等 于 1. 所 以 , 若 世 是正 的 , 则 除 以 工 来 理解 每 件 事 : 若 |x 一 a| < 1/D， 
则 贤 级 数 绝 对 收敛 ; 若 jz 一 a| > 1/L, 则 震级 数 发 散 ; 若 |z 一 a| = 1/L, 则 我 们 得 不 
到 结论 , 需要 讨论 两 个 端点 . 我 们 处 于 前 一 节 的 第 一 种 情形 中 , 收敛 半径 是 1/L. 
(4) 车工 = 0, 则 不 论 x 取 何 值 比 式 的 极限 都 为 0. 由 于 0 < 1, 这 意味 着 窜 级 数 
对 所 有 的 z 值 都 绝对 收敛 , 所 以 我 们 处 于 前 一 节 的 第 二 种 情形 中 , 收敛 半径 为 co. 
(5) 若 工 = co, 则 看 起 来 似乎 暴 级 数 永 不 收敛 ,其实 , 当 xz = a 时 需 级 数 一 定 
收敛 , 但 蜗 级 数 对 其 他 的 任何 x 值 都 发 散 . 所 以 我 们 处 于 前 一 节 的 第 三 种 情形 : 收 


= lim lan|!/™|z — al. 
亿 一 CD 
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敛 半径 为 0. 

这 或 多 或 少 都 说 明了 我 们 为 什么 必须 得 到 前 一 节 的 三 种 情形 之 一 . 不 过 , 这 些 
仍 是 很 抽象 的 , 我 们 仍 需 要 用 一 系列 的 例子 来 加 以 说 明 . 
首先 , 考虑 瑚 级 数 


TX" 
2 nln(n) 
我 们 采用 比 式 判 别 法 . 我 们 从 取 标 准 项 z?/n In(n) 开始 , 并 把 它 作 为 一 个 大 分 数 的 
分 母 ; 然后 选取 大 分 数 的 分 子 , 还 是 从 标准 项 z? /nln(n) 开始 , 不 过 这 次 将 每 个 m 
用 nw 十 1 代 换 ; 最 后 , 取 绝 对 值 , 然后 取 n 一 ce 的 极限 . 所 以 现在 我 们 需要 考虑 的 


是 
zntl 
ji (n+ 1) nt 二 1) | 
Nn—00 化 
nln(n) 
这 与 普通 的 用 比 式 判别 法 的 级 数 问题 一 样 : 只 需 合并 同类 项 . 可 得 
zn+l 
| m 十 1 
这 (nn 十 DE 1) _ jm | n ln(n) 
nln(n) 
n ln(n) a 


Se -lin(n+1) 


同样 , 极限 是 当 n 一 oo 时 的 , 这 就 是 我 们 将 nfJn 十 1 和 ln(n)/In(n 十 1) 换 成 1 的 
原因 . (对 对 数 运 用 洛 必 达 法 则 , 细节 上 自行 完成 .) 总 之 , 比 式 的 极限 为 |x|, 故 由 比 式 
判别 法 , 我 们 的 震级 数 当 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 当 |z| > 1 时 发 散 . 即 , 收敛 半径 为 1. 
我 们 仍 需 讨论 当 xz = 1 和 x = 一 1 时 会 发 生 什 么 . 先 看 x = 1 的 情况 , 用 x=1 做 
代 换 , 则 原 窜 级 数 变 为 


2 Esc 
nln(n) 国 > nn(n). 


收敛 吗 ? 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 它 发 散 (或 见 23.5 节 ). 现在 将 z = -1 代入 原 守 
级 数 可 得 


~ (1)" 

2 In(P) 

不 是 绝对 收敛 , 事实 上 , 将 该 级 数 的 各 项 用 它们 的 绝对 值 代 换 就 是 当 x = 1 时 的 级 
数 , 这 个 级 数 刚 刚 已 被 证 得 是 发 散 的 . 男 一 方面 ,上面 z = 一 1 对 应 的 级 数 可 由 交 
错 级 数 判别 法 证 得 是 收敛 的 (用 23.7 节 的 方法 , 可 自行 写 出 具体 细节 ). 我 们 知 在 
点 z= -1 处 条 件 收 和 敛 . 总之, 守 级 数 在 -1 < z < 工时 绝对 收敛 , 当 x = -1 时 条 
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件 收敛 , 对 其 他 的 所 有 z 都 发 散 . 图 像 如 图 26-7 所 示 . 


过 x 
XXX xxxxxxx AAA XXXXX XXXXXXx 
oOo 


—1 0 1 
图 26-7 
现在 考虑 本 
TX” 
2 
这 与 前 面 一 个 问题 几乎 一 样 , 不 过 我 们 来 看 一 下 会 发 生 什 么 . 我 们 有 
Xn+1 
jm (人 十 Han 十 1)2 | lim vtl % (In(n))? 
n>00 IT woco| zr ntl1 (n(n+1))? 
n(ln(n))? 


一 11i n In(n) \? 
| In(n+1)/ ” 
还 可 以 化 简 到 |z|. 故 寡 级 数 还 是 在 |z| < 工时 绝对 收敛 , 当 |z| > 1 时 发 散 . 因此 收 
敛 半径 是 1. 对 于 端点 , 我 们 令 z = 1: 


2 nn) > n(In(n))> 


如 我 们 在 23.5 节 所 见 , 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 该 级 数 收敛 , 由 于 各 项 均 为 正 , 所 
以 收敛 为 绝对 收敛 . 现在 , 代入 xz = -1 我 们 得 到 


(1)” 

2 n(n(n))? 
各 项 取 绝 对 值 对 应 的 级 数 为 

和 1 

2 n(n(n))> 


这 与 z= 工 时 的 级 数 一 样 ,所 以 它 绝对 收敛 . 我 们 得 到 结论 : 当 -1 < x < 1 时 和 宕 级 
数 绝对 收敛 , 且 级 数 对 其 他 所 有 z 发 散 (如 图 26-8 所 示 ) 


2 以 
XXXX XXXXXXxX bw XXXXX XXXXXXX 
=1 0 1 
图 26-8 
所 以 , 除了 在 端点 1 和 -1 处 不 同 之 外 , 这 与 前 一 个 例子 一 样 . 
那 级 数 


CO 
> nlz™? 
条 全 于 
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呢 ? 我 们 有 


(m 十 TIz | 本 (n+ 1)! rt! 

nz nl rn 
最 后 的 极限 是 什么 ? 若 z = 0, 则 为 当 n 一 co 时 , 0(n 十 1) = 0 的 极限 , 当然 为 0. 
(你 可 能 注意 到 了 , 这 种 情况 下 的 z*+1/z" 并 没 定义 !) 然而 , 对 其 他 的 任何 z 值 , 我 
们 有 点 时 了 极限 是 co, 肯定 大 于 1. 我 们 得 出 结论 , 级 数 只 在 x = 0 时 收敛 
(要 知道 , 级 数 必 在 z = a 处 收敛 , 在 这 个 例子 中 为 0). 所 以 收敛 半径 为 0, 且 图 像 
如 图 26-9 所 示 . 


XXxxx xxxxXxXxXxxxXx XXXVY XXXXXXXXxxXXXXxXxXxXxxXxXxX 
一 
0 
《现在 考虑 
Co 
>》 (—2) (z a 7)". 
名 二 1 Vn 


图 26-9 
名 这 是 一 个 a = 7 的 昭 级 数 , 所 以 该 点 肯定 在 收敛 区 域 的 中 心 . 不 管 怎 样 , 通过 讨论 
2 


= ,lim n(n 十 1)|zl. 


n— O00 No00 


我 们 有 


2"! (sg — Dt 


ee pr 平 1 i (一 2 oj (zx 上 办 对 
md) Co | nd) (2 a 
Vn 


一 2|z 一 7|. 
所 以 寡 级 数 在 2|z 一 7| < 工时 绝对 收敛 , 当 2|zx 一 7| > 工时 发 散 . 两 边 除 以 2, 我 们 
可 知 级 数 在 |z 一 7| < 时 收敛 , |z 一 7| > 时 发 散 . 故 收敛 半径 为 所 以 图 像 如 
图 26-10 所 示 . 


光 义 兴 炙 ※※ 久 发 光 XX 久光 Wa XXXXX XXXKXXKXK 
二 (二 
6 G 73 
26-10 
我 们 仍 需 讨论 端点 . 试 一 下 z= 73. 则 级 数 为 
D4 )- "1 CD 
2 2 J 2 A 
要 确保 能 意识 到 为 什么 (-2)*/2” 能 化 简 到 (-1)”*. 不 管 怎样 , 我 把 证 明 最 后 这 个 
名 级 数 条 件 收 全 0 ) 而 非 绝 对 收敛 (用 p 判别 法 ) 留 给 你 自行 完成 . 


现在 , 当 z= 03 可 得 
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发 散 . 我 们 得 出 结论 , 宕 级 数 在 65 < z < 73 时 绝对 收敛 , > = 73 时 条 件 收敛 , 其 
他 情况 发 散 , 完整 图 示 见 图 26-11 


x 下 
XXXX XXXXXXxX Wud XXXXX xxxXxxxx 


该 级 数 因为 复杂 的 因子 2”” 而 成 为 运用 根 式 判 别 法 的 一 个 很 好 的 候选 项 . 你 可 以 
用 比 式 判 别 法 来 求 出 结果 , 但 根 式 判别 法 更 好 . 考虑 第 n 项 绝对 值 的 n 次 方 根 的 
极限 : 


lim 
mn 一 co 12 


现在 无 论 z 取 何 值 , 极限 都 等 于 0, 小 于 1; 根据 根 式 判 别 法 , 究 级 数 对 所 有 z 都 绝 
对 收敛 . 即 收敛 半径 是 co, 且 图 像 如 图 26-12 所 示 . 
WIIAINIININNNN IIN NIN NNINNNIINNNNIIINN 
= 


1/n 1/n 
. 3n 已 . 3 
= a le + )L = 上 naa + 4. 


图 26-12 
在 我 们 进入 下 一 节 前 的 最 后 一 个 评论 : 注意 当 收 敛 半径 为 正 时 , 可 能 在 两 端点 
都 收敛 , 或 都 不 收敛 , 只 在 左 端点 收敛 , 或 只 在 右 端 点 收敛 . 在 前 面 我 们 已 经 见 过 了 
所 有 的 四 种 可 能 . 
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我 们 来 看 一 些 求 泰勒 级 数 的 方法 . 求 给 定 函 数 上 关于 z = a 的 泰勒 级 数 的 一 
个 方法 , 是 像 25.2 节 那 样 直接 用 公式 . 为 了 运用 公式 需求 f 的 所 有 导数 , 至 少 是 在 
z 二 a 的 所 有 导数 . 对 大 多 数 函 数 来 说 , 这 是 一 种 令 人 厌烦 的 事 . 通常 , 一 个 较 好 的 
办 法 是 用 一 些 常 见 的 泰勒 级 数 来 合成 新 的 泰勒 级 数 . 当然 , 首先 你 需要 知道 一 些 泰 
勒 级 数 ! 手边 有 下 面 5 个 麦克 劳 林 级 数 (关于 x = 0 的 泰勒 级 数 ) 是 非常 有 用 的 . 
( 对 应 f(z) = ez 的 : 
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对 所 有 实数 x 都 成 立 . 
(2) 对 应 f(x) = sin(z) 的 : 
2 (—1)"w2"+1 23 X35 rx" 


Sin(Z) = >》， 


n=0 


Qnr) “ 3 5 7 


对 所 有 实数 z 都 成 立 . 
(3) 对 应 f(x) = cos(z) 的 : 


59 (—1)"x2" 2 zr4 ze6 
MU 2 CO 0 
对 所 有 实数 x 都 成 立 . 
(4) 对 应 f(z) = 1/(1 一 z) 的 : 
1 


Ce 
= >》 "=1+7+r + 十 … 


上 
站 n=0 


只 对 -1 < x <1 成 立 . 
(5) 对 应 f(z) = In(1 十 xz) 或 f(z) = In(1 一 xz) 的 : 


成 立 , 不 过 这 个 有 反复 杂 了 ! 


们 将 在 后 面 的 26.2.2 节 和 26.2.3 节 分 别 讨 论 ##2 和 ##5. 


对 一 1 < x <1 成 立 . (其 实 , 第 一 个 公式 也 对 z= 1 成 并 ,第 二 个 公式 对 z= 一 1 
) 


至 今 为 止 , 我 们 已 经 证 明了 公式 #1 和 #3( 见 24.2.3 节 ) 和 #4( 见 22.2 节 ). 我 


无 论 如 何 , 假设 已 经 学 过 这 5 个 级 数 . 下 面 是 如 何 通过 对 它们 的 操作 来 得 到 新 


的 第 级 数 ”. 
26.2.1 ” 代 换 和 泰勒 级 数 


到 


最 有 用 的 方法 就 是 做 代 换 . 在 麦克 劳 林 级 数 中 , 你 可 以 将 z 换 为 z” 的 倍数 来 


得 到 一 个 新 的 麦克 劳 林 级 数 , 其 中 n 是 一 个 整数 . 例如 , 我 们 知道 


2Z2 2Z3 zt 
21 


7 一 1 tt Pe 站 
e 十 Z 十 页 十 可 十 而 十 


@ 这 些 方法 的 证 明 不 在 本 书 讨论 范 围 内 . 
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对 任意 z 都 成 立 , 故 车 想 求 (zx) = ez” 的 麦克 劳 林 级 数 , 只 需 将 上 述 级 数 的 > 换 成 
z2, 可 得 


屋 $ 过 这 全 2\4 
a 2 (2) (x) | (2) 
a 一 1 十 2 ol 十 引 A 十 》 
并 可 化 简 为 ee 
i | i 十 …，. 
2 3! 4 : 


于 原 级 数 对 任意 x 都 成 立 , 这 个 级 数 也 一 样 . 
我 们 来 看 另 一 个 常见 的 例子 : f(x) = 1/1+ zx? 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 为 了 求 
解 该 题 , 从 下 面 儿 何 级 数 开 始 : 


1 
Ti Dt tt 
它 对 -1 < zx < 1 成立, 然后 将 > 换 成 -z? 可 得 
2 二 Nn — Nn,2n 
这) = 》_(-1) 2 和 0 一 1 一 22 十 24 一 Z6 十 .…， 
n=0 n=0 


它 对 -1 < -22 < 1 成立. 注意 我 们 将 这 个 “成 立 ” 的 不 等 式 中 的 z 换 成 了 一 22 
这 个 在 这 里 并 不 重要 , 因为 最 后 不 等 式 可 化 简 为 -1 < z < 1， 但 是 假设 我 们 要 求 
1/(1 十 2x?) 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 我 们 需 将 x 换 成 -2z2, 此 时 可 得 


1 %0 a ee , , 
= 》 (一 2z2) = > (一 1 "277 和 一 1 一 2 十 42 一 8Z 十 ， 
1T 十 27 ph 一 


但 它 只 对 -1 < -2z2 < 1 成立 . 可 以 确信 该 不 等 式 可 化 为 -1/V2 < x < 1/V2. (这 
0 
段 设 现在 从 下 面 的 等 式 该 等 式 对 所 有 的 x 都 成 立 ; 
i 25 pd 
sin(7) = x 3 | 可 一 可 证 ， 
右边 是 sin(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 可 看 作 sin(z) 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 . 若 将 > 上 
(zx 一 18) 代 换 , 则 得 到 一 个 关于 xz = 18 的 泰勒 级 数 : 
3 5 7 
ee & C 
右边 不 是 sin(z) 关于 z = 18 的 泰勒 级 数 , 因为 左边 不 再 是 sn(z), 而 是 sin(z 一 18). 
所 以 我 们 的 代 换 也 改变 了 原 函 数 . 我 们 其 实 求 出 了 sin(z - 18) 关于 xz = 18 的 泰勒 
级 数 . 为 了 求 出 sin(z) 关于 x = 18 的 泰勒 级 数 , 需要 用 到 泰勒 定理 中 的 公式 . (我 
们 在 25.2 节 末 见 过 类 似 的 问题 .) 
上 面 这 个 例子 告诉 我 们 , 若 将 x 换 为 (z 一 a), 则 得 到 关于 x = a 的 泰勒 级 数 
而 不 是 麦克 劳 林 级 数 , 但 是 函数 也 变 了 . 这 还 是 有 用 的 . 例如 , 为 了 求 In(z) 关于 
z 二 1 的 泰勒 级 数 , 从 前 一 节 的 一 个 公式 开始 : 


LU 


514 第 26 章 泰勒 级 数 和 项 级 数 : 如 何 解 题 


4 
J 化 时 区 i 
n(1+ x)= > | F.… 对 一 1<x<1l 成 立 . 


9 2 3 


ket 


3 
为 (z 一 1), 则 In(1 十 zx) 变 为 In(1 十 (x 一 1)), 或 只 是 In(z), 故我 们 得 到 
( 


换 
(—1)® el sh a Dl 
-> 二 有 4 


现在 , 将 z 


对 一 1 < (zx 一 1) <1 成立. 
注意 我 同样 将 原 不 等 式 -1 < x<1 中 的 xz 换 为 (z 一 1), 得 到 -1<(z--1)<1. 这 
人 a 故 各 项 加 1, 得 到 0 < x < 2. 最 后 可 得 
对 0 < z < 2 成 立 . 
这 里 我 们 用 了 In(1 + z) 的 麦克 劳 林 级 数 得 到 In(z) 关于 x = 1 的 泰勒 级 数 . 
这 里 , 代 换 方法 也 可 以 用 于 求 泰 勒 多 项 式 , 不 过 要 注意 写 对 阶 数 . 例如 , 若 取 
f(z) =e? 和 a=0, 则 3 阶 泰勒 多 项 式 为 


的 二 于 


若 g(x) = e”, 将 上 述 多 项 式 的 > 换 为 z2 3 称 了 9 的 3 阶 泰勒 多 项 式 为 
Py(z)=1+22 ye 


是 错 的 . 它 其 实 是 g 关于 z = 0 的 6 阶 泰勒 多 项 式 , 所 以 左边 应 为 Ps(zx) 而 不 
是 户 (z)， 为 了 得 到 己 (z) 的 正确 公式 , 只 需 去 掉 所 有 次 数 大 于 3 的 项 . 意味 着 
Ps(z 后 1 二 7Z2. 当然 , 它 也 是 已 (x)! 要 当心 不 要 看 作 次 数 哦 ! 那 可 是 阶 数 . (至 少 ， 
你 想 通 过 微 积分 这 门 课 并 取得 学 位 .……… . 好 吧 , 我 发 执 再 也 不 使 用 双关 语 了 .) 
26.2.2 ”泰勒 级 数 求 导 

若 一 个 窜 级 数 收 敛 于 开 区 间 (a,5) 上 可 导 的 函数 f, 则 可 以 通过 对 窘 级 数 逐 项 
得 到 一 个 在 相同 区 间 上 收敛 于 (zx) 的 新 虞 级 数 . 在 端点 a 和 ， 的 情况 比较 

: 求 导 后 的 级 数 可 能 发 散 , 即使 原 级 数 是 收敛 的 所 以 要 单独 讨论 端点 . 

我 们 的 第 一 个 例子 是 求 sn(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 假设 我 们 已 知 cos(z) 的 麦克 

劳 林 级 数 为 


所 风 


求 
加 


72 4 6 8 
tn te 
公式 对 所 有 x 都 成 立 . (这 个 我 们 已 在 24.2.3 节 证 明 .) 若 两 边 同 时 求 导 , 右边 逐 
项 求 时 , 可 得 


. _ 22 473 6725 | 87" 
FR en 


@ 若 求 时 后 的 级 数 在 一 个 (或 两 个 ) 端点 处 收敛 , 则 原 级 数 也 在 那里 收敛 . 
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为 了 处 理 左边 的 负 号 , 两 边 同 乘 -1. 不 过 还 有 男 一 个 化 简 需 要 做 . 我 们 要 处 理 形 如 
2/2!、4/4!1、6/6! 和 8/8! 的 量 . 先 来 考虑 4/41, 由 于 4 实 为 3 x 4, 可 将 4/4! 通过 消 
掉 因 子 4 而 化 简 为 1/3!. 类 似 的 , 6! = 51x 6, 故我 们 有 6/6! = 1/51, 同样 8! = 7! x 8， 
所 以 8/8! = 1/7!. 综 上 , 上 面 的 等 式 变 为 


Z3 x 2Z7 


sin(Z) = x 3 | 加 一 es 
于 cos(z) 的 级 数 对 所 有 z 都 成 立 , 所 以 上 述 求 导 后 的 级 数 也 如 此 . 即 , sin(z) 的 
麦克 劳 林 级 数 由 上 式 给 出 , 且 对 所 有 z 都 成 立 . 这 就 证 明了 前 面 26.2 市 的 公式 #2. 
这 里 是 肾 级 数 求 导 的 另 一 个 例子 . 假定 欲求 f(x) = LV/(L+ 2)2 的 麦克 劳 林 级 
数 . 最 好 的 方法 是 从 1/(L+z) 的 级 数 开 始 , 该 级 数 是 通过 将 标准 几何 级 数 (前 面 的 
公式 #4) 的 z 换 为 -zx 而 得 到 的 : 


一 1 一 Z 十 Z2 一 Z3 十 24 5 
1 工 十 
对 一 1 <x<1 成 立 . 然后 两 边 求 导 , 右边 逐 项 求 导 , 可 得 
1 过 | 2 3 
i + 27 一 37< 十 47 
剩 下 的 就 是 两 边 同 时 取 负 , 得 
1 
i 27 3x2 Po "(n+1)z 
对 -1 < x < 1 成立，( 你 需要 验证 带 求 和 号 的 表达 式 是 正确 的 且 级 数 在 端点 
Zz 二 土 ] 处 不 收敛 .) 


同样 , 你 可 以 将 这 些 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 还 是 要 注意 那些 阶 . 由 于 多 项 式 求 
导 使 得 次 数 减 1, 求 导 后 的 泰勒 多 项 式 的 阶 比 原 多 项 式 小 1. 例如 , 1/(1L+z) 关于 0 
的 3 阶 泰勒 多 项 式 是 1 一 zx 十 x 一 改 , 如 在 前 一 个 例子 所 见 . 若 求 导 并 乘 以 -1 则 
1/(1 十 x)? 关于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 为 1 一 2x 十 3z2. 
26.2.3 ”泰勒 级 数 求 积分 

我 们 还 可 以 对 泰勒 级 数 逐 项 求 积 分 . 新 的 级 数 与 原 级 数 收 敛 区 间 一 样 (收敛 区 
间 的 端点 除外 ). 若 用 的 是 不 定 积分 , 别 态 了 常数 ! 我 们 来 看 一 些 例子 . 首先 , 先 来 
证 明 In(1 一 xz) 的 公式 , 这 个 在 前 面 26.3 节 的 公式 #5 已 经 说 过 , 不 过 没 证 过 : 
OO 全 2 3 4 


xX 人 a a 
1 1 一 一 
nl -2)= 2, 加 34 


各 
对 一 1 <x <1 成立. 我 们 将 用 到 几何 级 数 的 公式 , 即 26.2 节 的 公式 #4: 
1 
1—Zz 


Co 
= 》 如 =1 二 2 十 2 十 3 十 ， 
n=0 
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对 一 1 < xz <1 成 立 , 然后 对 每 一 项 关于 z 求 导 : 


1 Ee 
| | dn= | rete 十 x2” 十:…)dx. 


n=0 


(注意 这 里 我 既 用 了 求 和 号 , 也 用 了 展开 式 , 不 过 你 一 般 只 会 用 到 二 者 之 一 .) 现在 逐 
项 求 积 分 : 


0 zn+l 人 二 4 
Sin 和 
全 = 人 


这 里 最 好 将 常数 放 在 前 面 而 不 是 用 +C 的 方式 放 在 后 面 , 因为 常数 是 暴 级 数 的 零 
次 项 . 现在 我 们 要 求 出 C 的 值 . 最 好 的 方法 是 代入 x = 0, 对 于 这 个 问题 , 我 们 可 得 


02 03 04 
—ln(1 —0)= C+0+ 5 L 3 4 ee 
化 简 后 得 C = 0. 将 其 代入 并 两 边 取 负 , 则 得 到 与 原来 一 样 的 In(1 一 z) 的 级 数 : 
By n 72 3 了 和 4 
lIn(1 — 7) = >》， 了 一 一 Z 一 本 3 


del 
于 原 级 数 (1/(1+z) 的 级 数 ) 对 -1<z<1IL 收 敛 , 故 积分 后 的 级 数 ( 即 -ln(1 一 zx) 
的 级 数 , 进而 对 In(1 - z) 的 级 数 ) 也 对 -1 < x < 1 收敛 其 实 , In(1 一 xz) 的 级 数 
当 z= 一 1 时 也 收敛 , 不 过 如 我 所 说 , 逐 项 积分 以 后 的 窜 级 数 并 未 给 出 收敛 区 间 端 
点 处 的 任何 信息 . 现在 , 可 通过 将 前 面 26.2 节 的 公式 #5 中 的 z 代 换 为 -x 而 得 到 
In(1 十 xz) 的 展开 式 . 
另 一 个 例子 : 如 何 求 tan-!(z) 的 麦克 劳 林 级 数 ? 不 断 求 导 是 很 痛苦 的 ( 试 试看 
就 知道 了 ! ) 但 我 们 可 以 更 灵活 一 点 , 对 已 知 的 级 数 求 积 分 . 我 们 来 看 一 下 , tan-1(z) 
是 1/(L+2z2) 的 一 个 反 导 数 , 我 们 在 26.2.1 闻 得 知 
1 
14x2 
其 中 -1 < wx<1. 现在 可 以 两 边 求 积 分 : 


| 去 dz=-|a 22 十 2 一 2Z6 十 .…)dz. 
1 


右边 逐 项 求 积 可 得 


3 5 7 
tan-!1(x)=O+Z 3 + 人 
现在 代入 x = 0 来 求 C: 
5 7 
tan-l(0) ==C+0 ES - | 


化 简 为 C = tan-1(0) = 0. 故 , 我 们 有 
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zx3 X35 oe J) T2272+1 
后 + 生字 + 0 
(确信 右边 的 带 求 和 号 形式 的 正确 性 .) 由 于 LV/(L- 2z2) 的 原 级 数 当 -1<x<1 时 
收敛 , 所 以 tan-1(zx) 的 级 数 也 在 -1 < z < 工时 收敛 ”. 

我 们 来 看 一 个 定 积分 的 例子 . 假定 一 个 函数 f 定义 为 
f(x) = | sin(t3)dt. 


0 
它 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 我 们 应 该 从 求 sin( 妇 ) 的 级 数 开 始 . 为 了 实现 这 个 , 对 
sin(x) 的 麦克 劳 林 级 数 做 换 元 x = 如, 可 得 
(8 (5 (7 
3 + 7 


tan-l(z) 一 工 一 


sin(t3)= #3 
t9 t15 t21 
人 
于 sin(z) 的 级 数 对 所 有 实数 xz 均 成 立 , 则 sin( 妇 ) 的 级 数 对 所 有 实数 二 都 成 立 . 
现在 两 边 可 同时 求 0 到 x 的 积分 , 得 


2 9 15 21 
f(z) = 上 sin(t3)dt = le ® 可 | a t a 上 dt; 
对 右边 逐 项 求 积分 , 可 得 


14 116 122 也 
= (5 i 二 + 
zx4 X10 rl6 x22 

4 10.3 16.5 22.71 i 


对 所 有 实数 z 都 成 立 ，( 你 应 该 试 着 将 这 个 级 数 写成 带 求 和 号 的 形式 , 答案 在 后 面 
的 26.3 节 给 出 .) 

也 可 将 上 述 积分 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 这 次 泰勒 多 项 式 的 阶 要 加 1. 
26.2.4 ”泰勒 级 数 相 加 和 相 减 

车 已 知 两 个 函数 f 和 9g 关于 z = a 的 泰勒 级 数 , 则 和 式 f(z) 十 g(z) 的 泰勒 级 
数 显 然 是 两 个 泰勒 级 数 之 和 , 这 个 至 少 对 于 两 泰勒 级 数 收敛 区 间 的 交集 是 成 立 的 . 
差 f(z) 一 g(x) 遵循 相同 规则 . 在 实践 中 唯一 需要 做 的 事 就 是 合并 同类 项 , 然后 关注 
所 得 级 数 在 哪里 收敛 . 例如 , sin(x) -ez 的 麦克 劳 林 级 数 为 


Ne 


@ 其 实 , 根据 交错 级 数 判 别 法 , tan-1(z) 的 级 数 在 xz = 1( 或 x = 一 1) 时 也 收敛 , 最 后 可 得 一 个 可 爱 
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za 25 27 ER eh eR 
a Dy a HB Or 
这 里 需要 化 简 . 做 消减 后 , 至 少 到 7 阶 的 级 数 为 
j 2Z2 2z3 rt x 2z7 


2 3 4 6 7 
于 sin(z) 和 ez 的 级 数 对 所 有 z 成 立 , 所 以 sin(z) - ez 的 级 数 也 一 样 . 


若 讨论 泰勒 多 项 式 ， 则 需要 注意 阶 数 取 两 个 阶 数 的 较 小 者 ， 例 如 , 我 们 知道 


1/(1 一 zx) 关于 0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 为 
工 十 丈 十 .22 十 23， 
而 ez 关于 0 的 四 阶 泰勒 多 项 式 为 Po 


若 令 f(z) = 1/(1 一 z) 十 e*, 并 求 它 的 关于 0 的 泰勒 多 项 式 , 则 取 上 述 两 个 多 项 式 
的 和 是 不 对 的 . 问题 出 在 ez 的 多 项 式 有 四 阶 项 , 但 1/(1 一 z) 没有 四 阶 项 . 这 好 比 
是 拿 苹果 和 桔子 这 样 两 种 无 法 相 比 的 东西 做 比较 . 你 更 应 该 将 ez 多 项 式 的 四 阶 项 


略 去 来 得 到 三 阶 泰勒 多 项 式 


3 


] rx 也 
现在 可 将 1+Tz+z2+z3 加 到 上 面 的 多 项 式 , 来 得 到 1/(1 一 zx) 十 e* 关于 x=0 的 
三 阶 泰勒 多 项 式 

2 3 ZT 0 

(1 十 TY 十 ZX 十 2 ) 十 1+z 十 可 十 可 
化 简 可 得 
37 77 
2 十 2x4 2 + 6 


26.2.5 “泰勒 级 数 相 乘 


你 也 可 以 将 两 个 泰勒 级 数 相 乘 ， 从 而 得 到 一 个 收敛 于 相应 两 函数 之 积 


1 新 级 


数 , 至 少 该 级 数 在 两 泰勒 级 数 收敛 区 域 的 交集 收敛 ， 用 求 和 号 的 形式 来 书写 这 些 
会 很 乱 ， 且 通常 会 有 两 个 求 和 号 . 一 般 的 , 大 家 只 关注 级 数 的 前 面 几 项 . 例如 , 求 


f(x) = ersin(z) 的 直到 三 阶 且 包 含 三 阶 的 麦克 劳 林 级 数 . 欲求 该 问题 , 写 | 


sin(z) 的 直到 三 阶 的 级 数 , 相 乘 , 然后 略 去 所 有 大 于 三 阶 的 项 : 


2 13 
cs- (1 Z 十 可 1 H (2- 守 +…) 


= 加 Fz(z) 1 邱 ( 让 


ee 
NN 


bh ex 和 


有 一 个 略 去 无 用 项 的 技巧 . 例如 , 分 别 略 去 第 一 个 和 第 二 个 和 中 的 项 x 和 一 x3/6 
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因为 我 上 只 需要 到 三 阶 的 项 ; 辱 我 想 要 


的 乘积 , 这 是 因为 我 意识 到 它们 之 积 会 得 到 一 个 含 z4 的 项 , 而 这 个 不 是 我 关心 的 ， 
直到 四 阶 的 项 , 则 我 必然 要 关注 更 多 项 . 


事实 上 , 不 要 把 注意 力 集中 在 阶 数 大 于 你 写 下 的 原 函 数 级 数 的 阶 的 项 , 这 点 很 


重要 . 例如 , 取 e” 关于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 
1 二 十 2 
现在 令 其 与 e-” 关 于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 
1 一 十 0 
相 乘 . 得 到 
(1+e+$)( £1 J 
化 简 为 


若 你 看 到 它 后 说 它 是 乘积 (ez)(e-?) 关 了 


比 音 


毕 竞 , 两 函数 之 积 是 1, 故 它 的 所 有 泰勒 多 项 式 都 是 1. 正 
次 数 大 于 2 的 项 . 毕竟 , 我 们 只 是 从 二 阶 多 项 式 开始 , 那 怎 么 能 期 望 将 这 两 个 多 项 
式 相 乘 就 得 到 更 高 阶 的 呢 ? 在 上 面 的 多 项 式 1+z4/4 中 , 项 z4/4 的 次 数 大 于 2, 故 
, 应 该 略 去 . 多 项 式 的 二 阶 多 项 式 为 1, 这 就 是 你 能 从 两 个 二 阶 泰勒 多 项 式 


不 准 硬 

的 积 中 得 到 的 所 有 结论 . 不 要 将 精力 都 集中 在 更 
己 骑 虎 难 下 . 

26.2.6 ”泰勒 级 数 相 除 


你 可 以 用 长 除法 来 做 与 除法 


六 0 的 四 阶 泰勒 多 项 式 , 那 就 大 错 特 错 了 ! 
的 做 法 是 略 去 积 中 所 有 


高 次 数 上 , 以 免 贪 多 嚼 不 烂 而 使 自 


样 的 事 . 方法 是 略 挥 除 所 关心 的 项 以 外 的 所 有 


项 . 例如 , 为 了 求 f(z) = sec(z) 的 直到 四 阶 的 麦克 劳 林 级 数 , 首先 将 sec(z) 写 为 
1/ cos(z), 然后 与 多 项 式 一 样 做 长 除法 . 这 里 的 主要 区 别 是 你 应 该 将 各 项 按 次 数 递 


增 的 顺序 写 , 而 不 是 平常 的 递减 顺序 . 由 于 我 们 关心 直到 四 阶 的 项 , 我 们 将 把 


22 24 
Pe 
| | cos(Z) 十 5 
用 在 1/ cos(z) 的 长 除法 中 : 
5 
1 eT B722 交 4 
1 十 0z 到 2 H 0z3 -| 志 2Z4 )! 0z 十 0z2 十 0z3 十 0z4 
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所 以 sec(z) 的 麦克 劳 林 级 数 是 1 + /2 十 5z4/24 十 …, 直到 四 阶 项 . 

若 我 们 欲求 tan(z) 直到 四 阶 的 麦克 劳 林 级 数 ， 可 类 似 求解 ， 因为 tan(z) = 
sin(zZ)/cos(z). 利用 sin(z) = x 一 23/6 十 .… 和 cos(x) = 二 1 一 72/2 十 xX4/24 一 …, 除 
法 如 下 : 


1 十 0z 23 十 0Z4 十 …. 


1 
到 十 07 + 7 ) oreo 


1 
2 
计算 自行 完成 . 通过 计算 可 以 看 到 直到 四 阶 项 时 tan(z) = z 十 x23/3 十 … (注意 这 里 
四 阶 项 为 0). 
以 上 论述 表明 你 可 能 不 需要 连续 求 导 , 并 利用 泰勒 级 数 公式 来 求 泰勒 级 数 . 若 
幸运 的 话 , 可 以 用 5 个 基本 级 数 , 外 加 一 个 或 多 个 如 换 元 、 求 导 、 积 分 、 加 法 、 减 
法 、 乘 法 和 除法 的 方法 来 求 级 数 . 


过 


26.3 ”利用 景 级 数 和 泰勒 级 数 求 导 
回忆 f(x) 关于 x = au 的 泰勒 级 数 的 第 n 项 系数 公式 : 


f(a) = nl x (a) 
所 以 车 知道 一 个 函数 关于 某 点 a 的 泰勒 级 数 , 就 可 以 很 容易 的 求 得 该 函数 在 a 点 
的 导数 . 这 就 是 你 的 全 部 所 得 ! 这 里 并 没有 任何 关于 其 他 x 值 处 的 导数 值 的 信息 ， 
只 有 z= a (其 实 , 为 求 第 n 阶 导 数 需 要 的 只 是 一 个 在 x = a 的 n 阶 或 更 高 阶 的 
泰勒 多 项 式 , 而 不 是 整个 泰勒 级 数 .) 

为 了 应 用 上 面 的 方程 , 需 从 求 给 定 函数 的 一 个 合适 的 泰勒 级 数 开 始 . 前 面 几 节 
的 方法 对 这 个 是 很 有 用 的 . 例如 , 假设 f(z) = e”, 上 且 我 们 欲求 fa00)(0) 和 /00(0). 
我 们 从 求 e”” 的 麦克 劳 林 级 数 开始 : 


ee 2\n ee 2n 
2 (2 a 
es 


n=0 n=0 
根据 前 面 图 框 中 的 公式 ， 
jl100)(0) = 100!x (b). 
那么 麦克 劳 林 级 数 中 x10 的 系数 是 什么 ? 可 以 看 上 面 的 麦克 劳 林 级 数 , 可 知 系数 
就 是 1/(500, 或 者 更 正式 一 点 的 说 法 , 你 能 够 算出 n 的 什么 值 对 应 z109. 特别 的 ， 
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我 们 想 确 定 z10% 的 倍数 z2? /nl, 而 这 就 意味 着 2n = 100, 所 以 n= 50, 对 应 的 项 为 
z100/(50!). 故 系数 是 1/(501). 意思 是 


f0100)(0) = 100! x 


1 100! 

50! 501 

(不 要 犯 将 最 后 的 表达 式 化 简 为 21 的 错误 , 阶乘 不 是 这 样 算 的 .) 现在 想 一 想 , /00(0) 
又 怎么 求 呢 ? 它 等 于 上 述 级 数 中 z101 系数 的 101! 倍 . 那个 系数 是 什么 ? 等 一 下 , 级 
数 中 没有 奇 次 震 ! 换 一 种 方式 思考 , 什么 样 的 n 值 对 应 z101? 需要 解 2n = 101, 但 
n 必须 为 整数 , 所 以 没有 需 z101. 那 就 意味 着 x101 的 系数 为 0, 所 以 

f(1°D(0) = 101!x 0=0. 

好 吧 , 我 们 来 看 一 个 更 难 的 例子 . 在 26.2.3 节 , 我 们 发 现 定义 为 


f(x) = lb sin(t3)dt, 


的 函数 f 的 麦克 劳 林 级 数 是 


4 10.3 16:5! 22.71 
这 个 级 数 对 所 有 的 xz 都 收敛 于 f(z). 现在 我 问 : (5%(0) 是 什么 ? (523(0) 呢 ? 为 了 
求 出 这 些 , 我 们 需要 前 面 f(x) 的 级 数 中 z50 和 z52 的 系数 . 要 知道 , f(50)(0) 是 f(x) 
麦克 劳 林 级 数 中 x50 系数 的 50! 倍 , 当然 , 除了 处 处 用 52 代替 50 之 外 ,52)(0) 也 
同 理 . 
为 了 求 上 面 级 数 中 z50 和 x52 的 系数 , 你 需要 将 级 数 写 出 来 直到 足够 长 以 便 
于 理解 . 更 好 的 方法 是 将 级 数 用 求 和 号 表示 . 之 前 我 已 经 让 你 练习 过 这 个 , 这 里 
相应 的 做 法 .注意 x 的 雳 为 4 10, 16, 22, .… ,等 等 ， 这 意味 着 窜 次 从 4 开始 
次 增长 6. 所 以 , 指数 为 6n 十 4 其 中 n 取 值 为 0, 1, 2, 3, …, 等 等 . 现在 来 看 
母 , 它 是 6n + 4 与 某 奇 数 阶乘 的 乘积 . 其 中 奇数 为 1 3, 5, 7, :… , 等 等 , 故 分 母 是 
(6n 十 4)(2n 十 1)!. 最 后 , 各 项 以 正 项 开始 , 正 负 交 错 ， 所 以 应 该 还 有 (一 1)”. 现在 我 
们 已 经 看 到 


5 冰 半 部 


Oo (S14 
/网 二 2 (6n + A) Qn + 1 


现在 我 们 可 以 求 得 xz30 和 z52 的 系数 . 对 前 者 , 解 6n 十 4= 50 得 到 n= 23/3, 它 不 
是 整数 , 所 以 z59 的 系数 为 0. 意味 着 


了 (50)(0) = 50! x (z50 的 系数 ) = 50! x 0 = 0. 


男 一 方面 , 对 z52, 解 6n 十 4 = 52 得 到 n= 8, 故我 们 可 以 通过 观察 n = 8 时 的 结果 
来 确定 z52 的 系数 . 和 式 中 n = 8 的 项 是 


(一 1)8z6x8+4 2 


(6x8+ACx8+I)! Bx17 
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所 以 系数 是 1/(52 x 1710). 最 后 ， 
1 51! 

了 (52)(0) = 52! x (z52 的 系数 ) = 52! x a 
注意 这 里 我 做 了 一 个 小 的 相 消 : 521/52 = 51!, 在 向 下 进行 之 前 要 和 卉 明白 这 么 做 的 正 
确 性 ! 
有 时 , 一 个 函数 已 经 被 关于 z = a 的 一 个 寡 级 数 定 义 , 你 可 能 需要 求 这 个 函数 
在 a 处 的 某 些 导数 . 这 个 甚至 比 前 面 的 例子 容易 些 , 因为 不 用 先 求 泰勒 级 数 . 例如 ， 
假设 f(x) 定义 为 


> (—1)"tin3(z 2 6)3” 


nl ? 


f(z) = 
n=0 
对 所 有 z 都 收敛 (为 什么 ? ) 假设 要 求 /G09(6) 的 值 . 宕 级 数 是 关于 = = 6 的 , 故 
我 们 可 以 用 公式 
f(300)(6) = 300!x( 上 面 的 级 数 中 (z 一 6)30 的 系数 ) 

为 了 知道 系数 的 值 , 我 们 应 该 求 出 n 的 什么 值 给 出 了 正确 的 项 . 看 上 面 的 级 数 , (x 一 
6) 的 指数 为 3w 所 以 我 们 需要 3n = 300 的 项 . 因此 ”= 100, 代入 后 我 们 看 到 正确 
的 项 是 


(—1)100+11003(z 一 6)300 ~—1 000 000 00 
100! 二 0 
所 以 系数 是 -1 000 000/100!. 要 想 使 它 更 别致 一 点 , 可 以 将 100! 写成 100 x 99! 并 
肖 掉 100, 得 到 系数 为 -10 000/99!. 总 之 , 这 个 给 出 了 
3 -10000 300!x 10 000 
£300) (6) = 300! x Oo i . 
那 要 求 /800(6) 怎么 办 ? 可 以 证 明和 宫 级 数 中 没有 (x 一 6)301 这 项 , 所 以 答案 为 0, 这 
分 


部 分 留 给 你 自己 完成 . 


Pe 


26.4 ”利用 麦克 劳 林 级 数 求 极限 


你 也 可 以 利用 泰勒 级 数 来 求 特定 的 极限 . 特别 的 , 若 你 有 类 似 于 这 样 的 极限 
lim f (2) 
2 一 0 g(x) 
2 三 0 时 , 分 子 分 母 都 为 0, 则 可 以 用 洛 必 达 法 则 ; 然而 , 若 想 求 
ee e- +w?cos(z)—1 
一 0 1 — cos(2x3) 
的 值 , 还 那么 做 的 话 , 你 会 完全 发 疯 的 . 对 分 子 分 母 求 一 次 导 一 点 都 不 好 玩 , 更 不 必 
说 可 能 要 求 约 6 次 导 了 (结果 确实 如 此 ). 所 以 , 正确 的 方法 是 用 合适 的 麦克 劳 林 级 
数 中 足够 多 项 来 代替 看 到 的 每 一 样 东 西 . “足够 多 项 ”的 意思 是 什么 ? 我 们 希望 能 消 


》 


其 中 


由 


? 
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去 一 些 项 , 且 不 想 让 分 子 或 分 母 为 0. 我 们 先 求 到 第 8 阶 来 试 一 下 . 写 出 完整 的 麦 
克 劳 林 级 数 , 首先 , 因为 


eT a 1 | | 2 | 2 | 2 | 
一 三 之 本 5 1 6 1 5 1 ) 
用 -z2 代 换 zx, 得 到 
py 24 Xe 2Z8 
2 
和 
又 因为 
02 54 Xs 
cos(Z) 一 1 人 


通过 两 边 乘 xz? 可 得 z? cos(z) 的 级 数 : 


Z4 2Z6 Zz 


2Z2 cos(Z) = 2Z2 一 a 
若 我 们 回 到 cos(z) 的 级 数 并 用 2x3 代 换 x, 可 得 
cos(273)= 1 Ce EL 
这 里 我 们 甚至 不 需要 最 后 那 项 , 更 不 必 理 会 任何 次 数 更 高 的 项 , 因为 我 们 只 决定 到 
8 阶 . 同样 , 把 它 拿 进 来 也 不 会 有 坏处 , 所 以 , 我 们 留 下 它 . 总 之 , 若 将 所 有 这 些 联系 
在 一 起 , 分 子 就 是 


ez 十 z2cos(z) 一 1 


i 


2 
2 


Tt zo Zs Xt ze zs 
= [1 2 | Ph 2 2 1 
( 71s 613 ) ( 2 +324 6 ) 
1 1 1 
a 6 Be 
8 所 高 )> oa 
而 分 母 变 为 


2 
1—cos(2x3)=1 ( 276 十 -7x12 1 ) = +t 


现在 代入 极限 , 我 们 有 


LA i 
ew2cos(z)-l1 ,. 8 24 720 
lim = lim 
z=—0 1—cos(2x3) z=0 276 十 二 12 Ei 
3 
上 下 同 除 以 最 低 次 项 x6, 并 代入 xz = 0 可 知 该 极限 等 于 


1 1 1 5 
Z2 十 …， 
i 8 24 720 —1/8 1 
1m 二 一 
2 下 2 
0 2 一 500+. 2 16 


所 以 , 如 你 所 见 , 阶 数 大 于 6 的 项 都 不 用 写 出 来 (这 就 是 为 什么 我 从 不 烦心 要 
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化 简 1/24 - 1/720 的 原因 ). 基本 上 , 车 所 有 的 项 都 消去 了 , 意味 着 你 还 没 用 到 足够 
多 的 项 , 然而 如 果 还 有 什么 留 下 来 , 你 已 经 写 出 足够 的 项 并 能 继续 下 去 ， 如 果 最 高 
只 能 写 到 5 阶 (或 更 少 ), 则 又 得 到 了 0/0, 所 以 你 不 会 继续 下 去 . 

我 们 再 看 一 个 例子 : 求 


lim ( 
Z 一 0 


二 
sin(7) 


1 
和 二 让 


上 


这 看 起 来 不 像 一 个 分 式 ， 所 以 第 - 步 要 做 些 代 元 运算 取 公分 母 , 就 像 我 们 对 14.1.3 


节 中 洛 必 达 类 型 B1 的 极限 所 做 的 一 样 , 将 极限 写成 
i ez —1— sin(z) 
mo sin(z)(er — 1) 
现在 我 们 有 
22 x3 
a ) 
和 
元 
sin(Z) 一 2 一 十 
把 这 些 都 代入 , 极限 变 为 
Z2 23 23 
ER 
st 了 
Z2 23 
= lim DT 
2 pe i : 
现在 , 当 z 一 0 时 , 还 是 最 低 次 起 决定 作用 . 为 了 说 明 这 个 , 上 下 同 除 以 x?. 不 过 ， 


我 们 可 以 稍微 变通 一 下 : 在 分 母 上 , 我 们 想 让 两 个 因子 都 除 以 z, 这 与 整个 分 母 除 
以 z2 一 样 . 极限 变 为 
1 Zz 
5 十 了 十 二 
i 2 人 7 (1)(1) 2 


同样 , 写 出 其 


上 一 


实 , 三 阶 其 至 也 没有 进入 计算 ， 


他 的 项 不 会 有 什么 坏处 一 一 这 里 我 只 用 了 三 阶 , 不 过 更 高 阶 也 行 . 其 


分 母 中 我 们 只 用 到 了 一 阶 项 . 除非 你 是 心理 学 家 或 


六 大 


对 这 样 的 事 有 很 好 的 直 
用 较 少 的 项 要 好 一 些 ， 
都 不 能 解 出 问题 

数 , 则 


见 ， 


因为 


小 


1 面 所 有 极限 可 行 的 真正 原 


则 猜测 需要 多 少 项 真是 太 难 了 . 
尔 总 是 可 以 稍 后 略 去 它们 , 然而 若 


所 以 , 用 较 多 的 项 比 
用 太 少 的 项 , 你 甚至 


因 : 若 f 有 最 低 次 项 为 awzN 的 麦克 劳 林 级 
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f(x) ~avzN, 当 z 一 0 
我 们 在 21.4.5 节 提 过 这 个 结论 , 与 极限 比较 判别 法 联系 起 来 是 有 用 的 . 事实 上 ， 
述 等 式 甚至 对 了 的 麦克 劳 林 级 数 对 x 关 0 不 收敛 的 情况 也 成 立 . 所 以 没 必要 讨 1 
完整 的 麦克 劳 林 级 数 : 最 低 阶 且 非 0 的 f 关于 xz = 0 的 泰勒 多 项 式 足 可 以 了 . 上 
有 一 个 条 件 , f 的 第 NN 十 1 阶 导数 在 0 附近 有 界 . 这 里 是 全 部 过 程 : 根据 泰勒 定理 ， 
我 们 有 


广 


一 


了 > 


We 


本 N 3 Wd te) N+1 
f(z) = aNnz’ + RN(7)= aNnz + [NTI 
其 中 c 介 于 0 和 zz 之 间 . 现在 两 边 同 除 以 anz* 可 得 
f@) DO 
QNZA an(N+1)! 


右边 的 量 f(N+D(c)/(an(N 十 1)!) 的 绝对 值 当 x 一 0 时 有 界 , 因为 分 母 是 常数 且 我 
们 已 经 假设 分 子 是 有 界 的 . 现在 可 用 三 明治 定理 来 证 明 上 述 方 程 右边 的 最 后 一 项 
在 xz 一 0 时 趋 于 0. 即 ， 


也 就 是 说 : 

jz) ~awzN, 当 z 一 0 
证 毕 . 那 又 怎样 ? 我 们 不 仅 得 到 了 一 个 利用 极限 比较 判别 法 的 随手 便利 工具 , 而 且 
我 们 已 经 证 明了 前 面 的 极限 都 是 成 立 的 . 例如 , 为 了 真正 证 明 前 面 的 极限 


ez —1— sin(z) 
z0 sin(z)(er — 1) ， 
我 们 应 该 注意 到 ez -1- sin(z) 有 一 个 以 z2/2 开始 的 麦克 劳 林 级 数 , 所 以 当 z 一 0 
时 er? 一 1 一 sin(x) ~ 22/2. 类 似 的 , 当 z 一 0 时 sin(z) ~z, 且 当 z 一 0 时 ez 一 1~z. 
于 你 可 以 乘 以 或 除 以 这 些 渐进 关系 (但 不 能 做 加 法 或 减法 ! ), 我 们 可 以 说 
ez 一 1 一 sin(z) 7Z2/2 
~ 2 一 0. 
天 加 区 ~ Ca) 
右边 就 是 1/2, 所 以 我 们 已 经 证 明了 
i er 一 1 一 sin(z) 1 
zz0 sin(z)(er —1) 2 
在 现实 中 , 通常 上 面 的 方法 (运用 带 十 .… 符号 的 整个 级 数 ) 是 被 广泛 接受 的 ， 
虽然 技术 上 讲 它 只 是 在 真正 的 问题 周围 变动 . 真正 发 生 了 什么 ? 这 个 已 在 前 面 关于 
余 项 RN 的 论证 中 给 出 . 


至 今 为 1 
记分 大 
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在 , 我 人 
而 


在 
之 


通过 
全 不 同 的 形式 时 会 发 生 什么 


上 , 我 们 已 经 画 过 很 多 笛 卡 儿 和 多 
] 将 用 从 不 同 的 角度 来 看 问题 


: 首先 ， 


。 参数 方程 、 图 和 求 切 线 ; 


。 极 坐标 与 销 卡 儿 缮 
。 求 极 4 
。 求 由 极 坐 标 


NI 


车 已 有 z 的 特定 值 ， 
考虑 关系 2 十 


方面 ， 


相应 的 y 值 . 
可 以 写成 Vy 二 


然 , 你 


人 标 


| 线 的 


标的 互 换 ; 
切线 ; 


曲线 


国 


成 的 本 


积 . 


27.1 


个 公共 参数 相关 时 会 怎样 ; 接着 , 我 们 将 看 一 下 当 将 整个 4 


参数 方程 和 极 坐标 


E 标 系 下 形 如 yy = f(zx) 的 方程 的 图 像 . 现 
我 们 将 看 一 下 当 坐 标 x 和 y 不 直接 相 


E 标 系 换 成 


参数 方程 


当然 , 我 们 也 会 做 一 些 计算 . 这 是 本 章 的 计划 : 


写 一 个 形 如 y = zx? sin(z) 的 方程 时 , 你 是 将 y 表示 为 关于 z 的 函数 . 所 以 ， 


则 可 以 很 容易 的 通过 将 该 z 值 代 入 方程 求 出 相应 的 y 值 . 为 一 


= 9. 车 已 有 


实 , 可 能 会 有 多 个 y 值 
Cy 一 22 的 形式 ， 


应 于 z， 


{ 


若 z= 土 3， 


现 帮 


这 里 


式 加 以 强 
得 相应 的 zx 和 vy 值 

上 述 这 对 参数 方程 的 图 像 是 什么 样 
的 一 般 方 法 不 同 , 我 们 选择 


求 得 相应 的 vy 值 


则 


调 . 对 y 同型 


;人 


昌 


了 描 点 ， 


选 定 的 值 


只 采用 zx 和 y 值 


t 


Li 


个 特定 的 z 值 


则 你 


了 、\ 中 i 


量 t 被 称 


与 给 定 的 zx 


直 对 应 , 也 可 和 铺 


意思 是 如 果 -3 < x < 3, 则 有 两 个 y 值 对 
个 y 值 与 之 对 应 . 


二 笠 


需要 稍 费 点 力气 来 求 得 
一 个 都 没有 . 当 


E 看 另 一 种 途径 : 假设 x 和 vy 都 是 另 一 个 变量 


时 二 的 函 


X=3cos(t) 和 wy = 3sin(t). 


包含 r. 假定 我 们 


0 


T/6 


的 呢 ? 我 们 来 试 着 


些 t 值 


数 . 例如 , 我 们 可 设 


是 让 你 将 > 看 作 关于 t 的 函数 ; 若 你 愿意 , 甚至 可 以 写成 z(t) = 3cos(t) 的 形 
LE 若 选 定 t 的 特定 值 , 则 可 通过 将 该 


t 值 代入 上 面 的 方程 求 


参数 方程 . 


苗 点 , 与 选择 


此 _ 


直 并 


因为 没有 + 轴 ! 总 之 ， 
用 下 面 的 t 值 . 


/4 


/3 


,并 求 得 相应 的 z 和 vy 值 . 
办 为 有 三 角 函数 , 我 们 应 确保 


为 


/2 


TX 


y 
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若 我 们 用 上 面 的 方程 x = 3cos(t) 和 yy = 3sin(t) 算出 了 对 应 的 zx 和 值 , 便 可 如 
下 填 表 . 
t 0 T/6 T/4 T/3 T/2 
3 3V3/2 3/V2 3/2 0 
y 0 3/2 3/V2 3V3/2 3 
例如 :t= 0 对 应 于 点 (3,0), t= x/6 对 应 于 点 (3V3/2,3/2). 上 面 5 个 点 如 图 27-1 
所 示 . 
看 似 我 们 正在 讨论 中 心 在 原点 且 半 径 为 3 
的 1/4 圆 . 这 并 不 奇怪 ， 只 要 知道 关于 三 角 函 
数 的 知识 ! (当然 , 对 任意 的 土 值 , 有 z2 十 好 = 34 和 /2 
(cos 国 )2 直 (86( 鸭 2= 9(c082() Fn (0) = 0:) 训 
若 继 续 上 和 面 的 表格 一 直到 t = x, 就 描述 了 半圆 ; S46 
而 车 一 直到 t = 2n, 则 得 到 整个 圆 . 那 继续 下 去 
会 发 生 什 么 呢 ? 你 就 会 考虑 重新 描述 这 个 圆 . 若 t=0 
从 t=0 开始 , 并 令 其 向 负 方 向 继续 会 发 生 同 样 和 3 
的 事 , 只 是 你 现在 沿 着 顺 时 针 方 向 走 圆 而 不 是 逆 人 


时 针 方向 . 注意 


口 
和 人 


, 后 在 


E 圆 上 选 一 
一 个 t 值 与 该 点 对 应 ! 有 无 穷 多 个 为 2r 倍数 的 土 值 与 之 对 应 . 例如 , 若 ”为 


点 (z,y), 并 不 是 


任意 整数 , 则 上 = 2rm 对 应 z=3 和 w==0, 即 点 (3,0). 


所 以 , 前 面 


(例如 , [0, 27)) 


里 取 值 时 是 这 检 


的 这 对 参数 方程 描述 了 


圆 2 十 = 9, 至 少 上 在 一 个 足够 大 的 区 间 
的 . 你 可 以 说 


是 z2 十 刀 = 9 的 参数 化 . 现在 , 我 问 你 : zz 十 内 = 9 的 
LE 吗 ? 一 样 也 不 一 样 


一 相 


2 一 3cos 人 (t 


当然 


其 如 


2 


) 和 y = 3sin(t) pO<t<2n 
图 像 与 上 面 参数 化 的 图 像 
图 像 看 似 是 同一 个 圆 , 不 过 参数 版 的 能 告诉 你 
的 . 若 从 上 = 0 开始 | 


, 两 个 


(3,0) 


通过 实际 观察 蜗牛 移动 和 离开 的 轨迹 , 整 件 事情 就 像 蜗 和 
不 足以 看 出 蜗牛 移动 的 方向 
治 着 轨迹 移动 的 不 同时 间 处 的 速度 . (“蜗牛 的 步 法 ” 不 是 


看 轨迹 > 


多 : 它 可 以 告 


种- 
是 怎么 


诉 你 


日 连续 移动 到 上 = 2m, 则 你 从 


画 


F 留 下 的 粘液 轨迹 . 只 


能 往 回 走 ! 你 也 不 能 说 出 它 
个 它 移动 快慢 的 科学 描 


它 甚 至 还 可 


述 ,) 


拓 
忆 


拥有 参数 化 就 像 是 知道 每 一 时 刻 蜗 和 
页 外 的 信息 . 
bh 么 上 面 的 参数 化 是 2 十 = 9 的 唯 


: 治 


与 


F 的 位 置 一 样 , 能够 让 你 知道 方向 和 速度 


可 能 的 参数 化 吗 ? 当然 不 是 . 还 有 很 


1 


多 其 


也 的 方法 可 
t 在 0 到 x | 间 


以 画 蝇 


区 


值 来 包 


相同 的 圆 . 例如 , 可 令 x = 3cos(2t) 和 yy = 3sin(2b, 现在 


合 


口 


]A 人 AN 


百 
由 


整个 


EE 


实 这 时 的 速度 是 原来 的 两 倍 . 亦 或 , 可 令 


3 
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z=3sin(t) 和 vy = 3cos(t), 


Es} 


四 
个 . 


是 从 (0,3) 天 


怎么 求 z? + 4y? = 9 的 参数 化 ? 画 该 方程 的 图 
(0, 土 3/2) 的 椭圆 . 若 令 了 = 2y, 则 z2 十 Y? = 9. 这 是 新 坐标 (z,Y) 下 的 


中 0<t<2x. 现在 又 回 到 原来 的 速度 了 , 不 过 这 次 


F 始 以 顺 时 针 方向 而 不 是 逆 时 针 方向 运动 . 可 以 通过 


点 来 验证 这 些 结 


象 得 到 一 个 通过 点 ( 士 3, 0) 和 


圆 , 所 以 


我 们 可 以 用 前 面 的 参数 化 : x = 3cos(9) 和 并 = 3sin(9), 0 < 9<2x. 现在 只 需 写 出 


= Y/2 来 得 到 椭圆 的 参数 化 
z= 3cos(t) 和 w= 3 sin(t), 


AI 


ZX 


化 . 


百 
由 


那 我 们 怎么 调整 它 呢 ? 我 们 可 
6 次 方 的 时 候 , 可 得 cos?(t)， 这 
y 二 2sinl/3(, 则 应 该 可 行 . 我 


这 正 是 我 们 想 要 的 . 为 了 得 到 整个 
参数 方程 的 导数 


这 是 一 本 微 积 分 书 , 所 以 我 
切线 方程 , 我 们 当然 要 求 导 数 . | 


, 这 不 是 唯 


首先 , 我 介 


的 参数 化 ! 


其 中 0<t<2n 


那 x 十 ys = 64 呢 ? 这 里 留 给 
个 膨胀 的 “半径 ”为 64176 = 2 单位 的 
] 需 要 将 半径 改 为 
22 十 2 = 4 但 不 能 参数 化 


你 来 画 这 个 曲线 , 你 可 以 看 到 该 图 像 就 像 是 一 
圆 . 这 局 发 了 我 们 可 以 改动 前 面 的 圆 的 参数 
2 单位 : 其 实 , z = 2cos(t) 和 yy = 2sin(t) 适合 


影 胀 的 圆 ， 因 为 cos6( + sins 人 = 1 一 般 不 成 立 . 


] cos(t) 的 某 些 次 索 来 奉 换 它 ， 且 当 我 们 对 它们 取 
永 该 是 cos13(t)， 所 以 车 我 们 令 x = 2cosl/3( 和 
门 来 验证 一 下 : 


£6 + Yo = (2co0s!/3(t))s + (2sin'/3(6))s = 64cos2( + 64sin?(t) = 64, 


| 线 , 如 前 面 一 样 我 们 令 t 在 0 到 2 间 取 值 . 


门 最 好 对 这 些 参 数 的 东西 求 微 积分 . 为 了 求 曲 线 的 


于 z 和 y 都 是 关于 上 的 函数 , 我 们 要 用 到 链 式 法 


则 . 就 是 说 


两 边 除 以 dz/dt, 整理 后 得 


若 把 z 看 作 z(t), 对 y 类 似 , 则 可 将 该 方程 另 写 为 


dy ye 
dt dzdt 
dy dy/dt 
dr dzx/dt 
dy __ YW 
dz z(t) 


我 们 用 3 个 例子 来 看 一 下 如 何 应 用 . 


线 定 义 为 


首先 , 假定 我 们 要 求 参 数 曲 


线 上 对 应 于 上 = 1/2 的 点 处 的 切线 斜率 和 切线 方程 ， 


三 二 六 和 和 甩 寺 
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求 导 , 我 们 有 
dz 2 1 
Er : 和 于 了 一 1—#2 
于 我 们 只 关心 点 t= 1/2, 我 们 也 需要 立即 求 += 1/2 处 的 导数 , 可 得 
dz 2 dy _ 1 -2 
i ;和 革 = -= -万 


故 在 t= 1/2, 我 们 有 

dy dy/dt 2/V3  e 

dx dz/dt  —2/e V3 
太 好 了 一 一 我 们 已 经 求 出 了 斜率. 那 切线 呢 ? 该 直线 过 点 (z,y) 且 和 斜率 为 dy/dz， 
我 们 知道 斜率 是 多 少 , 但 zx 和 y 呢 ? 我 们 需要 将 t= 1/2 代入 原 zx 和 y 的 方程 , 可 
知 z=e-?>0/2=1/Je 和 y= sin-1(1/2) = /6. 所 以 切线 的 方程 为 


nT ee 1 
= ZL 
y 6 V3 a] 


避 
yy 二 i * V3 人 
现在 看 一 个 更 棘手 的 例子 . 假设 我 们 要 求 曲 线 z6 十 ys = 64 在 点 (一 25/6,25/6) 
处 的 切线 方程 . (应 当 将 该 点 代入 原 方程 验证 它 是 否 在 曲线 上 .) 该 问题 可 通过 隐 
函数 求 导 来 完成 , 不 过 这 里 我 们 试 着 用 前 一 节 末 的 参数 化 x = 2cosVs( 和 = 
2sinl/3 人 (人 来 完成 , 这 里 0 < t < 2x. 得 到 


稍 作 化 简 后 为 


dz dy 2 . 
Je /3 本 2/3 
i cos-2/3(t) sin(t) 和 和 sin “/°(t) cos(t) 
故 由 链 式 求 导 法 则 ， 
2 na 
dy dy/dt 35in 2/3(t) cos(t) cos5/3() 
dz dz/dt -5 cos-2/3( 加 sin(t) sin5/3(¢) 


我 们 欲 知 在 点 (一 25/6,25/6) 会 发 生 什么 令 > = 一 25/6, 由 于 z = 2cos1/3(), 可 
知 2cos1/3(t) = 一 25/6, 所 以 cos(t) = 一 1/vV2. 若 对 y 采用 相同 讨论 , 将 会 发 现 
sin( = 1/V2. 现在 可 以 求 出 t 一 一 若 想 求 t, 你 应 该 可 知 t= 3r/4 是 0 到 2r 之 
间 的 唯一 解 . 不 过 无 论 如 何 , 你 都 不 必 求 t, 信和 不信 由 你 ! 知道 sin(t) 和 cos(t) 的 值 
就 是 够 代入 前 面 dy/dz 的 表达 式 得 出 


dy _ _ cos _ (SIV2)S 


dz snd) (VD 
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故我 们 已 经 求 出 了 切线 的 斜率 为 1， 为 了 求 切 线 方 程 , 我 们 知道 它 过 点 (zx,y) = 
(一 25/6,25/6) 且 和 斜率 为 1. 所 以 它 的 方程 为 
y —25/6 = 1(z 一 (一 25/9)); 
要 确保 能 理解 为 什么 可 以 化 简 为 
y= 72+ 211/6. 
现在 来 看 最 棘手 的 例子 (至 少 从 概念 上 讲 是 如 此 ). 如 果 给 定 下 面 的 参数 方程 : 
Zz 二 4t2 一 4 和 一 2t 一 2t3,t 为 所 有 实数 . 
这 些 方程 描述 了 x,y 平面 的 一 条 曲线 , 我 们 来 求 一 下 该 曲线 在 原点 的 任意 切 
线 方程 . 注意 我 说 的 是 “任意 ”而 不 是 “ 某 个 ”. 这 是 有 原因 的 ! 我 们 来 求 一 下 原点 
对 应 的 值 . 在 原点 , z 和 y 的 值 都 为 0, 故 需 z=r( 刀 -DJ=0 和 y=2( 一 妇 ) =0. 
第 一 个 方程 仅 当 如 = 1 时 成 立 , 故 苇 值 为 土 1; 这 两 个 值 都 满足 第 二 个 方程 . 结论 是 
| 线 在 t=1 和 t= 一 1 时 都 过 原点 现在 我 们 知道 
dy dy/dt 2—6t 1 3 
dz dz/dt 8t A4t 4 
当 t=1, 我 们 有 dy/dz = 一 1/2, 所 以 该 问题 中 的 切线 过 原点 且 和 斜率 为 -1/2. 因此 
对 应 的 切线 方程 为 y = 一 x/2. 另 一 方面 , 当 t= 一 1, 我 们 有 dy/dx = 1/2, 此 时 的 


切线 方程 为 y = z/2. 下 面 我 们 通过 曲线 的 图 像 来 说 明 为 什么 会 这 样 . 取 t 的 一 些 
值 并 计算 出 相应 的 x 和 y 值 . 
3 1 1 3 
t 2 3 1 3 0 > 1 3 2 
z | 12 5 0 0 5 12 
y | 12 0 -3 0 。 0 - 芝 一 12 
戎 出 这 些 点 并 做 猜测 , 曲线 的 图 像 应 该 如 图 27-2 所 示 . 


27.2 极 坐 标 


531 


我 们 看 到 有 


实在 原点 有 肉 


是 将 


故 先 不 要 将 上 = 1 代入 , 利 月 


dy 1 


/ es 


et 天 


3t 


4 3) 
昌 链 式 求 导 法 则 (和 z = 4t? 一 4 得 


条 切线 , 看 起 来 它们 的 斜率 为 1/2 和 -1/2 也 
假设 现在 我 们 要 求 上 述 参数 方程 在 t= 1 处 的 二 阶 导数 . 求 d2y/dzx? 的 秘密 就 
看 作 dy /dz. 即 , 把 二 阶 导数 看 作 yY 的 导数 , 而 y 是 y 关于 z 的 导数 . 现 
在 问题 就 变 得 简单 了 , 我 们 已 经 在 前 面 看 到 


是 有 道理 的 . 


ES 
d2 dy dy/dt dt 4/) 本 4 1 3 
dz2 dzx dz/dt 5 Cd 3t 32t3 32¢ 
最 后 代入 t=1 得 
dzy 1 8 1 
dr? 32 32 8 
看 前 面 的 图 像 来 做 实际 检查 . t = 1 对 应 的 曲线 部 分 是 y 轴 左 侧 环 线 的 上 半 


部 分 , 它 一 直 向 下 穿 过 原点 移动 到 第 四 象限 . 若 你 
可 以 看 到 这 部 分 其 实 是 下 四 的 , 故 至 少 我 们 可 以 硬 


发 现 的 一 样 . 


假设 你 的 月 


到 点 (z,y), 意思 是 你 的 朋友 应 该 向 东 走 > 个 单位 , 然后 下 
你 们 得 先 确 定 所 月 
单位 . 你 的 朋友 也 可 以 先 
到 达 相 同 的 地 点 . 

亦 或 , 你 可 以 让 你 的 朋友 面 朝 东 , 然 


朋友 站 在 


27.2 极 坐 


个 很 大 的 平地 上 一 处 你 俩 都 认为 是 
他 或 她 如 何 到 达 平 地 上 的 另 一 点 . 如 果 利 用 笛 


只 


a 


、 


标 


关注 曲线 上 原点 附近 的 这 部 分 ， 
信 二 阶 导数 为 负 , 这 与 我 们 前 面 


te 


A 


的 单位 .) 当然 , 若 z 和 y 是 负 


不 点 


SY 


的 点 .你 会 告诉 


E 儿 坐标 系 , 则 你 会 告诉 你 的 朋友 


A 


向 北 走 y 个 单位 , 然后 


再 癌 东 走 


是 站 在 原点 ). 


若 人 


和 度 是 负 的 , 意味 着 你 朋 


进 的 距离 . 


向 北 走 y 个 
的 , 意味 着 你 朋友 要 往 
z 个 单位 , 仍 


E 离 是 负 的 , 则 向 相反 方向 行进 . 此 时 


单位 . (之 前 
走 一 定 的 
可 使 他 或 她 


口 


[| 


告诉 他 或 她 向 逆 时 针 方向 转 一 个 角度 (还 
友 应 该 顺 时 针 转 . 然后 , 告诉 你 朋 
他 或 她 面 对 着 的 方向 行进 一 定 的 距离 若 该 吕 
与 笛 卡 儿 坐 标 (z,y) 不 同 , 你 朋友 将 到 达 (x, 9), 这 里 9 是 转 过 的 角度 , > 单位 是 行 


友 沿 着 


若 你 想 描 述 的 点 是 原点 , 则 可 以 告诉 你 朋友 , (0,9) 为 任意 角 . 他 或 她 转 过 多 少 


度 是 没有 关系 的 


到 和 角 


9 上 与 不 加 没有 区 别 . 你 朋友 只 会 如 
其 他 任何 2x 的 整数 倍 , 甚至 负 整 数 倍 都 一 样 , 加 


因为 没有 行进 , 故 你 的 月 


有 友 还 是 在 原点 . 还 


口 


以 知 


道 将 2x 加 


E 9 基础 上 原 地 转 一 圈 . 


对 


于 加 4r、6r 或 


多 少 取决 于 你 有 多 狠心 , 让 你 的 朋 
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友 在 原 地 无 目的 的 旋转 很 多 圈 
27.2.1 ， 极 坐 标 与 笛 卡 儿 坐 标 互 换 


27-3 所 示 


只 会 让 他 或 她 眩晕 ! 总 之 , 现在 该 看 


的 朋友 站 在 原点 面 阳 xz 轴 


些 公 


Ee 


正方 向 , 然后 逆 时 


, 然后 向 前 行进 7 单位 到 达 点 了 P. 那么 PP 的 第 
卡 儿 坐标 (z,y) 是 什么 呢 ? 我 们 知 


了 十 cos(0) 


; 浴 


= ZX/r A sin(0) = 


Z 一 rcos(0) 和 w= rsin(O). 


考虑 极 坐标 系 下 的 点 (7,0), 如 图 
P 要 知道 , 你 站 
区 针 旋 转 0 角 
y/7, 因此 有 
图 27-3 
(将 这 个 例子 与 前 面 


方程 展示 了 如 何 将 极 坐标 转换 为 生 


笛 卡 儿 坐 标 是 什么 ? 首先 , 画图 以 


理解 


根据 图 片 可 知 相应 的 角 为 2r 
第 四 象限 , 所 以 余弦 值 为 正 


1 


11x/6, 即 xx/ 
FE 弦 值 为 负 ， 1 


(如 图 


攻 儿 坐标 . 例如 , 极 4 


27.1 节 的 例子 z = 3cos(t), y = 3sin(t) 进行 比较 .) 总 之 , 这 些 


E 标 系 下 的 点 (2,117/6) 的 


27-4 所 示 ). 


6. 


该 点 在 


了 


2cos(llr/6) = 2. (V3/2) = V3, 还 有 yy = 2sin(11r/6) = 


此 笛 卡 儿 坐 标 是 


2.(-1/2) = -1. 因 


(V3,—1). 


通常 将 外 语 翻译 成 母语 总 比 将 母语 翻译 成 外 语 容 


些 , 极 坐标 也 一 样 . 从 箭 卡 儿 坐 标 转化 到 极 坐 标 要 稍 


些 . 容易 的 部 分 是 


pp- 


比 可 得 = 


> 


内 为 由 勾 股 定理 


匡 品 


( 毕 达 哥 拉 斯 定 开 


E) 知 


图 


27-4 


运 月 


i2 = 22 十 史 2 (也 可 以 通过 将 前 面 图 


sin2(z) = 1 来 得 到 这 个 等 式 .) 那么 9 呢 ? 我 们 知道 车 z 关 0, 则 tan(0) = y/z, 但 
倍加 到 0 J 


形 的 总 结 : 


并 未 告诉 我 们 9 的 确切 值 . 我 
值 . 所 以 你 应 该 画 一 个 


门 总 可 以 将 x 的 整数 


Pr 的 方程 取 平方 , 然后 加 起 来 并 运 


日 cos2(z) 十 


上 而 不 改变 tan(9) 的 


图 看 看 具体 情况 . 这 是 上 面 


情 


丰 二 2 十 她 且 tan(0) = 二, 若 了 关 0, 但 要 检验 象限 ! 
我 们 来 看 一 个 例子 : 假设 我 们 想 将 (-1 -1 写 
5 ,错误 的 点 成 极 坐 标的 形式 . 若 将 z = -1 和 yy = 一 1 代入 上 
5 tt 面 的 公式 , 得 到 7? = (-1)? 填 (-1)?=2 和 tan(0) = 
4 NA 


(1)/(-1)=1. 所 以 看 似 += V2 和 0= tan-!(1) = 


Ar/4. 但 是 , 这 是 不 对 的 ! 检验 图 27-5. 
V3 极 坐标 系 下 的 点 (V3, r/4) 是 错误 的 点 , 因为 它 
CT 在 第 一 象限 . 正确 的 点 在 第 三 象限 , 如 你 在 图 中 所 见 ， 
图 27-5 极 举 标 应 为 (V2, 57/4). 


那么 , 我 们 错 在 哪儿 了 呢 ? 实际 


上 我 们 | 


tan(0) = 1 


EE 
口 


H 0 = xx/4 却 态 了 男 一 
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个 答案 0 = 5r/4. 其 实 , 我 们 还 得 到 x? = 2, 所 以 + = V2, 舍 掉 解 + = -V2. 若 再 
看 一 下 上 面 的 图 , 可 以 看 到 点 (--1, 一 1) 也 可 以 写成 极 坐标 (-V2, r/4). 若 你 的 朋友 
面 朝 错误 的 点 站 在 原点 , 然后 往 回 走 V2 个 单位 , 则 最 后 他 或 她 将 走 到 正确 的 点 处 . 

现在 我 们 有 两 种 方式 将 (-1 -1) 写成 极 坐标 : V2, 5r/4 和 (-V2,r/4. 但 这 
些 不 是 全 部 方式 , 在 9 上 加 2x 的 任何 整数 倍 也 一 样 . 故 , 该 点 可 用 的 所 有 极 坐 标 


如 下 : 


(a 十 zm ), (-v3, 7 十 2mm】 (n 为 整数 ). 


上 而 列表 中 有 无 穷 多 对 (7,9) 在 两 个 族 中 , 它们 都 描述 了 平面 中 的 同一 个 点 (1, 一 1)! 


幸运 的 是 几乎 在 每 一 个 问题 中 , 我 们 都 只 要 一 对 (7,0), 习惯 上 选择 ">0 且 9 在 0 


到 2r 


之 间 的 那 对 . 所 以 , 倘若 你 能 理解 这 不 是 唯一 的 极 坐 标 形式 , 说 (-1 -1) 有 


极 坐 标 (V5,5x/4) 就 可 以 了 . 
另外 一 些 例子 : 笛 卡 儿 坐 标 为 (0,1)、(-2,0) 和 (0, -3) 的 点 的 极 坐标 是 什么 ”3 


在 相同 坐标 轴 下 画 出 这 些 点 (如 图 27-6 所 示 ). 


例如 ， 


没有 定义 的 ， 瑟 记 这 个 公式 吧 ! 只 看 图 就 能 知道 
我 们 要 找 的 角 是 r/2, 故 (0,1) 有 极 坐 标 (1, /2). 


类 似 


(3,3r/2). 当然 , 有 无 穷 多 个 答案 . 例如 , 点 (0, 一 3) 
经 常 被 写 为 极 坐 标 (3, 一 x/2) 而 不 是 (3,3r/2). 总 
之 ,需要 对 很 多 点 练习 笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐 标的 互 


在 运用 前 面 的 公式 tan(9) = y/z 时 会 遇 到 些 麻烦 . 


在 点 (0,1) 处 会 得 到 tan(9) = 1/0, 而 这 是 


的 , (一 2,0) 有 极 坐 标 (2, xz), (0, 一 3) 有 极 坐 标 


换 , 直到 熟练 为 上 上 . 图 27-6 


让 我 们 在 前 进 之 前 先 停 下 来 想 一 想 . 你 知道 那 
些 经 常 在 有 潜艇 的 电影 里 看 到 的 发 着 绿 光 且 发 出 
“ 哗 、 哗 、 哗 ”声音 的 雷达 屏幕 吗 ? 那些 屏幕 
就 如 图 27-7 所 示 . 

这 就 是 极 坐 标 系 里 的 “格子 ”>， 你 知道 , 一 个 
通常 的 格子 包含 x 为 常数 的 一 些 线 (垂直 的 线 ) 
和 yy 为 常数 的 一 些 线 (水 平 的 线 ). 若 在 极 坐标 系 
下 , 则 应 该 画 一 些 ” 为 常数 的 曲线 , 和 一 些 0 为 
图 27-7 常数 的 曲线 . 7 等 于 某 常 数 C 的 这 些 点 构成 一 个 


以 原点 为 中 心 , C 个 单位 为 半径 的 圆 , 而 9 为 常数 的 点 构成 一 条 以 原点 为 起 点 的 射 


线 . 上 图 显示 了 其 中 的 一 些 这 样 的 圆 和 射线 . 所 以 , 你 可 能 之 前 已 经 见 过 极 坐 标 , 只 


不 过 从 未 意识 到 ! 
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27.2.2” 极 坐标 系 中 男 曲 线 


假设 你 知道 某 函 数 广 的 极 坐 标 方程 > = 了 (9), 且 欲 画 极 坐标 系 下 的 所 有 点 (7, 0) 
的 图 像 , 其 中 > = f(9) 在 9 给 i 定 的 范 习 内 取 值 . 这 个 做 起 来 不 简单 , 或 许 最 好 的 方 
法 就 是 画 一 个 函数 值 表 并 描 点 . 先 画 > = f(9) 的 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 图 像 也 是 有 帮 
助 的 . 例如 , 为 了 画 极 坐标 系 下 x = 3sin(9) 的 图 像 , 其 中 0 < 9 < x 我 们 先 画 出 
7 二 3sin(9) 以 和 0 为 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 图 像 (如 图 27-8 所 示 ). 


该 图 说 明 随 着 角 由 0 转 到 x, 距离 x 由 0 增加 到 3, 然后 在 角度 回 
到 时 加 到 0. 所 以 所 求 的 曲线 如 图 27-9 所 示 . 
这 个 图 看 上 去 有 点 惨 . 为 了 给 它 绷 紧 一 下 , 我 们 可 以 写 出 如 下 的 函 
图 27.9 数值 表 
0 0 A/6 n/4 x/3 A/2 2m/3 3m/4 5m/6 


7 0 3/2 3/V2 3V3/2 3 3V3/2 3/V2 3/2 0 
夯 出 这 些 点 , 可 得 到 图 27-10. 


所 以 它 其 实 像 一 个 真正 的 圆 , 不 像 我 们 之 前 尝试 画 的 

那个 样子 很 凄惨 的 图 . 其 实 , 我 们 可 以 通过 将 其 转换 成 长、 

笛 卡 儿 坐 标 来 验证 . 事实 上 , 由 于 y = rsin(b), 且 我 们 A 
有 = 3sin(b), 可 以 消除 9 得 到 "2 = 3y. 另 一 方面 ， 二 本 : | 
7r2 = 22 十 92, 故我 们 得 到 xz2 十 久 = 3y. 将 3y 移 到 左 入 到 


边 并 凑 成 关于 y 的 完全 平方 式 可 得 x?2 十 (y 一 3/2)? = 

(3/2)2, 它 是 以 (0,3/2) 为 圆心 且 3/2 为 半径 的 圆 . 这 2 

与 上 面 的 图 像 一 致 . 现在 , 可 自行 验证 着 0 从 x 变 到 

2n, 结果 只 是 沿 着 该 圆 又 描 一 遍 . 有 
我 们 来 看 另 一 个 例子 . 假定 我 们 要 画 曲 线 7 = 1+2cos(0), 其 中 0 入 9 冬 2r 的 

图 像 . 首先 , 注意 笛 卡 儿 图 像 (如 图 27-11 所 示 ). 
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7 一 1 十 2 cos(O 


图 27-11 
求 出 图 像 在 0 轴 (就 是 通常 被 认为 是 x 轴 的 水 平 轴 ! ) 的 交点 是 很 重要 的 . 你 知道 ， 


在 9 轴 的 交点 处 7 = 0, 所 以 这 时 极 坐 标 系 下 的 图 像 应 该 回 到 原点 . 在 这 个 例子 中 ， 
我 们 有 1 + 2cos(0) = 0, 意味 着 cos(9) = -1/2. 由 于 cos(9) 是 负 的 , 9 必须 在 第 
二 或 第 三 象限 . 而 且 相 应 的 角度 是 cos-1(1/2), 即 x/3. 我 们 推出 了 当 0 = 2ry/3 或 
4r/3 时 7 = 0, 如 上 图 所 示 . 
现在 开始 画 " = 1 二 2cos(9) 的 极 坐标 图 像 . 随 着 0 从 0 增加 到 2ry/3, 距离 7 从 
3 递减 到 0, 当 0 = /2 时 穿 过 1. 这 是 目前 为 止 我 们 可 得 到 的 图 (如 图 27-12 所 示 ). 


27 2 r= 1 二 2 cos(0) 


3 
0<0< 科 


图 27-12 
随 着 0 从 2r/3 增加 到 x, 距离 x 递减 到 -1. 意思 是 我 们 要 折 回 到 第 四 象限 , 而 不 


是 停留 在 第 二 象限 , 图 27-13 可 以 说 明 . 
2 7 一 1 十 2 cos(0) 
0 到 0 去 下 
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随 着 0 从 2r/3 增加 到 x, 图 像 应 该 包含 
3 2 人 在 阴影 区 域 , 但 由 于 这 时 的 > 是 负 的 ,图 
像 一 头 转 到 了 第 四 象限 . 不 管 怎样 , 我 们 
可 以 用 这 种 方法 继续 讨论 直到 9 = 2m, 或 
至 少 注意 到 ”> = 1 上 + 2cos(0) 的 笛 卡 儿 图 
7 像 关于 直线 0 = x 对 称 , 这 意味 着 我 们 要 
找 的 完整 的 图 像 就 是 现 有 图 像 (关于 水 平 
轴 ) 的 镜面 映像 (如 图 27-14 所 示 ). 
让 我 们 通过 观察 一 些 选 定 的 极 坐标 
曲线 来 结束 本 节 ( 见 图 27-15). 你 可 能 想 
全 部 拿 下 这 些 图 像 , 并 试图 先 把 它们 画 出 
来 , 或 者 说 服 自己 相信 每 个 图 都 是 正确 的 . 不 管 怎样 , 你 应 该 画 很 多 极 坐 标 曲线 , 直 
到 自己 感觉 一 直 在 绕 圈子 为 I.. 


图 27-14 


7 二 1+cos(0) 


r=sin(20) r=sin(30) 


0<0<7 
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r= 2 
1+sin(9) 


图 27-15 


关于 上 述 曲 线 的 一 些 事 实 . 

(GD 由 =1+ cos(0) 确定 的 曲线 称 为 心 形 线 . 时 线 = 1+ 了 cos(0) 是 蜗牛 形 
曲线 的 一 个 例子 , 而 心 形 线 是 蜗牛 形 曲线 的 特例 . 

(2) 在 上 面 7 = sin(30) 的 图 像 中 , 角 9 只 从 0 取 到 x. 当 9 从 zt 取 到 2x 时 ,图 
像 折 了 回来 , 就 像 圆 x = sin(b) 的 情形 一 样 . 

(3) 曲线 + = 0 / x 是 阿 基 米 德 螺旋 线 的 一 个 例子 , 该 曲线 不 是 周期 的 : 随 着 0 
的 增加 , 螺旋 变 得 越 来 越 大 . 

(4) 曲 线 7 = 2/(1 十 sin(9)) 看 起 来 像 一 个 抛物 线 . 实际 上 , 你 可 以 证 明 给 定 的 方 
程 在 笛 卡 儿 坐 标 下 为 z2 = 4 一 4y. 
27.2.3” 求 极 坐标 曲线 的 切线 

幸运 的 是 , 求 极 坐 标 曲 线 的 切线 就 是 求 参数 方程 确定 的 曲线 的 切线 的 特殊 情 
形 . 我 们 已 经 在 第 27 章 开始 部 分 讨论 过 该 问题 的 一 般 求解 方法 . 我 们 来 看 一 下 在 
极 坐 标 下 怎么 运用 这 个 方法 . 

我 们 有 7 = f(0), 旦 欲求 该 曲线 上 某 点 处 的 切线 . 利用 z = rcos(0) 和 y = 
rsin(9), 我 们 可 以 有 


z= f(0)cos(0) 和 vy = f(0) sin(0); 

这 意味 着 x 和 y 都 被 9 参数 化 了 . 根据 前 面 第 27 章 开 始 部 分 的 公式 , 我 们 有 

dy dy/d 

dr dz/dg 
这 就 给 出 了 通常 的 切线 斜率 . 最 后 , 我 们 只 需 代 入 我 们 所 关心 的 9. 这 就 是 该 问题 
的 全 部 , 不 过 让 我 们 来 看 一 下 讨论 实例 时 的 情况 . 

考虑 给 定 的 极 坐 标 下 的 曲线 7 = 1 十 2cos(9). 我 们 前 一 节 画 过 该 曲线 图 像 , 假 

设 我 们 欲求 穿 过 极 坐标 为 (2, /3) 的 点 的 切线 方程 . 首先 , 我 们 做 一 个 检查 : 这 个 
点 在 曲线 上 吗 ? 当 0 = x/3, 我 们 有 1 十 2cos(0) = 1 十 2cos(x/3) = 2, 即 给 出 了 
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7 的 值 . 所 以 该 点 的 确 在 曲线 上 . 下 一 步 , 我 们 要 求 出 切线 的 斜率 dy/dx. 我 们 有 
Z 一 rcos( 从 二 (1 二 2cos(0))cos(0) 和 % =rsin(0) = (1 十 2cos(9))sin(9). 我 们 需要 
求 出 dy/d9 和 dz/d9. 不 幸 的 是 , 这 里 要 用 到 积 的 求 导 法 则 , 不 过 还 不 算 太 粳 . 这 
里 留 给 你 自行 验证 
dy 
dg 
所 以 我 们 有 


_2sin?(0) + (1+2cos(0)) cos(g) 和 = 


dy dy/dg _—2 sin2(0) + (1 + 2cos(0)) cos(0) 

dr dz/d0 一 Sin(O)(1 十 4cos(O)) 
我 们 想 知道 当 0 = /3 时 会 怎样 , 所 以 将 其 代入 . 应 该 可 得 
dy ”一 2(3/ 和 二 (1 +2(0/2))(1/2) 1 


dz —(V3/2)(1+4(1/2) 3V3 
所 以 我 们 知道 了 所 求 直 线 的 斜率 . 现在 只 需 找 到 直线 穿 过 的 一 个 点 . 显然 那个 点 为 
极 坐 标 下 的 (2, r/3), 不 过 我 们 需要 它 的 笛 卡 儿 坐 标 . 因此 , 只 需 用 x = rcos(0) 和 
y 二 7sin(9) 来 得 到 x = 2cos(x/3) = 1 和 w= 2sin(x/3) = V3. 太 好 了 , 我们 要 求 的 
直线 过 点 (1, V3), 且 和 斜率 为 1/3V3. 这 条 线 为 


稍 加 化 简 后 得 到 我 们 要 求 的 答案 


1 

“ 
那 这 条 曲线 在 原点 处 的 切线 呢 ? 见 27.2.2 节 中 > = 1 十 2cos(9) 的 图 像 , 可 以 看 到 
在 那 点 应 该 有 两 条 切线 ! 不 过 , 我 们 还 是 能 求 出 它们 的 方程 ， 事实 上 , 我 们 知道 当 
7 二 0 时 曲线 过 原点 , 且 在 前 一 节 我 们 看 到 此 时 0 = 2x/3 或 0 = 4r/3. 可 以 验证 ， 
将 这 些 0 值 分 别 代 入 前 面 dy/dz 的 方程 可 得 到 -V3 和 V3. 由 于 两 条 切线 过 原点 ， 
它们 必 有 方程 y= -V3z 和 w= V3x. 事实 上 , 这 些 直 线 补 齐 了 对 应 于 0 = 2m/3 或 
0 二 4r/3 的 射线 , 如 图 像 ( 见 27.2.2 节 ) 上 的 虚线 所 示 . 


27.2.4” 求 极 坐 标 曲线 围 成 的 面积 


若 想 求 由 极 坐 标 曲线 > = 了 (6) 围 成 的 面积 , 其 中 f 假设 是 连续 的 , 则 我 们 需 
要 求 积 分 . 接 下 来 呢 ? 我 们 只 需 建立 正确 的 黎 曼 和 . (回顾 黎 曼 和 , 参见 16.2 节 .) 假 
设 我 们 取 介 于 9 和 09+db 间 的 一 小 块 角 . 沿 这 块 角 逆 时 针 方 向 移动 , > 则 从 7(O) 
缓慢 移动 到 f(9 十 d0). 若 dg 很 小 , 则 7 没有 机 会 移动 到 离 f(9) 很 远 的 地 方 , 所 以 
我 们 可 以 用 半径 为 >= f(9), 角 为 d9, 以 原点 为 中 心 的 一 小 块 饼 图 来 近似 所 求 的 模 
形 , 如 图 27-16 所 示 . 


(z+ 8), 
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图 27-16 


鹿 形 的 面积 是 半径 平方 的 二 分 Z 


们 可 以 近似 横 形 的 面积 (平方 


,0+d0 


一 乘 以 扇形 的 角 (当然 是 弧度 角 ! ). 所 以 , 我 


单位 ) 为 3 (7(0))?do, 即 5246 当 9 从 go 变 到 01 


时 , 整个 面积 可 通过 将 所 有 的 枢 形 面积 加 起 来 , 并 令 db 递减 于 0 来 得 到 ， 


出 ”下 


(在 = 了 (9) 之 内 , 介 于 


0=b 和 0=0 之 间 的 面积 ) 


| 
00 


1 
2 


二 r2d0. 


跟 平时 一 样 , 面积 以 平方 为 单位 . 


| 线 是 一 个 半径 为 3/2 个 单 


面积 = | 


0 


上 .让 我 们 来 证 明 它 . 我 们 有 


位 的 


1 ， 1 
d0 一 一 
2 2 


我 们 将 这 个 公式 用 于 曲线 = 3sin(9), 其 中 0<0< 
圆 , 所 以 它 的 面积 应 该 为 x(3/2)?, 即 9r/4 平方 单 


A. 


27.2.2 节 可 知 , 该 


|e sin(0))*d0 = 3 ' sin2(0)d0. 


这 个 积分 可 以 用 二 倍 角 公式 来 求解 ,就 像 19.1 节 开 始 所 描述 的 那样 ， 请 验证 答案 


为 9n/4. 


这 是 一 个 更 难 的 例子 . 让 我 们 试 着 求 由 


形 面 包 的 区 域 的 面积 , 如 图 27-17 所 示 . 


7 一 1 十 2 cos(0) 
0<0<27 


图 27-17 


| 线 + = 1 十 2cos(9) 


习 成 的 形 如 新 月 


@ 要 证 明 这 个 公式 , 需要 考虑 f(0) 的 最 大 值 和 最 小 值 来 确定 面积 的 上 和 与 下 和 ,其 中 


[90,91] 的 子 区 间 , 然后 证 明 当 分 割 的 区 间 趋 了 


F 0 时 , 上 和 与 下 和 都 收敛 了 


F 相 


同 的 值 . 


Ph 9 取 值 于 


OO eo 
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看 来 应 该 能 够 利用 公式 求 得 我 们 要 求 的 面积 为 


2 1 2 
| 3 =72d0 = ;| (1 + 2cos(0))2d0. 
从 0 


同样 , 求 这 个 积分 还 要 用 到 二 倍 角 公式 . 你 可 自己 证 明 


1 
ja 十 2cos(0))2d0 = 34 十 2sin(O) 十 sin(20) 十 C， 


上 面 的 定 积分 可 以 通过 代入 9 = 2x 和 0 = 0 并 相 减 得 3x 而 求 得 . 不 幸 的 是 , 这 不 
是 正确 的 答案 . 问题 出 在 当 9 位 于 2x/3 和 4x/3 之 间 时 , 7 为 负 . 由 于 面积 公式 中 
包含 72 ,因此 无 法 辨别 正 负面 积 . (这 与 箭 卡 儿 坐标 下 的 情况 大 不 相同 , 在 笛 卡 儿 华 
标 系 中 , y 轴 以 下 都 为 负 .) 所 以 , 我 们 真正 求 得 的 是 在 曲线 7 = |1 十 cos(20)| 里 的 面 
中, 如 图 27-18 所 示 . 


图 27-18 


为 了 修正 这 个 情况 , 我 们 需要 求 垂直 轴 左 侧 的 小 环 内 的 面积 , 然后 从 原 面积 
减 去 两 次 . 为 什么 两 次 ? 因为 减 去 一 次 只 是 得 到 上 面 图 中 剩 下 的 阴影 部 分 面积 ， 
我 们 其 实 是 想 在 该 区 域 剪 去 一 个 小 环 来 得 到 我 们 需要 的 面积 . 那么 如 何 求 小 环 内 的 
面积 呢 ? 重复 上 面 的 积分 , 不 过 这 次 从 2r/3 到 4r/3: 


4n/3 
小 环 的 面积 = ;| (1 二 2cos(0))2d0. 
2 27/3 


现在 应 该 用 前 面 的 反 导 来 求 积 分 值 , 结果 为 (x 一 3V3/2) 平方 单位 . 因此 , 最 后 可 以 
将 我 们 要 求 的 面积 表示 成 3x 平方 单位 减 去 两 倍 的 小 环 面积 , 然后 计算 出 该 面积 : 


我 们 要 求 的 面积 3r 一 (7 一 | = (z 十 3V3) 平方 单位 . 


如 该 例 所 示 , 若 7 可 能 为 负 , 在 利用 上 述 公 式 求 极 坐标 系 下 的 面积 时 要 非常 
小 心 . 
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为 什么 有 些 二 次 方程 这 么 有 趣 呢 ? 二 次 方程 z? 一 1 可 以 有 两 个 根 (1 和 一 1)， 
而 可 怜 的 z?2 十 1 则 没有 根 , 因为 它 的 判别 式 为 负 . 为 了 能 够 稍 做 平衡 , 我 们 引入 复 
数 的 概念 . 利用 复数 , 任何 一 个 二 次 方程 都 有 两 个 根 ”， (可 认为 (z 一 a)? 的 复 根 a 
为 两 个 根 .) 总 之 , 这 是 我 们 即将 讨论 的 复数 内 容 : 

e。 基本 运算 (加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 ) 及 解 二 次 方程 ; 

e。 复 平 面 及 复数 的 笛 卡 儿 和 极 坐 标 形式 ; 

。 复 数 的 高 次 窜 ; 

e 解 形 如 z? = w 的 方程 ; 

e 解 形 如 ez = w 的 方程 ; 

。 利用 窜 级 数 和 复数 的 一 些 技 巧 求解 一 些 级 数 问题 . 


28.1 基 础 


不 能 取 一 1 的 平方 根 着 实 有 点 令 人 失望 . 然而 , 我 们 接 下 来 就 要 做 这 件 事 . 我 
们 创造 一 个 -1 的 平方 根 并 称 之 为 i. 好 的 , 这 样 我 们 就 有 人 巡 = -1. i 是 -1 唯一 的 
平方 根 吗 ? 不 , 一 也 应 该 是 一 个 平方 根 , 因为 如 果 世 界 上 有 公平 这 回 事 的 话 , 则 

(-i)? = (-1)°() =1(-1)= 一 1. 

(事实 上 世界 是 公平 的 : 最 后 这 一 系列 的 等 式 是 正确 的 .) 由 于 妇 +1=0 且 (- 人 2 十 
1 = 0, 现在 我 们 有 二 次 方程 x? 十 1 的 两 个 根 一 一 但 它们 不 是 实 根 : 它们 是 虚 根 . 
那 2 呢 ? 它 也 是 虚 的 . 实际 上 , (22)? = 22 这 = 4(--1) = 一 4, 所 以 (2i)? 是 一 个 负数 . 
故 , 我 们 说 一 个 数 是 虚数 , 意思 是 它 的 平方 是 一 个 负数 . 虚数 的 唯一 形式 为 yi, 其 
中 y 是 不 等 于 0 的 实数 . 也 可 用 iy 代替 Wi 表示 虚数 . 
现在 , 你 可 以 对 实数 和 复数 进行 加 减 , 如 2 - 3i, 但 不 能 化 简 结果 . 用 这 种 方法 ， 
我 们 得 到 所 有 的 复数 , 即 所 有 形式 为 x 十 iy 的 数 , 其 中 > 和 为 实数 . 全 体 复数 的 
集合 通常 用 符号 C 来 表示 . 注意 所 有 虚数 都 是 复数 , 如 2i = 0 十 2i; 所 有 实数 也 都 
是 复数 , 如 -13 = -13 十 0i. 每 个 复数 都 有 实 部 和 虚 部 . 若 > = x 十 iy, 则 实 部 是 z， 


@ 令 人 惊奇 的 是 它 也 对 更 高 次 的 多 项 式 成 立 : 任何 次 数 为 n 的 多 项 式 有 n 个 复数 根 ( 重 根 也 算 在 
内 ). 这 是 源 于 所 谓 的 代数 基本 定理 , 但 那个 方法 不 在 本 书 讨论 范围 内 . 或 许可 在 关于 复 分 析 的 书 中 
找到 更 多 相关 内 容 . 


后 
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虚 部 是 y, 分别 被 写作 Re(z) 和 Im(z). 例如 , Re(2 一 3i) =2 和 Im(2 一 3i) = 一 3. 注 
意 , Im(2 一 3i) 不 是 -3; 而 是 -3. Re(2i) 是 什么 呢 ? 将 2i 写成 0+ 2i, 可 以 看 到 实 
部 是 0. 另 一 方面 , 虚 部 Im(2i) 显然 是 2. 
复数 的 加 减法 很 简单 . 就 是 将 实 部 相 加 (或 相 减 ), 然后 再 处 理 虚 部 . 例如 ， 
(2—3i)+(-6—7i)=2—6—3i—7i=—4— 10i; 
减法 的 一 个 例子 是 


(2—30)—(-6-7)=24+6— 3+7i=8+4 

乘法 也 不 是 很 难 只 需 展开 , 但 要 记 住 每 次 见 到 这 时 都 要 把 它 换 成 -1. 例如 ， 

(2— 32)(-6—7i)=2(-6) +2(-7i) — (3i)(-6) — (3i)(—7i) 
=—12—14i+18i+21i22 = -12 二 4 一 21= 一 33 十 4. 


那 训 是 什么 呢 ? 计 了 呢 ? 下 呢 ? 我 们 从 妈 开始 . 我 们 用 =xi= (1)xi= 一 % 
所 以 洛 就 是 -i; 另 一 方面 , 让 = 认 xi=(- 让 xi=1 即 许 =1 对 于 下, 用 相同 
的 方法 : 下 = 让 xi=1xi=i 事实 上 , 由 于 六 =1, 我 们 可 以 看 到 5 的 暴 次 在 
1、 i、 一 1、 一 i 中 循环 . 例如 ,i901 = i 因为 1100 = 1( 要 知道 100 可 被 4 整除 ). 
除法 呢 ? 有 一 点 环 手 , 不 过 还 好 . 方法 与 分 母 有 理化 很 相似 . 该 方法 源 于 如 下 
的 观察 资料 : 如 果 有 一 个 复数 xz 十 iy, 并 令 其 乘 以 复数 z 一 记 , 得 到 一 个 实数 . 当 我 
们 做 计算 时 , 意识 到 应 用 平方 差 公式 : 

(z+iy) (zt -Wy) = (y= 7 = + 

现在 x 和 vy 都 是 实数 , 显然 zz 入 也 是 , 故 它们 的 和 也 是 实数 . 若 > = z+iy, 与 其 
对 应 的 zx 一 iy 是 如 此 重要 , 故 它 有 名 字 : 共 斩 复 数 , 并 表示 为 z. 例如 , 若 z = 2 一 3i 
则 z=2 填 3i; 而 若 z=7i, 则 z= 一 7i. 注意 , 实数 的 共 斩 复 数 仍 是 该 实数 . 这 是 因 
为 在 取 共 思 f 复 数 时 , 只 是 变换 了 虚 部 的 符号 , 且 实 数 的 虚 部 为 0. 如 前 面 的 公式 所 
示 , 一 个 数 与 它 的 共 轿 复数 相 乘 得 实数 , 即 实 部 和 虚 部 的 平方 和 . 受 勾 股 定理 和 上 
面 的 公式 启发 , 对 给 定 的 复数 z = xz 十 iy, 我 们 定义 z 的 模 为 Vr? 十 如 . 将 > 的 模 
写作 |z|, 则 


[z+iy| = Vz? + 

这 里 是 一 些 例子 : |2 一 3 = V2 十 (-3)? = V4+9 = V13， 类 似 的 , |7i| = 
V2 十 72 二 7. 那 |-13| 呢 ? 我 们 有 |-13| = V(-13)2 二 02 = 13, 即 -13 的 绝对 
值 . 模 的 表示 符号 与 原来 绝对 值 的 表示 符号 完全 一 致 . 其 实 , 可 认为 模 是 绝对 值 的 
加 强 版 . 不 管 怎样 , 前 面 的 平方 差 公式 显示 了 复数 与 它 的 共 斩 复数 的 乘积 是 模 的 平 
方 . 即 
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在 所 有 这 些 准备 工作 之 后 , 我 们 可 以 讨论 复数 除法 了 . 你 要 做 的 就 是 上 下 同 乘 下 面 
部 分 的 共 轿 复数 , 然后 展开 . 新 的 分 母 是 原 分 母 模 的 平方 . 如 
2-3i (2—3i)(-6+7i) 
6—7i (-6—7i)(-6+7i) 
现在 上 面部 分 需要 完全 乘 出 来 , 但 下 面 就 是 |-6 一 7 计 , 所 以 
2-3i -12+18i+14 一 212 9+32 9 32， 


= 1 + 2. 


-6-7i (62+(-7) 85 


2— 3i 9 交友 
二 
ae( 全 纯 ) 35 7 m (各 ) 85 


另 一 个 例子 : 如 何 求 
Re (于 全 )， 


这 个 例子 包含 了 一 个 让 你 失去 防备 的 小 陷阱 . 分 母 真 应 该 写成 -1+i. 一 旦 你 这 样 
做 了 , 就 能 看 到 分 母 的 共 罗 复 数 -1 一 i, 所 以 
3+ 和 名 (3+4)(-1—2) -333442 1-7i 1 7. 
i (IFO) (+0 2 2 2 
所 以 (8 十 细 /(i 一 也 的 实 部 为 3, 附带 还 可 知 它 的 虚 部 为 了 
现在 我 们 来 看 如 何 解 二 次 方程 . 例如 , 欲 解 2? 十 37x 十 14 = 0, 只 需 用 二 次 方程 
公式 和 V1 = 土 i 来 得 出 
-3 士 V32-4xlxl4 -3+tV-47 3 ,V47. 


水 一 一 一 2. 


2 2 2 2 
注意 , 我 们 已 将 土 V=47 化 简 为 十 V47 . 如 果 你 有 系数 为 复数 的 二 次 方程 呢 ? 二 
次 方程 公式 仍 可 用 , 但 你 可 能 要 求 复 数 的 平方 根 , 而 不 只 是 如 我 们 刚刚 做 的 那样 只 
是 求 负数 的 平方 根 . 我 们 将 在 28.4.1 节 看 一 个 这 样 的 例子 . 


复 指数 函数 
我 们 已 经 讨论 了 如 何 加 减 复数 . 如 何 指数 化 它们 呢 ? 我 们 来 看 如 何 使 形 如 ez 
的 数 有 意义 , 其 中 z 是 复数 . 从 24.2.3 节 知 


我 们 可 推 


ed 


对 所 有 实数 x 都 成 立 . 如 果 我 们 将 右边 的 z 换 成 z( 其 中 z 为 复数 ) 会 发 生 什么 ? 
我 们 将 得 到 一 个 项 为 复数 的 级 数 . 不 管 相信 与 否 , 你 仍 可 用 比 式 判别 法 证 明 该 级 数 
收敛 , 无 论 z 是 什么 样 的 复数 . (我 们 只 证 明了 实数 级 数 的 比 式 判别 法 , 但 你 一 旦 定 
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义 了 复数 序列 的 收敛 , 该 证 明 仍 成 立 .) 受 所 有 这 些 启发 , 我 们 对 任意 复数 >, 通过 
如 下 等 式 : 


定义 e*. 该 等 式 当 > 为 实数 时 当然 成 立 , 因为 ez 的 定义 满足 上 面 等 式 . 另 一 方面 ， 
如 果 新 对 象 ez 能 满足 我 们 对 指数 的 所 有 预期 就 好 了 . 其 实 , 关键 是 满足 指数 法 则 
ezev 二 ez+w. 一 旦 我 们 知道 了 这 个 , 其 他 所 有 的 指数 法 则 马上 也 能 多 少 满足 . 
那么 , 我 们 怎么 证 明 ezev = ez+w? 这 里 有 一 个 间接 的 方法 . 我 们 知道 erey 
er?ty 对 任意 实数 zx 和 y 成 立 , 这 意味 着 

ce jn jm 00 k 

D> 

n=0 | 天 一 性 
我 们 只 是 将 每 个 指数 用 它们 的 麦克 劳 林 级 数 代 换 了 , 在 每 个 和 中 用 了 不 同 的 哑 变 
量 . 如 果 将 左边 的 两 个 级 数 乘 开 , 你 将 得 到 一 些 zx 和 y 窜 次 的 双 贤 级 数 ; 右边 同 理 . 
因此 等 式 左 边 和 右边 z?"gym 的 系数 相同 , 若 将 x 和 wy 用 复数 > 和 w 分 别 代 替 , 同 
样 也 成 立 . 因此 我 们 已 经 证 明了 eze* = ez+w 对 任意 两 个 复数 > 和 w 成 立 ! 


28.2 复 平面 


实数 常常 被 表示 为 数 轴 上 的 点 , 是 一 维 的 . 从 字面 上 看 , 复数 还 多 一 维 . 其 实 ， 

若 z = xz 十 iy, 我 们 不 能 将 所 有 信息 压缩 到 一 个 实数 上 去 . 我 们 将 采用 一 个 复 平 四 

而 非 实数 轴 . 复数 > = zx 十 ig 将 用 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 (z,y) 表示 . 画 形 如 2 一 3i、 2i 
和 -1 的 复数 是 很 简单 的 , 如 图 28-1 所 示 . 

你 应 该 将 每 个 点 看 作 一 个 复数 , 而 不 是 一 对 
实数 . 

在 前 一 草 , 我 们 看 到 也 可 将 平面 中 的 点 

用 极 坐 标 代替 . (如 果 已 很 久 没 看 的 话 , 现在 

应 该 复习 27.2.1 节 .) 那么 如 果 你 有 复 平 面 内 

极 坐 标 为 (7,9) 的 点 , 该 点 所 表示 的 复数 是 什 

么 ? 我 们 可 用 x = rcos(0) 和 y = rsin(0) 来 

转化 到 笛 卡 儿 坐 标 . 所 以 极 坐标 (", 9) 表示 复 

® 2_3i 数 z==z 十 iy = 二 rcos(9) 十 irsin(9). 特别 的 ， 

图 1 -84 若 7==1, 则 zz 就 是 cos(0) +isin(0). 
现在 , 网 拉 给 出 了 一 个 奇异 且 独 特 的 等 式 , 它 很 重要 . 


ez = cos(0) + isin(0). 


27 
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对 所 有 实数 6 都 成 立 ”. 意思 是 复数 eg 如 前 一 节 所 定义 的 , 当 在 复 平 面 上 画 该 点 
时 有 极 坐 标 (1,0). 所 以 e” 在 单位 圆 上 且 有 从 x 轴 正 方向 开始 的 角 9. 图 28-2 给 
出 了 不 同 9 值 对 应 的 ez 的 位 置 : 


图 28-2 


对 于 不 在 单位 圆 上 的 点 , 你 只 需 乘 以 ~ 特别 的 , 我 们 看 到 如 果 > 由 极 坐标 系 


下 的 点 (7,9) 表示 , 则 z = rcos(0) 十 杂 sin(9). 由 欧 拉 等 式 , 这 意味 着 z = re”, 故我 
们 已 证 得 


若 (z,y) 和 (0) 为 相同 的 点 , 则 xz 十 iy = re?2. 
我 们 说 形 如 re 的 复数 为 极 坐 标 形 式 (与 之 相对 的 z+iy 为 笛 卡 儿 形 式 ). 例如 ,在 上 
面 的 图 中 -1 = e?, 这 是 因为 笛 卡 儿 坐 标点 (-10) 有 极 坐 标 (1,7), 所 以 -1 二 0 = 
leix， 也 就 是 说 , -1 的 极 坐 标 形 式 是 e 灵 ， 类 似 的 , 笛 卡 儿 坐 标点 (0,1) 可 以 写成 
极 坐 标 (1, /2), 所 以 我 们 有 0 十 1i = 1eiV2, 或 i = ei/2， 这 个 式 子 看 起 来 有 点 
奇怪 , 但 确实 是 正确 的 左边 是 笛 卡 儿 形 式 而 右边 是 极 坐标 形式 .相同 的 还 有 
一 i 二 ei(37/3)( 知 道 为 什么 吗 ? ). 

在 27.2.1 节 , 我 们 看 到 有 无 穷 多 方法 来 表示 一 个 给 定 的 极 坐标 点 . 当 我 们 讨论 
复数 时 与 之 一 致 , 这 里 我 们 令 7 非 负 . 同样 的 , 如 果 已 经 求 出 给 定点 的 极 坐标 (7,9)， 
则 可 以 将 2x 的 任意 整数 倍加 到 0 上 , 结果 不 变 . 例如 , 点 (0, 一 1) 有 极 坐标 (1, 3r/2)， 
或 者 减 去 2r 得 到 该 点 还 有 极 坐 标 (1 一 x/2). 对 于 复数 , 这 意味 着 ei(ar/2) = e-im/2. 


@ 该 等 式 证 明 见 本 章 末 . 
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所 以 ex 关于 9 是 周期 的 , 且 周 期 为 2r. 这 个 结果 很 重要 , 稍 后 将 用 到 |. 

前 面 我 们 已 经 讨论 了 ez = 一 1, 我 们 仔细 想 片 刻 . 当 你 想 的 时 候 , 真是 太 可 怕 
了 . 在 你 到 目前 为 止 的 数学 教育 中 , 有 多 少 基本 新 数 呢 ? -1 的 介绍 打开 了 通 往 负 
数 的 大 门 . 数字 x 来 自 圆 的 几何 . 数字 e 是 自然 对 数 的 底 , 且 在 微 积分 学 习 中 很 重 
要 . 数字 i 指引 通 往复 数 的 路 并 可 以 解 二 次 (和 更 高 次 多 项 式 ) 方程 . 如 果 你 问 我 
的 话 , 它们 结合 成 这 样 简单 的 公式 是 很 不 寻常 的 . 总 之 , 这 样 的 哲学 闲 扯 已 经 够 了 ， 
我 们 来 看 一 些 复数 的 极 坐 标 形式 与 箔 卡 儿 形式 相互 转换 的 例子 
笛 卡 儿 形 式 和 极 坐标 形式 互 换 

将 极 坐 标 形式 的 复数 转换 成 笛 卡 儿 形 式 , 直接 应 用 欧 拉 等 式 ( 即 ei9 = cos(9) 十 
isin(0))， 例 如 ，2eit55) 的 笛 卡 儿 形 式 是 什么 ? 根据 欧 拉 等 式 , 为 2(cos(5x/6) 十 
isin(5r/6)). 明白 为 什么 要 知道 三 角 函 数 形式 吗 ? 和 希望 你 能 算出 cos(5r/6) = 一 V3/2 
和 sin(5r/6) = 1/2, 所 以 我 们 有 


5 5 V3 .1 
i(57/6) 一 一 上 2 二 
2e 2 (eos (至 }+imm( 守 )) :|( 引 V3 二 1 


另 一 方面 , 如 我 们 在 27.2.1 节 所 见 , 由 稍 卡 儿 形 式 转换 到 极 坐标 形式 要 稍 难 
些 . 在 那 节 我 们 看 到 


3 


= VX?2+y2 和 tan(0) = 
其 中 我 们 舍 去 了 可 能 的 解 7 = 一 Vz 十 奶 , 因为 我 们 需要 复数 的 > > 0. 顺便 说 一 下 ， 
我 们 定义 z 的 模 为 |z| = Vz2 十 好 , 所 以 7 等 于 |z|. 因此 模 |z| 是 从 原点 到 点 z 的 
距离 (在 复 平面 中 ). 角 0 被 称 为 z 的 幅 角 , 写 为 arg(z). (通常 要 求 0 < arg(z) < 27 
以 避免 产生 歧义 ”. ) 


将 z 由 笛 卡 儿 坐 标 转换 为 极 坐 标 , 我 们 
只 需 用 上 面 的 公式 求 出 z 的 模 和 幅 角 .， (其 
实 , 有 时 > 的 极 坐 标 形式 也 被 称 为 模 - 幅 角 
式 .) 例如 , 如 何 将 z = 1 一 i 转换 成 极 坐 标 形 
式 ? 将 :写作 1+(-1Dzi 则 我 们 需 令 上 面 公式 
中 的 z=1,， 一 1. 事实 上 , 若 z = re 妈 , 则 
r= VI?+(-1)? = V2, tan(0) = (-1)/1 = 
一 |. 4 9 的 正确 值 所 在 的 象 

28-3 限 . 最 好 的 方法 是 画图 (如 图 28-3 所 示 ). 

显然 点 (1, 一 1) i 所 以 0 一 定 等 于 7r/4. (或 9= 一 x/4.) 所 以 我 们 只 需 
将 += V2 和 9=7x/4 一 起 代入 re 而 得 到 1 一 i= V2ei(W9. (车 用 9 = 一 n/4， 


@ 这 个 条 件 也 经 常 被 写 为 -~ < arg(z) & x. 
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将 得 到 1 一 i1= V2e-i(W9. 要 知道 在 9 上 加 2x 的 任意 整数 倍 都 是 正 胡 


BE 
加 


让 我 们 来 看 一 对 看 似 易 混 的 例子 .首先 , 如 


复 平 面 上 的 点 (0,2) 表示 . 因 


看 0 应 


| 


则 


我 们 有 


可 写 2i 的 极 坐标 形式 ? 考虑 2i 为 0 十 2i, 故 它 可 


此 , 若 2i = ret2， 


V02 十 22 = 2, 而 tan(9) = 2/0. 等 

一 下 , 不 对 一 一 0 不 能 作 除 数 . 我 们 画 

玄 是 什么 (如 图 28-4 所 示 ). 
IE 


个 图 来 


值 一 致 ， 
2ei7/2.， 当 


的 2 倍 . 


图 片 可 知 0 = 5 这 与 我 们 前 


28.3 ”复数 的 


你 究竟 为 什么 要 用 极 坐 标 形式 呢 ? 一 个 原因 
和 取 索 运算 . 设想 你 想 上 


则 ( 见 9.1.1 节 ) 得 


甚至 更 好 


事实 上 ， 


面 奇 怪 的 tan(0) 


因为 tan (3) 无 定义 . 因此 , 我 们 有 2i = 
然 , 这 正 是 我 们 前 一 节 


的 公式 i = ei/? 


的 .) 


21 


一 27 


图 28-4 


那 将 -6 转换 成 极 坐标 形式 呢 ? 现在 我 们 将 


一 6 写 为 -6 十 0i, 可 知 7 = 
tan(9) = 0/(-6) = 0. 这 意味 着 0 是 x 的 整数 倍 ， 
但 为 了 确定 它 , 我 们 男 画 一 个 图 
现在 可 知 0 = zt( 或 随 你 喜欢 , 选 -x 甚至 3m, 或 
任何 x 的 奇数 倍 ). 
便 提 一 句 , 若 我 们 除 以 6, 将 得 到 令 人 惊异 的 公式 
= 一 1, 该 公式 我 们 在 上 一 节 已 讨论 过 . 


ei 


二 万 


[ 司 /人 


是 极 坐标 形式 比较 容易 进行 乘法 


(26)z 十 07 = 6, 


( 见 图 28-5). 


因此 , 我 们 有 -6 = 6e“#. 顺 


蜂 


] 2e 一 3/3) 乘 3eir/4. 这 个 很 简单 


只 需 用 一 般 指数 法 


(3ei™/4) (2e—i(37/8)) 6ei(r/4 一 3T/8) Ge—ir/8. 


(1 一 9, 是 
做 . 


的 方式 一 一 想象 你 要 取 3e’™4 的 200 次 容 . 就 是 

(3ei™/4)200 = 3200ei(r/4)x200 一 32006i(50n) 
欧 拉 等 式 可 知 ei(50D = cos(50n) + isin(507). 
我 们 有 cos(50r) = 1 和 sin(50r) = 0, 故我 们 已 证 得 (3eiW4)200 = 3200. 


很 多 时 候 ， 可 能 你 想 要 的 最 终 乡 
要 给 出 笛 卡 儿 形式 的 结果 . 
E 确 的 方法 是 将 1 一 i 转换 为 极 


i 果 是 笛 卡 儿 形 式 的 . 
将 该 式 展开 是 很 充 唐 的 ， 
E 标 形式 , 取 99 次 老 , 然后 


于 50r 是 2r 的 整数 倍 ， 


例如 , 假设 我 们 要 计算 
所 以 我 们 不 会 那么 
转换 回 箭 卡 儿 形 
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式 . 好 , 我 们 在 


(1 —)% = 


现在 , 我 们 要 回 


有 点 讨厌 . 要 知道 


为 172r 是 2r 的 整数 倍 (这 就 是 我 们 想 要 偶数 的 原 
f 束 好 多 了 , 现在 我 们 可 将 整 


道 e i(6937/4) — 一 et i(57/4) 


前 一 节 见 到 极 4 
(V5eiCr/)99 一 
| 第 卡 儿 形式 . 
道 ei 以 关于 


至 


. 这 林 


E 标 形式 的 1 一 i = 二 V2ei(?WV9, 所 以 我 们 有 


因 , 172 就 是 这 种 情况 


(21/2)99(ei(7m/4)99 — 299/26i(6937/4) 
在 转换 之 前 , 我 们 来 看 etle9ar/9， 这 个 分 数 693n/4 
F 0 的 2 为 周期 , 所 以 我 们 可 把 分 数 693ry/4 的 所 有 2r 
信 数 去 掉 而 不 影响 结果 . 故 , 我 们 有 693/4 = 1737, 小 于 这 个 数 的 最 大 偶数 为 172 
且 这 两 个 数 之 差 为 137 ~ 172 一 5/4 所 以 我 们 可 将 693m/4 看 作 172r + 5m/4 因 


), 我 们 知 


和 个 式 子 写成 甸 


F 儿 形式 : 


(1 — 2)99 = 299/2ei(693r/4) 一 299/2ei(5r/4) 一 299/2 (ee (至 ) 王 二 8 向 (至 )) 


1 1 
一 99/2 i a 
; CC 二 5) 
其 实 , 这 个 式 子 还 可 以 进一步 通过 将 1/V2 写成 2-1/2 来 化 简 , 
， 现 在 ,作为 练习 ,你 可 以 从 另 一 种 极 和 


相同 的 结果 . 


TR 
总 


-的 最 大 整数 信 
篆 卡 儿 形 式 . 


我 们 来 看 


, 若 取 复数 的 高 次 肾 , 首先 将 它 转化 为 极 4 


然后 从 9 中 减 去 这 个 整数 倍 ， 


28.4 解 z” 二 
一 个 复杂 的 主题 


:WM 


1 何 


数 
之 二 Ww, 


式 的 寡 次 很 好 算 , 而 它 就 是 我 们 要 用 的 . 


的 值 , 令 


最 终 的 结果 为 -2 和 (1 十 


日 用 所 得 


解 形 如 z" 


Uw 


= w 的 方程 


E 标 形式 1 一 i = V23e-i"/4 


》 


且 ww 为 给 定 的 复数 ， 这 意味 着 要 取 w 的 n 次 方 根 , 但 我 介 
因为 它 没 有 告诉 我 们 太 多 信息 . 正 相 反 , 我 们 将 直接 求解 . 因 
例如 , 要 解 二 = -V3+2 我 们 应 该 同时 用 


z 和 w= 一 V3 十 i 的 极 坐标 . 因 


JE 


始 , 来 验证 有 


标 形式 , 然后 取 需 . 求 小 于 6 的 
新 数 来 代 换 0. 


最 后 , 换 回 


其 中 n 是 给 定 的 束 
] 不 是 要 简单 地 说 
为 极 坐标 形 


为 我 们 不 知道 z 


人 z = re. 现在 , 为 了 求 z, 我 们 只 需求 
H 人 并 求 R 
有 用 RR 和 9 而 不 是 x 和 9 的 原因 是 后 
E 己 经 用 于 > 了 .) 现在 , 我 们 来 画 出 


点 在 第 二 象限 , 9 必 


和 0. 对 于 w, 我 们 写 出 
二 和 gp. (这 上 
面 的 两 个 变量 
图 28-6 该 情形 对 应 的 图 ( 见 图 28-6). 
所 以 我 们 有 R= V(-V32+12=2 和 tan(9) = 一 1/V3. 由 于 
为 5r/6. 太 好 了 , 我 们 知道 了 极 坐 标 形 式 下 一 V3 二 i = 2ei(57/6). 


现在 我 们 把 注意 力 转移 到 方程 二 = 一 V3 十 i, 并 将 它们 转换 为 极 坐 标 形式 . 在 
左边 , 我 们 用 re2& 代 换 > 而 得 到 z5 = (rei9)5 = xr5ei(59), 而 我 们 已 经 知道 右边 为 
2ei(5/6). 故我 们 的 方程 变 为 


r5ei(50) 至 2ei(5r/6) . 
若 两 边 同时 取 模 , 可 得 x5 = 2( 因 为 若 4 是 实数 , eia 的 模 总 是 为 1). 然后 我 们 可 以 
肖 去 r5 和 2( 因 为 它们 相等 ) 得 到 ei(50) = ei(5W6). 我 们 已 将 上 述 方 程 分 成 了 两 个 
独立 的 方程 : 


Pe 


75 = 9 和 ei(50) = ei(5r/6) 
第 一 个 容易 求解 : 只 需 取 5 次 方 根 而 得 到 > = 21/5, 这 是 合情合理 的 , 因为 
是 一 个 非 负 实数 . 对 于 第 二 个 方程 , 你 可 能 想 说 59 = 5x/6, 但 没 那 么 简单 . 记 住 ， 
el 关于 变量 0 以 27 为 周期 ! 你 可 以 通过 下 面 这 个 重要 原理 来 前 释 这 个 结果 , 这 个 
原理 我 要 你 着 重 记 忆 乙 : 


若 ei4 = ei8 对 任意 实数 4 和 B 成 立 , 则 4 = B 十 2nk, 其 中 是 一 个 整数 . 


该 原理 使 我 们 转危为安 . 由 于 ei(59) = etsw/6), 我 们 运用 该 原理 有 


a 
其 中 有 为 整数 . 除 以 5, 我 们 有 
pg T ,27k 
5 
看 起 来 好 像 有 无 穷 多 9 值 , 因此 有 无 穷 多 可 解 我 们 方程 的 > 值 . 骗 


性 的 ! 你 看 , 由 于 n= 5, 你 只 需要 用 的 前 5 个 值 , 即 有 == 0,1,2,3,4. 竺 会 儿 我 们 
会 讨论 原因 . 现在 , 我 们 可 以 计算 k 从 0 取 到 4 时 , 9 的 值 分 别 为 


区 2 让 177 nT 4nx 时 297 
6° 6 5/ 30° 6 5/ 30° 
TT 6 要 417n TT 8n Ey 537 
6 5/ 30， 6 5/ 30 
将 9 的 这 些 值 和 "215 代入 方程 > = rei9, 可 得 


z 一 21/5eimr/6， 21/5ei(l7r/30)， 21/5ei(29r/30)， 21/5ei(tlr/30)， 或 21/5ei(537/30). 
然 , 将 这 些 转换 为 笛 卡 儿 形 式 就 好 了 . 第 一 个 解 很 容易 : 

21/5eir/6 一 21/5 (eos (5) + isin ( = 21/5 攻 十 引 = 2-4/5(V3 十 由 . 
对 于 其 他 的 解 , 看 起 来 就 没 那么 简单 了 . 例如 , 上 面 算出 来 的 列表 中 第 二 个 解 为 


17 17 
21/5ei(17r/30) 一 21/5 (ee ( 2 1 Sin ( 3 )) y 


I 
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不 容易 化 简 . (你 知道 cos(17ry/30) 是 多 少 吗 ? 我 也 不 知道 , 没 必要 算出 来 .) 我 把 写 
其 他 3 个 解 的 (未 化 简 的 ) 笛 卡 儿 形 式 留 给 你 完成 . 
现在 , 我 们 来 看 为 什么 只 需 令 天 从 0 取 到 4, 而 舍 掉 其 他 所 有 的 值 . 我 们 来 


看 当 丰 = 5 时 会 怎样 . 运用 上 面 的 方程 
ne 
6 5 
当 二 5 时 , 我 们 有 
nT 2XT XxX5 Tn 
一 一 上 2X. 
二 中 ee 


这 个 结果 当然 与 我 们 上 面 列 出 的 其 他 9 值 不 一 样 , 但 它 没 有 导致 一 个 不 同 的 z 值 . 
为 什么 ? 因为 


21/5ei(r/6+2m) = 21/5ei(r/6) . 


即 , 我 们 得 到 了 一 个 与 大 = 0 情形 一 样 的 解 . 类 似 的 , 车 你 令 = 6, 你 应 该 得 到 与 
二 1 时 一 样 的 z 值 . 一 般 的 , 每 次 将 天 加 5, 你 将 会 再 一 次 得 到 相同 的 z 值 . 所 以 ， 
值 大 = 0,5,10,…: 与 上 = 一 5, 一 10, 一 15,… 一 样 都 导致 相同 的 解 , 即 > = 21/5ei(v 6). 
类 似 的 , 值 上 = 1,6,11,… 各 = 二 一 4, 一 9, 一 14,… 给 出 了 相同 的 解 . 其 他 3 个 解 也 
一 样 . 而 你 需要 重视 这 个 结果 , 它 在 实践 中 很 容易 应 用 : 除非 w = 0, 方程 2? = w 
有 n 个 不 同 的 解 ， 这 种 情况 发 生 在 k = 
0,1 ,n 一 1 时 . 那些 就 是 你 要 用 的 有 值 . 我 
们 的 例子 中 n= 5, 所 以 只 需要 = 0,1,2,3,4. 
在 复 平面 中 描画 所 有 的 解 很 有 意思 . 它们 
模 都 为 2V5, 这 意味 着 它们 都 在 中 心 在 原点 ， 
半径 为 2V5 单位 的 圆 上 ， 同 样 ,连续 解 的 幅 
角 ( 即 0 值 ) 差 为 2r/5, 它 是 整个 圆周 的 五 分 

. 这 意味 着 所 有 的 解 均匀 的 分 布 在 圆周 上 ; 
也 就 是 说 , 它们 形成 了 一 个 规则 的 五 边 形 ( 解 
图 28-7 用 zo 到 2 标记 ), 如 图 28-7 所 示 . 

一 般 的 , 方程 z? = w 有 个 解 , 当 画 出 这 些 解 时 , 它们 的 顶点 形成 了 一 个 类 
则 多 边 形 . (w = 0 时 例外 , 这 种 情况 下 z = 0 为 唯一 的 解 , 但 它 是 n 重 的 ). 

我 们 来 列 出 解 z* = w 的 主要 步 又 . 

(1) 将 z= re2 写成 极 坐标 . 则 z" = reim4. 

(2) 将 w 转化 成 极 坐 标 . 我 们 设 w = Re . 

(3) 由 于 z? = w, 我 们 可 以 将 原 方程 写成 r"ein4 = Re'?. 这 里 n、R 和 vw 的 值 
应 当 用 已 知 值 填 入 , 但 r 和 9 总 是 我 们 要 求 的 (所 以 它们 作为 变量 出 现 ). 

(4) 分 成 两 个 方程 : r* = R 和 ei™% = ei$. 


上 | 


(5) 第 一 个 容易 求解 : 取 n 次 方 根 可 得 + = RW?". 

(6) 对 第 二 个 运用 前 面 三 条 框 中 的 原理 可 得 nb = 9 十 2xk, 其 中 K 是 一 个 整数 . 
(7) 用 n 除 这 个 结果 , 然后 写 出 当天 = 0,1,2,… ,n 一 1 时 的 所 有 不 同 0 值 . 
(8) 

( 


8) 将 7 值 和 不 同 的 9 值 代入 z = re 得 到 nn 个 不 同 的 > 值 , 即 为 解 . 

9) 若 有 必要 , 将 每 个 解 转换 成 笛 卡 儿 华 标 形式 . 

我 们 再 看 一 个 例子 : i 的 三 次 方 根 为 多 少 ? 这 个 问题 需 解 方程 2 = i 我 们 从 
写 出 z = rei 开始 , 则 z3 = r3ei(39)( 第 1 步 ). 现在 , 我 们 需 将 i 转换 成 极 坐 标 (第 
2 步 ), 但 我 们 已 在 前 面 知道 i = eiW/2. 由 于 2 = 2 我 们 有 r3ei(39) = leir/2( 第 3 
步 ). 这 就 导出 方程 "3 = 1 和 ei(39) = eir/2( 第 4 步 ). 对 第 一 个 方程 取 三 次 方 根 可 得 
7 二 1( 第 5 步 ), 我 们 的 重要 原理 和 第 二 个 方程 给 出 了 30 = r/2 十 2xk, 其 中 大 是 一 
个 整数 (第 6 步 ). 这 与 0 = r/6 + 2rk/3 等 价 , 由 于 这 个 问题 中 的 n= 3, 我 们 只 需 
取 上 天 = 0,1,2. 写 出 这 些 , 我 们 有 


Da TT 57 或 人 _ 37 
6， 6 3/ 6， 区 6 3/ 2 
(第 7 步 ). 继而 导出 了 > 的 三 个 可 能 值 , 为 
z = ezr/6， @i(57/6) 或 @i(37/2) 


(第 8 步 ). 最 后 , 我 们 应 该 将 这 些 解 转 换 为 笛 卡 儿 形 式 (第 9 步 ). 第 一 个 解 为 


消 
ein/6 cos (=) si (=) a 

一 a + 2 Sin = + ls 
6 0 


一 


第 二 个 解 为 
, 5 5 V3 1 
一 ai(5r/6) 一 已 六 人 Na | > 
之 COS ( 6 ) Tr 72SIN ( 6 ) 5 T 5 。 可 
最 后 , 第 三 个 解 为 访 
Zz = ei(37/2) 一 Cog (区 ) 上 isin (区 ) 一 i(1) = —i. 2 2 
我 们 来 画 出 这 三 个 解 并 验证 它们 的 确 形 成 一 个 等 边 三 
角形 , 如 图 28-8 所 示 . 图 28-8 


一 些 变 式 


假设 要 解 方 程 (z - 2)3 = i. 没 问 题 只 需 令 Z = z 一 2, 则 方程 为 23 = i. O 
4 得 
全 


就 像 上 一 节 末 我 们 所 做 的 那样 来 解 这 个 方程 ,可 乱 


V3 .1 V3 
2 = 2 一 Fi | 或 一 
二 下 5 +i5; 或 一 i 
最 后 , 两 边 同时 加 2 得 
V3 .1 V3 .1 Ex | 
Zz 二 2 十 0 2 和 或 2 一 i. 


没有 什么 难 的 . 这 里 有 个 较 难 的 . 让 我 们 来 试 着 解 二 次 方程 


2+- 亡 2- 号 -0 
我 们 用 二 次 公式 得 到 
-1 /1 .v3 
a “3 
2 


该 结果 是 正确 的 , 它 不 是 笛 卡 儿 形式 的 (也 不 是 极 坐 标 形式 ), 所 以 我 们 应 该 试 着 化 

的 二 次 方 根 . 怎么 做 呢 ? 通过 解 方程 Z? = 2 i 
根据 前 面 的 步 又, 我 们 写 出 2 = rei, 极 坐 标 形 式 二 二 eir/3 可 自行 证 明 . 
所 以 我 们 的 方程 变 为 r?2ei29 = eiWV3， 这 意味 着 "2 = 1 和 20 = xz/3 十 2xk, 其 中 


简 它 . 我 们 需求 复数 二 二 i3 V3 
ww 
k= 二 0 或 1. (要 记 住 重要 原理 ! ) 所 以 我 们 有 "r=1 和 9 = /6 或 7r/6, 这 意味 着 


2Z = et/6 或 2 = er/6. 同样 , 要 验证 这 些 对 应 的 笛 卡 儿 形 式 (分 别 为 )2 = 1 
或 2 = 有 2 最 后 , 我 们 可 以 在 上 面 z 的 方程 中 用 (E+ 1 来 代 换 
1 
2 CR 体 
1 /v3 1 
Vi (ll2 2 
we 2 
化 简 为 
1 V3 iw 1 V3 i 
Sn i a 


另 一 个 例子 . 如 何 将 (zt 一 z 十 1) 因 式 分 解 为 复数 ? 那 分 解 为 实数 呢 ? 在 第 一 个 情 
形 中 , 我 们 只 需求 出 方程 zt 一 2 十 1 = 0 的 所 有 复数 解 , 共 4 个 . 为 了 求解 , 我 们 
首先 需要 意识 到 这 个 方程 其 实 是 z? 的 一 个 二 次 方程 . 我 们 令 Z = 22, 则 方程 变 为 
22-- 2Z+1=0. 可 用 二 次 公式 求解 得 


2 _ 1+tV-3 1 .v3 
和 4 二 2 = 二 了 十 ? 本 
我 们 需求 二 + 和 二 一 is 的 二 次 方 根 .我 们 在 前 一 个 例子 中 已 经 完成 了 第 一 


个 的 求解 , 你 可 以 重复 步骤 来 处 理 第 二 个 , 这 个 足够 简单 . 这 两 个 数 都 有 两 个 平方 
根 , 算出 来 为 


V3+i V3—i V3+i 和 V3—i 
2 ， 2  ， 2 2 
这 些 是 xz 一 安 十 1 =0 的 解 . 由 此 我 们 可 对 闪 一 巡 +1 进行 如 下 的 因 式 分 解 : 
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“+1 (: + ( 全 人 + (: -| 
2 2 2 


这 是 复 因 式 分 解 . 为 了 求 出 实 因 式 分 解 , 我 们 运用 一 个 事实 : 若 w 为 任意 复数 , 则 
(z 一 w)(z 一 ww) 滋 虽 来 有 实 系数 ， 其实 , 你 会 得 到 z2 一 (w 十 名 )z 十 ww, 不 过 易 知 
册 十 全 二 2Re(w)( 为 实数 ), 且 我 们 已 知 ww = jwl|>, 它 也 是 实数 . 总之, 注意 我 已 将 
四 个 因 式 进 行 了 巧妙 地 , 使 得 当 我 们 将 前 两 个 乘 出 来 时 得 到 


Co 
2 2 2 2 
= 2z2— V3z+1. 
类 似 的 , 你 可 验证 将 后 两 个 因 式 乘 出 来 时 , 得 到 的 是 2 十 V3z 十 1. 结论 是 
2 一 2 十 1 二 (2 一 V3z 十 1)(22 十 V3z 十 1). 
注意 , 这 里 没有 任何 复数 , 然而 若 不 用 那些 因 式 来 计算 , 会 相当 棘手 . 


28.5 解 ez 一 0 


现在 是 讨论 如 何 解 对 给 定 的 w, 形 为 ez = w 的 方程 的 时 候 了 . 如果 我 们 可 写 
出 z= In(w) 就 好 了 , 但 没有 什么 太 大 帮助 . 例如 , Imn(-V3+ 人 具体 是 多 少 呢 ? 让 我 
们 来 尝试 回答 这 个 问题 

幸运 的 是 , 求解 ez = w 并 不 比 求 解 z" = w 难 多 少 ， 若 有 任何 区 别 的 
话 , 它 的 求解 更 简单 . 在 我 们 讨论 做 法 之 前 , 需 更 多 地 理解 e*. 我 们 来 看 如 果 写 出 
z 二 Zz 十 iy 会 发 生 什么 . 可 得 


ez 一 ez+i 一 ereiy. 


那 又 怎样 ? 关键 是 这 个 已 经 是 极 坐 标 形 式 了 . 模 为 e", 幅 角 为 y. 若 你 喜欢 , 可 写 为 
7 二 ez( 记 住 , ez 是 正 实数 ), 9 = y. 这 意味 着 车 z 是 笛 卡 儿 形 式 z 十 iy, 则 ez 自动 
为 极 坐 标 形式 : e* = e?eiy. 所 以 ,求解 ee = w 和 z” = w 时 的 主要 区 别 是 , 在 第 一 
个 问题 中 不 必 将 z 写成 极 坐标 形式 , 而 在 第 二 个 问题 中 需 这 样 做 . 该 问题 带 来 的 一 
种 副 产 物 是 方程 ez = w 有 无 穷 多 个 解 (除非 w = 0, 在 这 种 情况 下 方程 无 解 ). 

我 们 来 解 ez = 一 V3 十 i. 我 们 已 将 右边 转换 成 极 坐 标 2ezt5/6)( 见 28.4 节 ). 为 
了 处 理 左边 , 将 z = zx 十 iy 写成 稍 卡 儿 坐 标 , 所 以 ez = ex?eiy. 因此 , 将 原 方程 转换 
成 极 坐标 形式 , 可 得 


eTeiy 一 2ei(5r/6) . 
现在 分 成 两 个 方程 ; 
ez 一 2 和 eiy 三 ezi(5m/6) 
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为 解 第 一 个 方程 , 我 们 需 取 对 数 , 可 知 x = ln(2)， 第 二 个 用 我 们 的 重要 原理 可 得 


y= 二 5x/6 十 2nk, 其 中 天 


NN 


机 


需 全 


中 大 是 任意 整数 . 在 本 例 


是 整 


=m) +i( 


FP, 我们 确实 对 不 同 的 大 值 


我 们 对 两 坐标 轴 运 用 不 同 的 尺度 ), 如 图 28-9 所 示 . 


, 297 . 
2 6 
，17 下 . 
? 6 
1 . 


可 
压 
过 
-HR 

| 


为 解 第 一 个 方程 , 取 对 数 可 得 -2y 十 3 = ln(1) = 0, 所 以 y= 


图 框 中 


运 


原理 可 


以 由 z= zz 十字 我 们 有 


其 中 大 是 整数 . 我 们 画 昌 
来 看 它们 是 什么 档 


的 5 个 (如 图 


3 


3 
z= 二 nk 


4 


所 以 解 都 在 垂直 直线 x = In(2) | 
便 提 一 句 , 这 意味 着 它们 形成 一 个 复数 的 等 差 数 
图 只 显示 了 5 个 解 , 你 应 该 记 住 原 方 
实 有 无 穷 多 个 解 . 
个 例子 . 假设 想 解 e2213 =i. 指 


个 例子 复杂 


数 2iz + 3 使 得 该 例 比 前 
还 不 算 太 坏 . 我 们 已 经 知道 右边 的 极 4 
但 左边 呢 ? 同样 , 我 们 写 
需 令 2iz 十 3 = 21(z 十 雪 )- 
所 以 , 左边 的 极 坐标 形式 | 


NE 
给 出 . 壮大 4 


怎样 , 将 方程 e213 


e 一 2 十 3ei(27 


V3 了 +i 大 


数 . 最 后 , 将 这 些 值 代入 z =z 十 动 , 可 得 


均匀 分 布 . 顺 


得 到 不 同 的 z 值 , 所 以 我 们 
它们 . 我 们 来 画 出 一 些 对 应 天 = 一 2, 一 1,0,1,2 的 可 能 z 值 (为 了 清晰 起 见 ， 


点 , 但 


& 标 是 esr/2， 


H > = 民 十 动 , 不 过 现在 


-3 = (—2y1 


@2iz2+3 宇 e 一 2y 十 3ei(27) 


二 - lei™/2. 


ec 一 2%+3 一 1 和 ei(27) eim/2 


2 


天 = 一 2, 一 1,0, 1,2 的 角 
的 ， 记 住 这 些 上 只 是 无 穷 多 解 中 


28-10 所 示 ). 
同样 , 这 些 解 为 等 差 数列 , 不 过 这 次 分 布 在 水 平 线 


Rd 


因 式 是 如 何 改 变 实 音 
= i 转换 成 极 坐标 形式 , 我 们 有 


DI 


. 为 解 第 二 个 方程 ， 


28-10 


HH 3) 二 +i(2x). 


和 虚 部 的 


得 2z = /2 十 2rk, 其 中 是 整数 . 这 意味 着 x = nx/4 十 nk, 所 
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D 
I 


28.6 ”一 些 三 角 级 数 


一 个 三 角 级 数 是 对 一 些 系数 {aw} 和 {5%}, 形 如 


》 (ancos(ng) 十 pnsin(ng)) 


n=0 
的 级 数 . 本 节 , 我 们 将 看 到 有 些 这 样 的 级 数 可 被 化 简 . 
例如 , 考虑 三 角 级 数 


2 sin (nO) 
> 机 


n=0 


中 9 为 实数 . 注意 , 这 不 是 一 个 关于 9 的 窜 级 数 , 因为 sin(n0) 不 是 9 的 窜 . 另 一 


NN 
4 


方面 , 我 们 可 通过 巧妙 地 运用 互补 级 数 
> cos(n0) 
> nl 
n=0 


将 整个 级 数 转换 成 一 个 景 级 数 . 实际 上 , 我 们 可 以 立刻 找到 两 个 级 数 . 关键 就 是 欧 
拉 等 式 . 要 仔细 的 看 , 因为 这 是 一 个 迁 回 的 技巧 . 我 们 通过 将 它们 组 合成 这 样 


2 cos(n0) | 2 sin(7O) 
各 nl 2 nl 


来 快速 找到 这 两 个 级 数 . 好 , 这 就 是 一 个 级 数 加 上 另 一 个 级 数 乘 以 1 那 又 怎样 ? 通 
过 对 和 式 的 整理 ?然后 运用 欧 拉 等 式 , 化 简 为 
加 cos(n0) 十 ?sin(7O) ce einb 
SO 


nl 
n=0 加 = 


最 后 , 运用 指数 规则 将 ez 写成 (e*)", 和 式 变 为 


Se (ei9)" 

2 nl 
现在 , 最 后 的 和 式 看 起 来 很 熟悉 . 其 实 , 我 们 在 前 面 第 28 章 开始 部 分 见 到 对 所 有 复 
数 z 有 


现在 我 们 只 需 代 入 z = e” 可 得 


@ 这 需要 一 些 理由 . 事实 是 一 切 OK, 因为 两 个 级 数 均 绝对 收敛 . 
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如 果 你 能 跟 得 上 这 些 推理 , 就 应 该 能 明白 我 们 已 经 证 明了 

ecos(n00) .sin(ng) oi0 

和 +i>》， 本 = 

n=0 n=0 
现在 怎么 办 ?我们 需 将 右边 转换 成 笛 卡 儿 形 式 . 为 此 , 写 出 6@*? = cos(0) + isin(0)， 
故 


ce” = ecos(0 十 isin(O) 一 ecos(g)eisin(6) . 


这 是 一 个 好 的 开端 一 一 这 是 es” 的 极 坐 标 形式 . 为 了 得 到 笛 卡 儿 形式 , 我 们 
需 转 换 eisin(9) 成 cos(sin(0)) + isin(sin(9)). 综 上 所 述 , 我 们 可 得 
> 0 十 1 > 一 ecos(0) cos(sin(0)) 十 iecos(0) sin(sin(0)). 


n=0 n=0 
若 两 复数 相等 , 则 它们 的 实 部 必须 相等 , 虚 部 也 必须 相等 ， 由 此 可 推出 下 面 的 两 个 
方程 , 它们 对 所 有 实数 9 都 成 立 : 


> 和 一 ecos(b) cos(sin(0)) 和 浊 a 9 = ecos(b) sin(sin(0)). 

n=0 
不 容易 , 但 这 基本 上 是 你 必须 做 的 . 我 将 再 做 一 个 例子 , 但 不 给 出 任何 解释 . 你 的 
任务 是 跟随 每 一 步 并 给 出 相应 的 解释 . 例子 是 求 


Sy 0 和 3 sin( 9 


n=0 


遵照 前 面 例子 的 形式 , 我 们 有 


S cos(nb) ,sin(nb) 冯 cos(nb) +isin(nbg) 
2 3n 2 3n 


es 


现在 这 是 一 个 公 比 为 e*/3 的 几何 级 数 . 最 后 那个 数 为 极 坐标 形 式 , 模 为 1/3 < 1， 
所 以 该 几何 级 数 应 该 收敛 . 根据 几何 级 数 求 和 公式 ( 见 23.1 节 ), 我 们 有 


> a 
pr Ls 


现在 我 们 有 将 这 个 结果 转换 成 笛 卡 儿 坐标 的 讨厌 任务 . 首先 , 试 一 下 看 能 否 完成 . 
若 不 能 , 至 少 应 该 试 着 理解 下 面 的 步 又: 


n=0 n=0 


28.7 欧 拉 等 式 和 震级 数 
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1 
1— er 1— 3 cos(0) 一 本 sin(0) | ， 
国 1 1 一 3 cos(9) 十 3 sin(0) 
1 一 5 一 四 sin(0) 1— 3 cos(0) 十 避 sin(O) 
1 一 cos(O) 十 i sin(O) 


1 1 
1— cos(9) 十 3 sin(0) 
1 一 二 cos(9) 十 St 2(0) 十 二 2(0) 
cos 1 cos 9 si 
1 一 cos() 十 各 sin(O) 
1 一 3 cos() 十 5 
9 一 3cos(O) 十 妇 sin(g) 
10— 6cos(0) 
9—3cos(0)  . 3sin(O) 


~ 10—6¢c0s(0) "10—6cos(0) 
在 这 些 之 后 , 我 们 完全 可 得 出 


oo Ooe 


3sin(O) 


3 cos(ng0) 和 3 sin(ng) 9 一 3cos(0) 


A A 3 10-6cos(0) “10— 6cos(0)’ 
于 实 部 和 虚 部 必须 相等 , 可 推出 对 所 有 的 实数 0 有 
cos(nb) 9—3cos(0) ~ sin(n0) 3 sin(0) 
ee 2D 
全 人 9 10— 6cos(0) er 10 一 6cos(0) 


如 你 所 见 , 这 些 问 题 相 当 难 


28.7 ” 欧 拉 等 式 和 畦 级 数 


我 们 以 窜 级 数 对 欧 拉 等 式 


el = cos(0) + isin(0) 


的 证 明 来 结束 本 章 . 根据 前 面 第 28 章 开 始 部 分 中 ez 的 定义 , 将 z 替换 为 i9, 可 以 


看 到 


092 0 04 4 0 97 
be 

于 i 的 究 在 值 1,i, 一 1, 一 i 间 持 续 循 环 , 可 推出 上 述 级 数 的 偶 次 过 都 有 实 系 数 , 而 

奇 次 容 都 有 虚 系 数 . 另外 , 隔 项 偶 次 窜 项 为 负 , 其 余 为 正 ; 奇 次 究 项 同 理 . 所 以 e2 


的 实 部 为 0 
0 0 0 
Ug 
虚 部 为 有 
0 人 0 
Oi tn 


(回顾 这 些 麦 克 劳 林 级 数 , 见 26.2 节 .) 由 最 后 这 个 等 式 可 推出 ez = cos(9) 十 isin(9). 
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我 们 已 经 用 定 积 分 求 过 面积 . 现在 我 们 将 用 它们 来 求 体积 , 弧 长 , 和 表面 积 . 对 
于 体积 和 表面 积 , 我 们 将 特别 关注 平面 区 域 绕 某 轴 旋转 一 周 得 到 的 固体 , 这 类 固体 
被 称 为 旋转 体 . 对 于 体积 , 我 们 也 会 讨论 一 些 更 一 般 的 固体 . 这 里 是 本 章 内 容 的 计 
划 : 

。 圆 盘 法 和 壳 法 求 体 积 ; 

。 求 更 一 般 固体 的 体积 ; 

。 求 光滑 曲线 的 弧 长 和 带 参 数 的 质点 速率 ; 

。 求 旋转 体 的 表面 积 . 


29.1 ”旋转 体 的 体积 


我 们 从 求 旋转 体 体积 开始 . 平面 上 有 某 个 区 域 , 也 有 某 个 轴 , 固体 由 区 域 关于 
轴 旋 转 得 到 . 为 便于 我 们 的 研究 , 这 些 轴 总 是 平行 于 x 轴 或 y 轴 . (也 可 能 有 和 斜 轴 ， 
不 过 这 会 很 麻烦 , 除非 用 线性 代数 里 的 方法 . ) 

在 我 们 带 上 3D 眼镜 之 前 , 先 来 回顾 一 下 定 积分 的 原理 . 我 们 原来 在 第 16 章 
见 过 该 原理 , 不 过 这 里 是 一 些 主要 思想 的 快速 回顾 . 我 们 先 看 求 曲线 

y= Vi—(z—3) 

下 方 , x 轴 上 方 区 域 的 面积 . 它 看 起 来 像 

什么 ? 如 果 我 们 将 方程 平方 并 重 整 将 得 到 y=V 1-(2-3) 
(Z 一 3)2 十 内 = 了 它 的 图 像 是 以 (3,0) 为 圆 
心 , 1 为 半径 的 圆 , 所 以 这 个 函数 是 圆 的 上 
半 部 分 , 如 图 29-1 所 示 . 
根据 定 积 分 的 定义 ， 我 们 知道 阴影 区 
域 的 面积 (平方 单位 ) 是 


义 


4 
| V1—(z—3)2dr 
2 
也 可 写作 js ydz. 
男 一 方面 , 为 了 用 黎明 和 求 该 半圆 的 面积 , 我 们 需 将 x 轴 上 的 底 分 割 成 小 段 ， 
然后 将 这 些小 段 向 上 延伸 为 小 条 . 这 些小 条 不 必 有 相同 的 宽 , 唯一 需要 确定 的 是 每 
个 小 条 的 顶部 都 在 曲线 某 处 制 到 曲线 (或 某 个 角 触 到 曲线 ). 这 些小 条 的 面积 和 很 
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容易 求 出 , 因为 不 过 是 矩形 的 面积 和 . 这 个 面积 是 半圆 真正 面积 的 近似 , 小 条 越 细 ， 
近似 越 好 , 如 图 29-2 所 示 . 
2 3 4 
图 29-2 
es 我 们 只 看 一 个 普 


图 


于 这 个 和 


29-3 


现在 我 们 需 做 的 就 是 将 


所 有 小 条 的 面积 


号 的 优势 


我 们 的 例子 
的 面 


Pp, xz 有 


LI 
Ll 


小 条 , 算 


旋转 体 的 
29.1.1 ” 圆 盘 法 
假设 我 们 绕 x 和 有 


旋转 上 一 节 


E 于 你 只 需 将 积分 号 写 在 小 条 面积 
区 间 [2,4 内 ,一 个 小 条 的 面积 是 ydz 平方 贞 
只 一 一 在 小 条 最 大 的 底 宽 趋 于 0 
所 以 模式 是 这 样 的 : 我 们 在 > 轴 - 
8 它 的 面积 , 然后 将 积分 号 
方法 不 仅 对 求 面 积 有 效 一 一 也 可 月 
体积 的 两 种 不 同 


放 刀 


的 方法 : 


风 


的 半 


通 的 小 条 ， 为 了 讨论 


方便 , 假设 小 条 的 左 


角 如 


E 曲 线 上 . 如 我 们 


在 16.4 节 所 见 , 选择 虽 
所 有 的 小 条 顶部 穿 过 1 


个 小 条 都 可 以 , 只 要 


线 . 不 管 怎 样 , 来 看 


一 个 小 条 (如 图 


加 起 来 , 同 
的 前 面 , 并 月 


日 正确 


29-3 所 示 ) 
E 形 小 条 的 底 长 dz 个 单位 , 高 y 个 单位 , 它 的 面积 是 ydz 习 
时 令 最 大 的 底 宽 趋 


F 方 单位 ， 
于 0. 积分 符 
9 界 来 完成 积分 . 在 


位 ， 所 以 所 有 小 条 


位 . 


十 一 一 是 J3vydz 平方 身 
的 点 z 处 取 宽 dz 个 单 


位 且 高 y 个 自 


前 面 来 得 到 我 们 要 求 | 


日 于 求 体 积 . 特别 的 , 我 们 来 看 它 怎 么 作 上 
司 各 法 和 壳 法 . 


圆 , 将 会 得 到 一 个 球 . ( 


我 们 来 试 着 求 体积 , 从 
这 个 小 条 参见 图 29-4. 
这 是 一 个 寓 


三 殉 
lj 


单位 的 薄 


径 为 了 单 
积 为 xr2h 立方 单位 ， 
ny2dx 立方 单位 ， 现 如 


个 小 条 


dz 个 单位 , 半径 为 y 个 
.把 它 看 作 一 个 
径 为 y 个 单位 , 高 为 dz 个 单位 . 由 
冬 , 高 为 h 单位 的 圆柱 


圆柱 体 ,3 


只 
AAA 


小 薄 盘 的 体积 是 
FE, 我 们 取 一 些小 


条 以 使 它们 的 底 形 成 


区 间 [2,4] 的 一 个 


始 , 就 像 前 一 节 末 的 图 


一 样 ， 


的 的 整个 面积 . 


能 明白 为 什么 吗 ? ) 
然后 关于 z 轴 旋 转 


ws 


图 2 
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分 割 , 并 让 它们 绕 xz 轴 旋 转 . 例如 , 若 用 5 个 小 条 旋转 


个 相当 好 的 


似 越 好 . 在 极限 中 , 当 圆 盘 的 最 大 厚度 趋 
于 0 时 , 近似 变 得 完美 : 全 部 圆 盘 的 总 体 
积 趋 于 球 的 体积 . 同样 的 , 实现 “将 所 有 


体积 加 起 来 


与 完美 的 球 相 比 , 上 面 的 这 个 物体 
很 整 脚 , 不 过 它 的 体积 却 是 球体 积 的 一 


IE 


近似 ， 所 用 


,同时 令 圆 盘 最 大 厚度 趋 于 


, 会 得 到 图 29-5 所 示 的 结果 . 


0” 的 思想 , 就 是 取 任 意 一 个 圆 盘 的 体积 (xy?dzx 立方 单位 ) 并 在 我 们 需要 的 区 间 上 
积分 . 在 我 们 的 例子 中 , y = V1 一 (z 一 3)3 且 xz 从 2 取 到 4, 所 以 我 们 有 
4 


径 为 1 的 球 . 我 们 所 月 


4 
2 


V= | wae 一 a| (1— (xz— 3) 


29.1.2” 壳 法 


现在 , 假设 这 次 让 我 们 前 面 偏爱 的 半圆 
你 将 会 得 到 什么 一 一 其 实 就 是 百 吉 饼 的 上 


近似 半 国 ， 


Sw 


一 个 典型 的 小 条 如 图 29-6 所 示 . 


2)dz 


算出 来 的 体积 是 后 立方 单位 ( 试 一 下 ! ), 正 是 我 们 预期 的 , 因为 我 们 讨论 的 是 半 
的 方法 被 称 为 圆 盘 法 , 也 被 称 为 切片 法 . 


区 域 ( 见 29.1 节 ) 绕 y 轴 旋 转 . 试想 
部 分 (不 带 黑 票 籽 ). 我 们 还 用 细 条 来 
这 次 我 们 要 关于 y 轴 旋 转 每 个 小 条 , 而 不 是 x 轴 . 如 我 们 之 前 所 见 ， 


图 29-6 


当 你 关于 y 


我 们 将 


轴 旋 转 它 时 , 你 不 是 得 到 一 个 圆 盘 而 是 一 个 柱 壳 ( 见 图 29-7). 


有 一 系列 的 这 来 近似 那 半 个 百 吉 饼 , 然后 


例如 , 如 果 
( 见 图 29-8) 


5 个 小 条 来 近似 区 域 (与 前 一 节 所 做 一 相 


令 壳 的 最 大 厚度 递减 趋 于 0. 
各, 你 可 能 会 得 到 这 样 的 东西 
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图 29-8 
这 个 怪 怪 的 固体 真是 半 个 粗 笨 的 百 吉 饼 , 但 它 的 体积 相当 接近 我 们 的 所 求 . 过 
的 最 大 厚度 越 小 , 近似 越 好 . 与 前 面 一 样 , 积分 关注 于 所 有 柱 壳 的 体积 之 和 及 壳 的 
最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 
首先 我 们 需求 一 个 普通 壳 的 体积 . 最 简单 的 方法 是 把 壳 看 作 是 一 个 没有 底 和 项 
的 薄 金 属 铅 . 如 在 前 面 看 到 的 过 的 图 片 所 示 , 镀 子 的 高 是 y 个 单位 , 半径 为 z 个 单 
位 , 厚度 是 dz 单位 . 想象 用 锋利 的 剪刀 沿 饶 子 的 一 边 剪 开 , 打开 并 平 铺 成 一 个 薄 
薄 的 矩形 状 金属 片 . 当然 它 不 是 一 个 矩形 . 要 知道 , 矩形 是 一 个 二 维 的 物体 , 而 展 
的 饶 子 是 三 维 的 一 一 虽然 铅 子 很 薄 , 但 还 
是 有 厚度 的 ，( 其 至 一 片 纸 也 有 厚度 , 否则 大 
量 的 纸 可 能 很 薄 很 薄 .)” 它 甚至 不 是 一 个 四 
Dz dz 棱柱 ， 因 为 缸 子 的 内 半径 不 等 于 外 半径 .但 
图 29-9 关键 是 , 它 几 乎 是 一 个 四 棱柱 . 饶 子 越 薄 ， 越 
接近 于 一 个 四 棱柱 , 当 我 们 最 后 (用 积分 ) 求 
E 想 的 缸 子 展 开 图 为 图 29-9. 其 厚度 为 dz 单 


极限 时 , 一 切 就 都 算 上 
位 , 我 们 剪 开 的 边 长 仍 为 村 
想 吧 ), 即 2rz 个 单位 ， 


体积 (立方 单位 ): 


内 为 这 


H 来 了 ”. 所以, 到 


壳 的 高 , 即 y 个 单位 . 那 长 边 呢 ? 
的 半径 基本 | 
立方 单位 很 接近 . 现在 我 们 所 要 做 的 就 是 从 x = 2 到 x = 4 积分 来 看 半 个 百 吉 


上 为 z 个 单 


它 等 于 党 的 周 长 ( 想 
位 . 所 以 过 的 体积 与 2rzydz 
人 饶 的 


[ 


4 4 
| 2TZVyd2 = 27| V1— (rz— 3)2dr 
2 2 


太 棒 了 一 一 我 们 已 将 问题 简化 为 求 定 积分 的 值 , 不 过 这 个 积分 还 
以 做 代 换 t= xz 一 3 开始 , 则 dt = dz. 同样 , 当 x = 2; 我 们 有 + 


们 可 知 t=1. 所 以 , 用 t 表示 , 积分 变 为 
1 4 
27| (+ VIBat=2n (| weat+ 引 VIP 
站 —1 小 


第 一 个 积分 可 通 ; 
@ 更 一 般 的 , 我 们 把 这 
积 差 . 两 个 过 都 有 y 
方 单位 当 求 积 后 , 第 二 项 由 了 


的 


体积 看 成 外 面 壳 (9 


EF 径 为 z 十 dz 个 单位 ) 与 里 面 壳 (3 
单位 高 , 所 以 壳 的 体积 为 ry((z 十 dz)2 一 x2), 化 简 为 2xzydz 十 ruy(dz)2 立 


F 可 忽略 量 


dz)2 而 为 0. 


4 


过 做 代 换 w= 1 一 如 求解, 第 二 个 积分 可 月 


1: 


1 


1 


E 径 为 z 个 单位 ) 的 体 
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个 更 好 的 求解 方法 是 , 注意 第 一 个 积分 其 实 为 0, 因为 被 积 函 数 是 关于 上 的 奇 函 数 ， 
且 积分 区 域 [-11 关于 上 = 0 对 称 . (我 们 已 在 18.1.1 市 末 证 过 这 个 求 积 分 的 捷 
径 .) 此 外 , 求 第 二 个 积分 的 最 简单 的 方法 (暂时 忽略 积分 前 面 的 因子 3) 是 意识 到 
它 等 于 半径 为 1 个 单位 的 半圆 的 面积 (平方 单位 ) 即 x/2. 所 以 不 用 太 多 计算 ， 
可 知 整个 答案 为 3r2, 因此 半 个 百 吉 饼 的 体积 是 3r2 立方 单位 ， 我 们 刚才 用 的 方 
法 一 一 不 用 奇怪 一 一 被 称 为 这 法 (也 被 称 为 柱 这 法 ). 


29.1.3 ”总 结 和 变 式 


目前 为 止 , 我 们 已 经 知道 了 如 何在 半圆 的 特定 例子 中 应 用 圆 盘 法 和 壳 法 . 相同 
的 方法 也 可 应 用 在 由 曲线 、z 轴 和 两 垂 线 围 成 的 区 域 , 如 图 29-10 所 示 . 
根据 与 我 们 在 前 面 半圆 的 特定 例子 中 一 样 
的 论证 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 原理 . 
。 若 将 曲线 y= f(z) 下 方 ,z = 和 >z=" 
之 间 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 ,， 则 可 应 用 圆 盘 : ; 
法 且 体 积 等 于 、 
8 图 29-10 


y=f(9 | 


| maz 立 方 单位 
a 


。 若 将 曙 线 y = f(z) 下 方 , z =a 和 z = 5 之 间 的 区 域 绕 y 轴 施 转 , 则 可 应 
过 法 且 体积 等 于 


LU 


[2avar 7 

用 心 记 住 这 些 公式 可 不 是 坏 主意 , 但 若 能 够 通过 了 解 如 何 求 典型 
来 推导 出 这 些 公式 更 好 . 当 你 遇 到 下 面 的 变 式 之 一 时 , 这 点 尤其 有 用 : 
(1) 要 旋转 的 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 (而 不 是 xz 轴 ); 
(2) 要 旋转 的 区 域 在 两 曲线 之 间 , 而 不 只 是 曲线 下 方 到 一 个 轴 的 区 域 ; 
(3) 旋转 轴 可 能 平行 于 x 轴 或 y 轴 , 而 不 是 轴 本 身 . 
这 些 情况 的 任何 组 合 都 可 以 通过 取 典 型 小 条 并 合理 地 旋转 , 然后 积分 来 处 理 . 
在 我 们 讨论 如 何 实 现 之 前 , 了 解 如 何 确定 用 圆 盘 法 还 是 壳 法 是 很 重要 的 . 注意 , 当 
用 圆 盘 法 时 , 小 条 绕 平 行 于 它们 短 边 的 轴 旋 转 ; 而 应 用 壳 法 时 , 小 条 绕 垂直 于 短 边 
的 轴 旋 转 . 也 就 是 说 , 在 你 将 区 域 切 成 小 条 之 后 , 则 : 

。 若 每 个 小 条 的 短 边 平行 于 旋转 轴 , 运用 圆 盘 法 ; 

。 而 若 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 时 , 运用 过 法 . 
用 这 些 知识 做 武装 , 我 们 就 可 以 逐个 来 看 这 3 个 变 式 . 
29.1.4 变 式 1: 区 域 在 曲线 和 wy 轴 之 间 


如 果 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 , 你 可 能 会 想 取 横 放 的 小 条 , 短 边 在 y 轴 上 : 


各 和 这 体积 


31 
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BE 我 们 其 实在 做 与 求 由 某 曲线 和 y 轴 所 围 区 域 
的 面积 一 样 的 事 , 见 16.4.3 节 . 不 管 怎样 , 若 
想 求 由 该 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 固体 的 体积 , 你 
应 该 用 圆 盘 法 ， 因 为 小 条 的 短 边 平行 于 那个 
轴 ， 在 点 y 处 的 一 个 典型 小 条 有 宽 dy 和 长 
2 单位 , 所 以 所 得 圆 盘 的 体积 为 xz2dy 立方 单 
位 . 当 对 其 求 积分 来 求 整个 体积 时 , 要 时 刻 注 
意 积分 的 上 下 限 对 应 y 轴 上 的 点 , 而 不 是 x 轴 上 的 点 , 因为 积分 是 关于 y 的 (因为 
dy). 特别 的 , 我 们 需要 积分 从 4 到 B, 而 不 是 a 到 5( 见 图 29-11), 所 以 我 们 要 求 的 
体积 是 Im nxr2dy. 

还 有 一 种 方法 . 看 上 图 并 将 头 偏 放 在 右 肩 上 . y 轴 变 成 了 水 平 的 , 但 一 切 都 是 
颠倒 的 , 试 着 想象 如 果 纸 是 透明 的 , 且 从 反面 看 该 图 ( 头 还 偏 放 ) 会 发 生 什么 . 现在 
y 轴 和 z 轴 交 换 了 位 置 ! 这 就 暗示 你 可 以 在 见 到 x 和 y 时 交换 变量 , 在 此 假定 你 仍 
用 y 轴 上 的 点 来 做 积分 范围 . 其 实 , 如 果 对 前 面 29.1.3 节 的 公式 了 = fry2dz 做 
这 个 变换 , 我 们 看 到 曲线 到 y 轴 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 体积 是 |” rz2dy, 这 与 我 
们 之 前 所 求 一 致 . 

如 果 上 面 的 区 域 绕 x 轴 而 不 是 绕 y 轴 旋 转 呢 ? 只 需 用 29.1.3 节 的 壳 公 式 V = 

人 272zydz, 可 知 我 们 想 要 的 体积 是 I 2ryzdy. 这 是 有 道理 的 , 因为 将 典型 小 条 关 
于 >z 轴 旋 转 将 得 到 一 个 厚 dy、 高 zx, 半径 为 y 个 单位 的 壳 . 你 应 该 画 一 下 当 展 开 这 
个 小 条 成 薄片 时 会 发 生 什 么 . 这 个 薄片 近似 为 一 个 四 棱柱 , 计算 它 的 体积 , 并 看 到 
上 实 得 到 了 2ryzdy. 总 之 , 所 得 的 准则 如 下 . 
若 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 , 交换 zx 和 y. 
如 往常 一 样 , 画 一 个 典型 小 条 , 旋转 , 计算 所 得 体积 , 且 积 分 是 最 可 信赖 的 方法 . 上 
面 的 准则 只 是 一 个 向 导 . 
这 是 变 式 1 的 一 个 例子 .， 令 RR 为 曲线 y = vz， 
y= 二 2 和 yy 轴 之 间 的 区 域 (如 图 29-12 所 示 ). 

我 们 来 计算 R 关 于 y 轴 和 x 轴 的 旋转 体 的 体积 . 在 
第 一 种 情况 中 , 我 们 用 圆 盘 法 , 因为 区 域 在 曲线 和 yy 尼 
之 间 , 且 我 们 关于 相同 的 轴 旋 转 . 则 体积 大 


[ 

TZ2dy/ 

0 

内 为 y= Vz, 我 们 有 xz = 好 , 所 以 z? = 只. 这 意味 着 体积 是 


” _ 327 
5 


Del 


a b 
图 29-11 


| 


Y=/T 


图 29-12 


2 2 5 
| nz?2dy 一 "| ydy = 生生 
0 0 5 lo 
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565 


立方 单位 . 男 一 方面 , R 关于 z 轴 的 旋转 体 的 体 内 
| 2xyzxdy = 2r| ydy, 
0 0 


体积 六 


因为 yz = yx 二, 可 验证 算出 来 为 8r 立方 和 


位 . 要 而 


况 下 的 典型 小 条 并 验证 上 面 公式 的 正确 性 . 同样 注 


4: 毕竟 , 积分 关于 y( 而 非 z! ) 且 相 应 的 y 的 取 值 范围 为 [0 


29.1.5 ” 变 式 2: 两 曲线 间 的 区 域 


如 果 要 旋转 的 区 域 介 于 两 曲线 之 间 , 我 们 将 要 面 对 与 16.4.2 节 求 两 曲线 间 面 
一 样 的 情形 . 一 般 方 法 是 取 顶 部 曲线 下 方 到 旋转 轴 的 区 


的 区 域 进行 旋转 , 得 到 一 


0,2], 如 上 图 所 示 . 


的 较 大 固体 . 现在 取 底部 曲线 下 方 到 旋转 轴 的 区 域 进行 旋转 , 得 到 一 个 固体 以 便 
较 大 固体 中 去 掉 , 来 得 到 所 需 的 固体 . 最 后 , 从 大 体积 


中 的 3 个 区 域 . 


图 29-13 


我 们 要 旋转 的 区 域 见 左 图 , 它 是 项 部 曲线 下 方 到 x 轴 ( 
和 底部 曲线 下 方 到 x 轴 区 域 ( 右 图 ) 之 差 . 现在 , 不 


转 , 我 们 所 求 区 域 的 旋转 体 体积 等 于 较 大 区 域 旋 转 体 体 积 与 较 小 


差 . 例如 , 若 该 区 域 绕 z 轴 旋 转 ， a 


减 去 小 体积 


个 所 需 


了 


戌 头 圆锥 


的 结构 , 且 它 的 中 间 


左 到 右 是 样子 很 奇怪 的 洞 . 该 固体 是 实体 (没有 洞 


辐 - 目 -| 尼 
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因此 , 我 们 推出 了 如 下 结论 . 


若 区 域 在 两 曲线 之 间 , 求 相 应 的 旋转 体 体积 之 差 . 


我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 . 考虑 如 图 29-15 所 示 的 两 曲线 
y 二 273 和 yy = x 之 间 的 有 限 区 域 . 该 区 域 绕 x 轴 旋 转 所 得 


固体 的 体积 是 多 少 ? 


与 洞 的 差 (如 图 29-14 所 示 ). 


定 能 画 出 该 例 中 两 种 情 
意 积分 必须 从 0 到 2, 不 是 0 到 


2 
江 | 


需 
从 


. 考虑 图 29-13 


上 面 中 间 图 像 ) 的 区 域 
管 是 关于 x 轴 还 是 关于 y 轴 
区 域 旋 转 体 体积 之 


旋 


从 


(2,16) 


欲求 交点 , 需 令 223 = x4. 可 得 z= 0 或 z= 2. 所 以 交点 为 原 


点 和 (2,16), 如 上 图 所 示 ; 因此 我 们 要 考虑 的 区 间 是 [0,?]. 


现在 , 对 应 x 的 这 个 区 间 里 ,曲线 y = 2zx? 在 


上 方 , 所 以 我 们 要 求 y; = 2z3 的 旋转 体 体积 并 减 去 


| 线 y = 2 
y2 = £4 图 29-15 
于 区 分 二 者 . 


的 旋转 体 体 积 . 注意 , 用 y, 和 yo 来 取代 y 有 利 习 
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现在 对 两 个 曲线 用 圆 盘 法 可 求 得 所 需 的 体积 是 


2 2 2 2 
| TVzdz 一 | TVy2dz = "| (273)2dz 一 a| (zx)2dz. 
0 0 0 0 
OG 你 可 以 计算 出 结果 , 并 验证 答案 为 1024r/63 立方 单位 . 
那 让 此 区 域 关于 vy 轴 旋 转 呢 ? 由 于 我 们 刚 
I 求 了 两 曲线 间 的 面积 , 并 没有 对 某 轴 或 其 他 
轴 有 特别 的 倾向 , 所 以 我 们 应 该 能 够 用 圆 盘 法 
或 过 法 来 求解 我 们 用 两 种 方法 来 实现 一 下 . 
首先 , 用 圆 盘 法 . 假设 我 们 将 该 区 域 切割 成 短 
y= 273 边 平 行 于 y 轴 的 小 条 , 如 图 29-16 所 示 . 

所 求 的 体积 是 y = z4 和 y = 2z3 旋转 体 
体积 之 差 . 这 些 体积 的 第 一 个 大 于 第 二 个 , 因 
为 zt 在 2z3 的 右边 , 所 以 我 们 令 zi = WU 

图 29-16 且 za = (W2)73. 运用 圆 盘 法 , 将 > 和 vy 互 换 
(如 前 面 变 式 1), 并 在 y=0 和 w=16 间 积 分 (不 是 从 0 到 2), 可 知 所 求 体积 头 


16 16 16 16 
| Ti | y= "| (ys)2qy — "| ((y/2) V3)2qy 
0 0 06 0 16 
=z| way — 22 /a 
0 0 


稍 作 几 步 运算 后 为 64n/15 立方 单位 , 可 练习 算 一 下 . 
多 。 。 我 们 来 试 着 用 过 法 求 相同 的 体积 . 这 次 ， 

我 们 垂直 的 切割 该 区 域 , 如 图 29-17 所 示 . 
由 于 = 2z3 在 wo = 对 之 上 ,我 们 如 下 取 两 


3| 


(2,16) 


体积 之 差 : (210) 
2 
| 2TZVW1dZ 一 | 2TZV2dZ 
0 2 
= | 2z4dz 一 27 | Z5dz y=273 
0 0 y=74 


结果 为 64r/15 立方 单位 与 我 们 用 圆 盘 
法 所 求 结果 一 样 , 这 是 当然 ! 注意 当 我 们 用 加 
司法 时 , 我 们 把 所 求 固体 看 作 是 一 个 中 间 挖 掉 
另 一 个 硫 的 硫 状 物 , 而 壳 法 更 像 一 个 中 间 去 掉 
个 更 小 盆 的 盆 状 物 . 这 里 你 应 该 尝试 画图 来 看 具体 情况 . 
《该 变 式 同样 适用 于 区 域 没 有 延伸 到 坐标 轴 的 情况 ， 例 如 , 假设 我 们 要 求 曲 线 
y=1+V 配 一 民 和 直线 y = 1 之 间 区 域 绕 > 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 体积 . 注意 , 昌 
线 是 中 心 在 (0,1), 半径 为 5 个 单位 的 圆 2+( 一 1)? = 25 的 上 半 部 分 , 故 所 涉及 


图 29-17 


一 
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区 域 如 图 29-18 所 示 . 


图 29-18 


当 我 们 将 该 区 域 绕 z 轴 旋 转 时 , 得 到 一 个 水 珠 状 形状 一 一 它 是 一 个 中 心 为 洞 
的 球状 固体 . 它 的 体积 是 多 少 ? 你 可 用 关于 变量 y 的 壳 法 一 一 作为 练习 ”. 另 一 个 
可 行 的 方法 是 圆 盘 法 . 我 们 应 该 将 该 区 域 看 作曲 线 yj==1+ V25 一 和 wp 一 1 之 
间 的 区 域 , 所 以 体积 大 
| (1 十 V25 — z2)2dz 一 | (1)2dz 
三 一 5 

第 二 个 积分 是 10r, 恰巧 是 高 为 10 个 单位 , 底面 半径 为 1 个 单位 的 圆柱 体 体 
职 正 是 水 珠 中 间 空 心 部 分 . 第 一 个 积分 自己 计算 , 注意 让 ,V5 一 x2dz 比 你 
想 的 要 简单 一 一 不 需 计 算 , 因为 它 就 是 半径 为 5 个 单位 的 半圆 面积 . 不 管 怎样 , 你 
应 该 验证 答案 为 25r2 + 500r/3 立方 单位 . 
29.1.6” 变 式 3: 绕 平 行 于 坐标 轴 的 轴 旋 转 

最 后 , 我 们 来 看 一 下 如 何 处 理 轴 为 x = h 或 y= 的 旋转 体 , 其 中 少 不 必 一 定 
等 于 0. 我 们 从 y = 开始, 它 平 行 于 xz 轴 
日 高 为 h. 假设 我 们 要 令 曲 线 y = f(z) 和 
直线 yy =,x=a 和 x =。，b 间 的 区 域 绕 直 
线 y= hh 旋转, 如 图 29-19 所 示 . 

一 个 典型 小 条 如 右 图 所 示 .， 宽 为 dz， 
但 高 不 是 y, 而 是 y 一 h. 在 图 中 , h 显示 为 
正 数 , 所 以 显然 y 一 h 小 于 wy 一 一 事实 上 也 
应 该 如 此 . 若 hh 碰巧 为 负 , 则 小 条 的 高 大 于 vy, 但 显然 这 时 y 一 h 大 于 y, 因为 为 负 ! 
不 考虑 h 的 符号 , 我 们 看 到 小 条 的 高 为 y 一 h, 所 以 相应 的 圆 盘 体积 是 x(y hh)?dzx， 
整个 旋转 体 的 体积 是 | r(y -hh)?2dzx. 

@ 要 做 此 练习 的 话 , 必须 小 心 , 因为 该 区 域 不 是 关于 y 轴 的 曲线 下 方 部 分 . 如 果 半 圆 的 右 半边 绕 x 轴 

旋转 , 最 好 先 算出 体积 , 然后 令 结果 乘 2. 


图 29-19 
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图 29-20 


使 得 区 域 在 x 轴 


为 负 则 在 下 方 ) 该 变化 唯 
y = 有 h 可 能 会 在 曲线 上 方 , 图 


事实 上 , 这 个 公式 与 正规 圆 盘 法 的 唯一 
区 别 是 : y 被 (y 一 hh) 代 换 了 . 如 我 们 在 1.3 
节 所 见 , 这 个 变化 有 转换 标准 图 像 的 作用 ， 
上 方 h 单位 的 地 方 ( 若 岂 


的 问题 是 , 直线 


29-20 所 示 . 


这 种 情况 中 , 小 条 的 高 度 是 hy 而 不 是 y 一 和 

h. 这 点 对 圆 盘 法 没有 实质 影响 , 因为 要 取 高 | 

的 平方 , 但 对 这 些 加 以 小 心 还 是 好 的 .此 外 ， 2 

壳 法 又 另 当 别 论 了 . 且 | | 

假设 我 们 现在 欲求 由 如 图 29-21 所 示 区 

域 绕 轴 > =h 旋转 得 到 的 固体 体积 . 

这 里 我 们 需 用 过 法 , 因为 小 条 的 短 边 垂直 于 图 29-21 
旋转 轴 ， 一 个 典型 过 高 y, 厚 dz 单位 , 不 过 现在 的 
半径 是 > 一 而 非 > 单位 ， 你 可 验证 壳 的 体积 为 


图 29-22 


现在 过 的 半径 是 及 一 xz 单位 , 而 不 是 x 
有 z. 所 以 这 次 旋转 体 的 体积 


2x(z 一 h)ydz, 所 以 总 体积 是 六 2r(z 一 h)ydz 立方 单 


位 . 同样 , 注意 这 个 结论 来 源 于 将 前 面 29.1.3 节 中 的 


壳 法 标准 公式 , 只 是 其 中 的 xz 代 换 为 (z 一 门 . 这 个 
变换 有 将 标准 图 像 向 右 平移 h 单位 的 作用 , 该 平移 
包括 旋转 轴 一 一 我 们 已 做 的 就 是 平移 图 像 . 
如 果 旋 转轴 在 该 区 域 右边 呢 ? 考虑 图 29-22. 


h 单位 ， 


行 验 证 ). 


所 以 , 这 里 是 变 式 3 的 一 般 思 想 : 


若 旋转 轴 
若 旋转 轴 


是 z=h, 用 (z 一 hh)( 若 xz <h 则 月 


是 y=h, 用 (yy 一 hh)( 若 y<h 则 用 (h 一 y)) 代 换 vy. 


日 (hh 一 z)) 代 换 x; 


我 们 来 看 一 些 变 式 3 的 例子 .在 所 有 例子 中 , 我 们 将 


讨论 在 曲线 y 


Z3, 直线 z 


29-23 所 示 . 


过 细 


(注意 图 29-33 中 的 > 轴 和 wy 轴 


2 和 y=1 之 间 的 区 域 , 如 图 


尺度 不 同 , 因此 此 图 并 没有 


. ) 我 们 从 求 该 区 域 绕 直线 y 


1 旋转 所 得 固体 体积 


开始 . 为 求 该 体积 , 见 到 y -1 就 将 其 殖 换 为 y, 将 该 图 向 


下 移 1 个 单位 . 因此 体积 是 


因为 h 大 于 积分 区 间 [a,9] 内 的 所 
是 让 2x(h 一 z)ydz 立方 单位 (具体 自 
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2 2 
| fl(y — 1)2dz = | (x3 一 1)2dz， 
很 容易 就 可 算出 为 163rV/14 立方 单位 . 想 一 想 能 否 通过 求 典型 
这 个 答案 (小 条 是 垂直 的 ). 

若 此 区 域 绕 直 线 x = 2 旋转 呢 ? 这 其 实 是 变 式 1 和 变 式 3 的 组 合 , 由 于 关于 平 
行 于 y 轴 的 轴 旋 转 , 所 以 我 们 将 交换 x 和 y, 并 用 (2 - z) 代 换 x 来 处 理 这 个 平移 . 
注意 这 里 是 (2 - z) 而 不 是 (x 一 2), 因为 区 域 在 直线 z = 2 的 左边 . 同样 , 积分 应 该 
从 1 到 8, 因为 积分 是 关于 y 而 不 是 关于 z 的 . 因此 体积 类 

[2-07ay = | 2)ay, 

1 1 
化 简 后 为 8x/5 立方 单位 . 通过 求 典型 圆 盘 体积 也 可 求 出 该 体积 , 用 该 方法 进行 验 
证 是 个 好 主意 , 注意 这 次 我 们 将 区 域 切 成 了 水 平 小 条 , 就 像 变 式 1 一 样 . 

车 我 们 让 此 区 域 绕 z = -3 旋转 呢 ? 脑子 开始 有 点 乱 了 . 车 我 们 用 垂直 小 条 ， 
则 我 们 需 用 过 法 , 因为 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 . 我 们 将 用 变 式 2 和 变 式 3 的 
组 合 . 你 知道 , 垂直 来 看 , 区 域 在 两 曲线 yi = z3( 在 顶部 ) 和 ys = 1( 在 底部 ) 之 间 . 
同样 , 壳 法 标准 公式 中 的 x 要 替换 为 (z 二 3). 这 意味 着 体积 | 

| 2r(Z 十 3)V1idz 一 | 2r(Z 十 3)Vadz = 2 上 

1 1 
给 出 , 计算 可 得 259x/10 立方 单位 . 

我 们 来 重复 相同 的 例子 , 这 次 取水 平 小 条 . 现在 我 们 要 用 圆 盘 法 , 因为 每 个 小 
条 的 短 边 平行 于 旋转 轴 . 我 们 需 交 换 x 和 因为 旋转 轴 是 垂直 的 ( 变 式 1); 我 们 
同样 要 把 该 区 域 看 作 平 放 在 右 曲 线 zi = 2 和 左 曲线 zs = yi 之 间 ; 最 后 , 我 们 需 
将 z 代 换 为 z 十 3( 变 式 3), 意思 是 将 zi 代 换 为 zi 十 3 且 将 za 代 换 为 zz 十 3. 所 以 
这 个 例子 运用 了 以 上 三 个 变 式 ! 标准 圆 盘 体积 是 ry2dz; 交换 > 和 yy 可 得 nx?dy; 
用 z+3 代 换 z 得 rz+3)2dy; 对 该 形式 分 别 关 于 zl 和 za 从 1 到 8 积分 , 取 差 . 
可 得 体积 关 

8 8 8 
1 


8 
| N(x +3)dy -| (r+ dy = | (2 + 3)2dy | (y1/3 + 3)2dy, 
1 1 1 


算出 来 仍 为 259r / 10 立方 单位 . 至 少 我 们 得 到 的 是 同 前 面 一 样 的 答案 ! 同样 , 最 
好 确保 你 自己 可 以 求 典型 圆 盘 体 积 . 

总 之 , 已 经 有 足够 多 关于 旋转 体 体积 的 理论 了 , 要 想 掌 握 所 有 的 变 式 必须 多 做 
练习 . 现在 是 讨论 求 更 一 般 固体 体积 的 时 候 了 . 


盘 的 体积 来 验证 


1 


2 
(zZ 十 3)z3dz 一 2| (Z 十 3)dz， 


1 1 


29.2 “一般 国体 体积 
大 多 数 固 体 不 能 通过 平面 区 域 绕 平面 内 某 轴 旋 转 而 形成 . 例如 , 一 个 棱锥 没有 
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| 面 , 所 以 无 论 你 怎么 看 , 它 都 不 是 旋转 体 . 求 类 似 固 体 体积 的 一 个 方法 是 切片 法 ， 
它 推广 了 前 面 29.1.1 节 的 圆 盘 法 . 
想象 你 的 固体 是 一 个 蔬菜 , 比如 黄瓜 或 南瓜 . 将 它 放 在 切 板 上 切 成 薄 的 平行 小 
片 . 这 些小 片 的 大 小 不 会 总 是 相同 . 甚至 一 个 小 片 的 两 面 也 不 总 是 一 样 . 例如 , 对 
于 黄瓜 , 靠 头 的 切片 会 有 一 点 斜 . 男 一 方面 , 若 一 个 小 片 很 薄 , 则 它 的 两 面 会 很 接 
近 . 所 以 我 们 将 取 两 面 中 的 一 面 乘 上 切片 的 厚度 来 近似 切片 的 体积 一 一 取 哪 面 都 
没关系 . 然后 我 们 将 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 并 取 切 片 厚度 趋 于 0 的 极限 . 
在 实践 中 , 过 程 有 些 复杂 . 事实 是 , 有 很 多 方法 来 切割 固体 . 例如 , 车 切 平 放 着 
的 黄瓜 , 则 得 到 盘 状 的 薄 切 片 ; 若 把 黄瓜 竖 起 来 , 切 起 来 更 难 , 不 过 还 是 可 以 切 的 ， 
且 你 将 会 得 到 不 同 大 小 的 椭圆 形 切 片 ; 或 者 将 黄瓜 倾斜 一 个 角度 而 切 得 更 小 的 椭 


基本 上 , 这 是 你 的 选择 : 需 选 一 个 轴 , 不 必 穿 过 固体 . 所 有 的 切片 将 垂直 于 这 个 
轴 . 一 旦 选 定 了 轴 , 前 进 的 路 就 清晰 了 : 你 需求 每 个 垂直 于 该 轴 的 切片 的 横 截 面 面 
积 . 不 同 的 切片 有 不 同 的 面积 . 所 以 , 在 你 的 轴 上 , 要 选择 一 个 原点 和 正方 向 , 然后 
算出 穿 过 z 的 切片 横 截 面 面 积 , 其 中 zx 是 轴 上 的 任意 一 点 .最 后 一 步 是 用 面积 
厚度 dz 来 近似 切片 的 体积 , 然后 积分 . 这 步 相 当 于 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 同时 
取 切 片 最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 总 之 , 这 里 是 解 题 思 路 : 

(1) 选 定 一 个 轴 ; 

(2) 求 一 个 在 轴 上 点 z 处 的 典型 横 截 面 面 积 , 称 该 面积 为 4(z) 平方 单位 ; 

(3) 则 , 若 Y 为 固体 的 体积 (立方 单位 ), 我 们 有 


V = [ A(z)dz 


其 中 [o 是 完全 覆盖 固体 的 x 的 取 值 范围 . 

相信 我 , 你 真 要 选 一 个 使 横 截 面 越 简 单 越 好 的 轴 ， 若 能 确保 横 截面 都 很 相似 ， 
会 很 有 帮助 , 也 就 是 它们 互 为 不 同 大 小 的 副本 . 不 过 不 会 总 有 这 个 可 能 . 

让 我 们 用 上 面 的 方法 求 一 个 “广义 ” 锥 体 的 体积 . 意思 是 平面 上 某 形 状 的 面积 
为 4 平方 单位 , 在 平面 上 方 一 定 的 距离 处 有 一 顶点 P( 如 图 29-24 所 示 ). 
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现在 我 们 从 平面 形状 的 边 上 每 个 点 到 P 做 线段 . 这 就 给 出 了 一 个 底 为 起 始 形 
状 的 表面 . 我 们 要 讨论 的 固体 就 是 里 面 填充 了 的 表面 , 或 者 说 是 表面 的 内 部 . 这 是 
一 种 表面 形状 的 框架 图 , 如 图 29-25 所 示 . 


Pp 


图 29-25 


例如 , 车 底 为 圆 且 点 PP 在 圆心 的 正 上 方 , 则 我 们 得 到 一 个 一 般 圆锥 . 若 底 为 正 
方形 且 点 PP 在 正方 形 中 心 ( 即 正方 形 对 角 线 的 交点 ) 的 正 上 方 , 则 我 们 得 到 一 个 四 
棱锥 . 你 可 以 想象 什么 样 的 底 和 顶点 P 可 让 你 得 到 一 个 规则 的 锥 体 , 或 斜 锥 体 (就 
像 一 项 奇怪 的 帽子 一 一 类 似 一 种 巫师 帽 , 但 不 是 直 的 ). 结果 是 与 求 固体 体积 相关 
的 唯一 的 量 是 底 的 面积 4 平方 单位 , 以 及 从 PP 到 平面 的 垂直 距离 . 我 们 称 后 
面 的 量 为 h 单位 (图 29-25 已 标 出 ). 
那么 , 如 何 求 体积 呢 ? 首先 要 选 一 个 轴 . P 似乎 是 一 个 特殊 的 点 , 所 以 我 们 选 
择 的 直线 或 许 应 该 穿 过 P. 那 其 他 点 呢 ? 你 可 以 进行 各 种 尝试 , 但 唯一 有 用 的 是 让 
直线 垂直 于 包含 底 的 平面 . 我 们 也 把 轴 的 原点 设 在 P, 正方 向 向 下 . (看 起 来 有 点 奇 
怪 , 但 没有 理由 说 正方 向 不 可 以 向 下 . 毕竟 , 广义 锥 体 也 可 能 以 顶点 向 下 的 方式 展 
示 给 我 们 , 此 时 向 上 是 正方 向 . ) 这 会 使 我 们 的 计算 变 得 更 容易 . 我 们 来 看 若 选 择 轴 
上 的 一 个 点 x 并 取 穿 过 zx 的 垂直 切片 会 怎样 (参见 图 29-26). 


图 29-26 


横 截 面 是 原 底 的 一 个 较 小 副本 . 数学 上 讲 就 是 横 截面 与 底 相 似 . 现在 我 们 要 求 


出 横 截 面 的 面积 . 为 此 , 我 们 选取 底 的 边 上 的 任意 一 点 并 连 到 P 上 . 这 条 线 在 广义 
锥 体 的 边 上 , 且 同 样 穿 过 我 们 截面 的 相应 点 . 我 们 也 要 选 一 点 使 得 直线 为 图 像 的 右 
边缘 , 但 我 们 也 可 以 选 底部 边 上 任意 点 . 我 们 还 要 画 一 些 垂 线段 , 如 图 29-27 所 示 . 
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图 29-27 图 29-28 


我 在 上 网 标 出 了 垂 线 的 长 度 . 我 们 来 看 形成 的 三 角形 (如 图 29-28 所 示 ). 
运用 相似 三 角形 , 我 们 可 知 


Z 用 
这 


这 意味 着 1 = zL/h. 我 们 对 这 个 方程 做 一 个 事实 检测 . 若 z = 0, 则 切片 过 锥 体 的 
顶点 (P), 且 1 应 该 , 为 0 而 它 就 是 0. 另 一 方面 , 若 x = hh, 则 切片 是 平面 的 底 ， 
纳 截 面 不 是 底 的 较 小 副本 它 就 是 底 . 所 以 , 这 时 1 理所当然 应 该 等 于 工 , 而 事 
实 的 确 如 此 . 

现在 来 看 我 们 的 底 和 横 截面 , 其 中 画 出 了 长 度 为 和 1 的 线段 , 如 图 29-29 所 示 . 


Hb 


底 横 截 
Go - 
面积 二 4 面积 = 4(J) 
图 29-29 


这 两 幅 图 , 包括 线段 都 是 相似 的 一 一 其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 放大 . 这 里 有 
个 相似 性 的 重要 原理 . 假设 我 们 有 两 个 相似 图 形 , 且 已 知 对 应 线段 的 长 度 , 每 幅 图 
一 条 线段 ， 当 我 们 将 一 幅 图 放大 到 与 另 一 幅 图 一 样 大 小 时 , 两 条 线段 要 严格 匹配 . 
那么 两 图 面积 之 比 是 对 应 长 度 之 比 的 平方 . 例如 , 若 我 们 取 两 个 正方 形 的 瓷砖 , 其 
中 一 个 边 长 是 男 一 个 边 长 的 3 倍 , 则 大 瓷砖 的 面积 是 小 瓷砖 面积 的 9 倍 . 回 到 上 
图 , 底 的 面积 是 4 平方 单位 , 横 截面 的 面积 是 4(z) 平方 单位 . 因此 , 面积 之 比 是 对 
应 长 度 之 比 的 平方 , 在 本 例 中 长 度 是 工 和 7, 则 : 


化 简 并 运用 前 面 7 的 表达 式 , 可 得 
412 A /zxL\? Ax? 
人 - 辫 -( 竺 ) 大 


同样 需 进行 事实 检测 : 若 z = 0, 横 截面 为 点 P, 此 时 横 截 面 没 有 面积 . 可 以 验证 ， 
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因为 4(0) = 4x02/ 妇 =0. 那 xz=h 时 呢 ? 则 我 们 讨论 的 是 底 , 所 以 横 截 面 面 积 应 
该 为 4 平方 单位 . 没 问题 : 4( 由 =4x712/12 = 4. 
最 后 , 我 们 可 以 做 积分 了 ! 唯一 的 问题 是 x 的 范围 是 多 少 ? 如 我 们 所 见 , rz =0 
是 项 , 且 x = 是 底 , 这 就 是 x 的 正确 取 值 范围 . 所 以 


h h 2 h 3 
0 0 


oh 和 2 3 

立方 单位 ， 二 
嘿 , 我们 已 求 得 任意 棱锥 或 类 圆锥 体 的 体积 公式 ， 例 如 ， 

对 讨论 过 的 正 圆锥 , 体积 是 Bah 立方 单位 , 正 是 上 面 公式 中 


由 4 二 xr? 所 求 的 结果 . 对 正四 楼 锥 体积 关 5 人 
单位 (其 中 底 边 长 7 单位) 也 一 样 有 效 , 因为 此 时 底面 积 是 


站 再 看 一 个 例子 ， 取 在 z = 0 和 z 一 了 之 间 的 曲线 
y 三 ez, 并 考虑 曲线 和 z 轴 之 间 的 区 域 . 如 图 29-30 所 示 . 
假设 有 一 个 形状 怪异 的 固体 位 于 上 述 平面 的 上 面 ， 
并 伸 出 纸 面 , 它 的 底 就 是 上 图 的 阴影 区 域 . 该 固体 的 形 
状 是 这 样 的 , 若 沿 平行 于 y 轴 的 任何 直线 竖 直 向 下 切 ， 
则 横 截面 是 长 边 在 上 图 底 上 , 短 边 为 长 边 一 半 的 矩形 . 
将 图 稍微 倾斜 一 下 来 看 透视 图 , 这 里 是 一 些 横 截面 的 
样子 (如 图 29-31 所 示 ). 
该 固体 的 体积 是 什么 ?我们 从 选 轴 开 始 .， z 负 
怎样 ? 似乎 有 道理 ,因为 我 们 知道 垂直 于 该 轴 的 横 截 
29-31 面 是 什么 样 的 ， 我 们 已 经 有 了 一 个 原点 和 正方 向 , 就 
以 它们 为 准 . 在 轴 上 的 x 点 , 垂 线段 长 度 为 ez 单位 . 
这 是 矩形 长 边 , 所 以 短 边 长 度 为 pe” 单位 (要 知道 , 短 边 是 长 边 的 一 半 ). 因此 和 矩形 
的 面积 关 


图 29-30 


平方 单位 . 故 体积 是 


1/2 1 r1/2 1e2zzll2 1 a 
V= | 4(z)dz = 5 | e2*dzx = 二 =(e 一 1) 立 方 单位 . 
0 


29.3 弧 长 
对 某 函 数 f, 我 们 有 vy = f(z) 的 图 像 , 其 中 z 的 取 值 范围 为 a 到 b. 取 一 段 细 
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强 沿 曲线 放 在 曲线 上 面 , 标记 两 端 , 然后 离开 纸 面 , 拉 直 并 测量 两 个 标记 点 之 间 的 
长 度 . 你 怎么 计算 曲线 长 度 呢 ? 这 个 长 度 被 称 为 曲线 弧 长 , 我 们 将 找 一 个 弧 长 公式 . 
策略 是 得 到 某 种 原型 表达 式 , 然后 将 其 改装 来 得 到 一 些 有 用 公式 . 

我 们 来 看 介 于 x 和 z + dz 之 间 的 一 小 段 曲线 , 如 图 29-32 所 示 . 


dz 


a 也 z+dz 0b 


图 29-32 
我 们 用 虚线 段 4B 的 长 度 来 近似 4 和 B 之 间 的 曲线 长 度 . 4 与 B 越 接近 , 近似 各 
度 越 好 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 4B 的 长 度 是 VIG5Jz TO 单位 , 现在 我 们 只 需 
对 很 多 小 线段 重复 该 过 程 , 形成 一 个 曲线 的 近似 . 像 往 常 一 样 , 积分 关注 连 加 和 极 
限 部 分 , 但 要 小 心 . 若 只 在 小 段 长 度 Vz 下 Cay]7 前 加 一 个 积分 号 , 将 得 到 
了 长 = | VD 
问题 是 , 这 个 积分 没有 任何 意义 ! 我 们 需要 关于 一 个 变量 积分 ,幸运 的 是 , 我 们 可 
以 针对 各 种 情形 来 调整 上 面 的 公式 , 以 得 到 一 个 有 意义 的 结果 . 例如 , 你 可 以 将 
子 (dz)? 移出 平方 根 式 , 将 小 段 长 度 表示 为 VIT Cdy]dzJzdz 单位 , 看 起 来 更 可 行 . 
(这 个 变动 其 实 需要 证 明 , 不 过 细节 有 些 超出 本 书 的 范围 . ) 不 管 怎样 , 在 下 面 的 每 
个 例子 中 , 我 们 将 讨论 如 何 调整 上 面 的 原始 公式 来 得 到 弧 长 的 合乎 情理 的 公式 ; 
GD 车 y= f(z), 且 z 在 a 到 5 闻 取 值 , 则 在 上 述 被 积 函数 中 取 因子 (dz)?( 如 
我 们 前 面 所 做 ) 并 将 其 移出 平方 根 得 


d 2 
绵长 = | V1+ (里) dz “| (标准 形式 ) 


b 
弧 长 引 VIT+( 户 (z))2dz. 


(2) 假设 给 定 关 于 y 的 zx. 车 x = oly) 且 %v 在 4 到 B 间 取 值 , 则 取 因 子 
(dy)?( 或 者 , 交换 上 面 图 框 中 公式 的 x 和 y) 得 


关于 f, 可 为 写 为 
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也 可 写 为 


B dz 
法 长 =| + (SE) oy eg 


B 
弧 长 | 1+(g(y))?2dy 


(3) 参数 形式 呢 ? 这 意味 着 x 和 y 是 关于 参数 上 的 函数 ,t+ 在 加 到 主 间 取 值 . 
(参数 方程 回顾 见 27.1 节 . ) 我 们 将 量 (dz)2 看 作 (dzx/dt)?(dt)?;y 同 理 . 然后 我 们 


可 将 (dt)? 移出 


平方 根 得 到 一 个 有 用 的 公式 : 


各 dz \? dy 
nk =] /( 芭 ) + (Ee) a 


参数 版 ). 


ed 


(4) 最 后 这 个 公式 的 特殊 情况 发 生 在 极 坐标 情形 . 特别 的 , 在 27.2.4 节 , 我 们 讨 
论 了 如 何 求 曲线 7 = f(9) 内 部 的 面积 , 其 中 9 的 取 值 范围 为 g 到 91, 现在 我 们 来 


求 相同 曲 线 的 弧 长 . 我 们 知道 zx = rcos(g) 且 yy = rsin(0), 所 以 用 f(0) 代 换 7, 我 


们 有 z= f(0)cos(9) 和 y= f(0)sin(0). 这 里 9 的 角色 是 参数 , 所 以 我 们 可 以 使 用 


上 面 参数 版 的 弧 长 公式 (t 代 换 为 0). 我 们 需 知 道 dz/dg 和 dy/db 是 什么 . 根据 乘 


积 法 则 ， 


和 


和 = f'(0) cos(0) — f(0) sin(O) 
2 ‘(0)sin(0) + f(0) cos(O) 
a0 


现在 需 对 这 两 个 式 子 取 平 方 并 相 加 . 试 一 下 吧 ! 你 将 会 发 现 有 些 项 消 掉 了 . 还 , 
有 两 套 sin?(9) + cos2(9) 项 , 这 些 项 可 用 1 代 换 . 综 上 , 可 得 到 公式 少 - 


01 
弧 长 =| VCFO))2 + (P0))2dg |( 极 坐标 函数 , > = f(9)). 


0 


顺便 说 一 下 , 你 应 该 把 所 有 这 些 弧 长 用 单位 表示 出 来 . 
我 们 来 看 一 些 例子 . 假设 要 求 曲 线 y = In(x) 的 弧 长 , 其 中 x 的 取 值 范围 为 V3 O 


到 V15. 我 们 用 前 下 


的 第 一 个 公式 可 得 


V15 2 V15 2 
法 长 = | + (时 | + (3) dz 
V3 dz V3 了 
V15 
到 | La 
V3 你 
这 其 实 是 一 个 非常 难 的 积分 ,作为 练习 , 你 肯定 要 试 一 下 的 . 如 果 卡 住 了 , 这 多 
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是 对 策 : 从 一 个 合适 的 三 角 换 元 开始 . 若 做 对 了 , 积分 对 应 的 不 定 积分 为 『 sec3(0) 
/tan(0)d0. 要 求 它 将 分 子 表示 为 sec(9)(1 十 tan?(9)), 将 原 积 分 分 成 两 个 积分 , 可 
te 


用 第 19 章 的 方法 求解 . 验证 所 得 弧 长 为 2 十 1n(3) 和 ln(5) 单位 . 


) 
若 所 求 弧 长 是 由 参数 z = 3 一 12t4+4 和 w= 8V2t3/2, 其 中 t 在 3 到 5 间 取 值 所 
表述 的 呢 ? 我 们 需 用 参数 版 的 公式 . 事实 上 , dz/dt = 6t 一 12, 且 dy/dt = 12V2t!/2, 


故 
9 dzr\? dy 上 9 
弧 长 = | 多 ) (号 ) dt = | V (6t— 12)2 + (12V2t1/2)2dt. 
现在 , 我 们 来 看 被 积 函 数 的 最 里 面部 分 . 有 一 个 因子 62 可 被 提出 来 , 得 
(6t — 12)? + (12V2t/2)?2= 62((t — 2)? + (2V2t1/2)?) 
= 36(t2 一 4t+4+8t) = 36(t + 2)2. 

现在 将 这 个 结果 带 入 被 积 函 数 并 作 积 分 , 可 得 弧 长 为 72 单位 . 这 就 是 一 件 简 
单 的 事 了 . 细节 留 给 你 完成 ! 
参数 化 和 速率 
在 讨论 求 表 面积 之 前 , 我 想 看 关于 参数 坐标 系 下 弧 长 公式 的 一 点 事实 .假设 
一 个 蚂蚁 (这 次 不 是 蜗牛 ! ) 绕 一 个 平地 息 行 , 我 定义 在 时 间 t 秒 处 的 蚂蚁 位 置 是 
(Zz(),y( 四 ). 蚂蚁 在 时 间 t 的 速率 是 多 少 ? 我 们 知道 速度 是 位 移 关 于 时 间 的 导数 . 因 
此 蚂蚁 在 z 方向 的 速度 是 dx/dt, 且 它 在 vy 方向 的 速度 是 dy/dt. 它 的 实际 速率 需 
涉及 这 两 个 速度 . 其 实 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 我 们 应 该 有 ”: 


et 


嘿 , 这 是 我 们 在 参数 情况 下 求 弧 长 时 所 积分 的 量 ! 确实 , 要 求 蚂蚁 爬 过 的 总 距 

离 , 你 需要 对 它 的 速率 求 积分 因此 , 现在 弧 长 公式 中 的 被 积 函 数 有 了 意义 , 至 少 在 
0 是 有 意义 的 : 它 是 质点 在 曲线 上 移动 的 瞬时 速率 , 就 像 参 数 所 描述 的 一 
样 . 


考虑 前 一 节 末 的 例子 , 其 中 我 们 有 x = 3 如 一 12t 二 4 和 y= 8V24/2. 根据 前 面 


的 探讨 ， 
速率 二 人 ( 勤 - 36(t + 2)? = 6(t + 2) 
中 dt dt 


其 中 答案 以 单位 每 秒表 示 (假设 上 的 单位 为 秒 ). 这 意味 着 在 时 间 t= 3 处 , 在 时 间 + 


@ 这 里 我 们 进入 了 向 量 范 畴 , 属于 关于 多 变量 微 积分 的 书 所 涉及 的 内 容 . 
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处 的 质点 (此 时 位 于 (z(b,y(Gb) 处 , 速率 是 6(3 上 3) = 30 单位 每 秒 ; 而 在 时 间 + 二 5 
处 (速率 稍 快 一 点 ), 为 6(5 + 2) = 42 单位 每 秒 . 

在 27.1 节 , 我 们 探讨 了 参数 方程 2 一 3costt) 和 y = 3sin(b), 其 中 0 < + < am 
它 描述 了 中 心 在 原点 , 半径 为 3 的 圆 . 由 这 些 方程 所 描述 的 运动 的 质点 速率 为 


/(¥) h Cn ee ET 


we 


因为 sin?(t) + cos?() = 1. 这 意味 着 质点 以 恒定 的 速率 3 单位 每 秒 绕 圆 运动 ( 当 
然 是 逆 时 针 方 向 ). 另 一 方面 , 我 们 也 探讨 了 z = 3cos(2t) 和 y = 3sin(2t), 这 次 
0 <<t<z, 也 描述 了 相同 的 圆 . 现在 速率 是 
dz\” dy 2 - - 加 
/二 十 (号 ) = V(—6sin(2t))? + (6 cos(2t))? = V36 = 6， 
所 以 描述 这 个 新 的 参数 方程 的 质点 的 确 以 两 倍 于 原 质点 的 速率 绕 相 同 的 区 


到 
i 
Na 
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本 章 最 后 要 讨论 的 问题 , 是 如 何 求 由 曲线 绕 某 轴 旋 转 所 得 表面 的 表面 积 . 采用 
的 方法 是 我 们 求 弧 长 和 体积 方法 的 一 种 组 合 . 我 们 从 切割 曲线 成 小 段 弧 开始 , 然后 
关注 当 将 其 中 一 段 弧 绕 轴 旋转 时 的 情况 . 假设 绕 x 轴 旋 转 ， 当 我 们 旋转 这 些小 段 
弧 中 的 一 段 时 会 发 生 什 么 呢 ? 我 们 得 到 一 种 环 , 但 它 的 边 是 索 的 . 若 环 的 宽 足 够 小 ， 
我 们 应 该 能 用 直 边 环 来 近似 它 . 我 们 从 制 线段 近似 弧 开 始 , 如 前 面 29.3 节 的 做 法 . 
如 我 们 前 面 所 见 , 割 线 的 长 为 V(dz)2 + (dy)? 单位 . 当 我 们 用 该 割 线 代 替 弧 段 旋转 
时 , 我 们 得 到 一 个 直 边 环 , 如 图 29-33 所 示 . 


(do 二 (dg (do 二 (dg 
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上 面 左边 的 图 给 出 了 一 段 曲线 和 近似 割 线 ; 中 间 图 给 出 了 我 们 要 求 表 面积 的 真 


实 的 曲 边 环 ; 右边 的 图 给 出 了 我 们 用 来 做 替换 的 近似 环 . 事实 上 , 我 们 甚至 曙 


E 懒 ; 环 


的 边 不 是 平行 于 xz 轴 的 , 所 以 我 们 的 环 实际 是 圆锥 表面 的 一 部 分 . 像 这 样 的 物体 的 


表面 积 是 可 以 计算 的 , 但 比较 麻烦 . 因而 我 们 将 进一步 近似 , 假想 要 讨论 的 是 一 个 


边 长 都 相等 的 环 , 不 过 现在 的 环 是 一 个 圆柱 形 的 ， 


如 图 29-34 所 示 . 


最 终 的 结果 是 我 们 得 到 了 一 个 半径 为 y 单位 ， 


e ee 宽度 为 V/TEDJ2TTGJz 单位 的 圆 村 
有 表面 积 2ryV(dz)2 十 (dy)2 平方 单位 ，( 它 是 周 


形 环 , 因此 它 


极限 中 是 可 行 的 ， 这 中 
表面 积 加 起 来 , 并 令 环 的 宽度 趋 于 0 的 极 


我 们 可 由 此 得 到 


7 


不 变 , 但 现在 的 


长 2ry 单位 乘 以 宽度 . ) 结果 表明 ”, 这 个 近似 在 
E 的 极限 是 我 们 将 这 些 环 的 


关于 xz 轴 旋 转 的 原型 公式 : 


表面 | 2xyV(dz)? 十 (dy)?. (关于 zx 轴 


旋转 ) 
或 者 , 若 旋转 是 关于 y 轴 的 , 则 我 们 采用 的 环 宽度 


限 , 所 以 


径 是 z 而 不 是 y 单位 , 所 以 关于 


图 29-34 y 轴 旋 转 的 原型 公式 是 


表面 积 = | 2rzV(dz)2 + (dy)2( 


关于 y 轴 旋 转 ). 


你 也 可 以 参照 体积 的 变 式 1( 见 前 面 29.1.4 节 ), 将 第 一 个 原型 公式 中 的 > 和 y 对 换 


来 得 到 该 公式 . 


不 管 怎样 , 与 弧 长 一 样 , 这 些 原型 公式 不 能 用 于 求 任何 表面 积 ! 我 们 来 看 一 下 


如 何 修改 这 些 公 式 才能 使 用 它们 . 
(1) 假设 我 们 要 关于 x 轴 旋 转 曲 线 y = f(z)， 


其 中 x 取 值 范围 为 c 到 b. 我 们 


从 第 一 个 原型 公式 中 的 被 积 函 数 中 提出 因子 (dz)? 并 将 其 提 到 平方 根 之 外 , 就 像 我 


们 在 弧 长 的 讨论 中 所 做 一 样 , 得 


b bi 
表面 积 | oN ( 吕 ) dw (关于 名 十 i 


写成 天 于 f 的 形式 , 就 像 这 样 : 


b 
表面 积 = | 2nf (0) VTT CPOE ds. 


(2) 车 我 们 要 关于 y 轴 旋 转 相同 的 曲线 , 可 对 
导出 


> 


~ 


男 一 个 原型 公式 采 上 月 


@ 所 牵涉 的 计算 有 些 令 人 生 厌 
锥 体 的 表面 积 公式 x(R 十 7)V(R 一 7)? 十 h2 平方 单位 . 


如 果 你 想 算 的 话 , 可 运 


相同 的 处 理 ， 


半径 为 ”> 和 RR, 高 为 h 单位 的 平 截 头 
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(关于 y 轴 )， 


或 者 写成 关于 f 的 形式 : 
表面 积 = | 2rZzV1 十 ( 户 (z))2dz， 


(3) 当然 也 有 参数 形式 . 若 x 和 yy 是 参数 t 的 函数 , 其 中 七 的 取 值 范围 为 如 到 
刀 , 则 qt 可 推出 下 面 的 公式 : 


(参数 版 , 关于 z 轴 


| 
下 
灌 
| 
SS 
9 
2 
三 | 
J 
= 
S|§ 
oe 
MD 
十 
ZN 
S|e 
ea 
MD 
怠 , 
cs 


SS 


和 


t1 站 2 
埃 面积- | zey (第 ) + (里 ) dt 人 数 版 ,关于 y 笛 


这 里 有 一 个 例子 : 若 从 z=0 到 z= /2 的 曲线 y= cos(z) 关于 z 轴 旋 转 , 我 
们 需 应 用 前 面 第 1 种 情形 中 的 公式 , 可 知 表面 积 类 


/2 有 /2 
| 2xy4/1 十 (里) dz = | cos(Zj\V/1 二 sin2(z)dz 
0 dz 0 


要 求 该 积分 , 首先 令 t= sin(z), 然后 用 三 角 换 元 来 求解 新 积分 . 试 一 下 一 算出 
来 的 表面 积 应 为 x(V3 + ln(L + V3)) 平方 单位 . 

另 一 方面 , 在 z =0 和 z = 2V5 间 的 抛物 线 = z2/2 绕 y 轴 ( 非 z 轴 ) 旋转 
所 得 表面 积 可 用 前 面 第 2 种 情形 中 的 公式 求 得 . 由 于 dy/dz = z, 表面 积 


2V2 dy 2V2 
| 2TX 1+ (时 dr=27| ZV1 十 Z2dz 
0 dz 0 


给 出 , 做 换 元 上 = 1+x? 后 可 算得 52x/3. 

现在 考虑 以 原点 为 中 心 , 半径 为 + 单位 的 上 半圆 . 参数 形式 为 x = rcos(0) 和 
=rsin(g), 其 中 9 的 取 值 范围 为 0 到 r( 我 们 只 取 到 x 是 为 了 只 取 上 半圆 ). 我 们 
关于 z 轴 旋 转 该 半圆 , 将 得 到 一 个 球 , 它 的 表面 积 由 前 面 的 情形 3 给 出 (t 代 换 为 
0): 


| zy ($) 家 (¥) = 上 人 


0 


现在 可 利用 sin2(6) + cos2(6) = 1 计算 , 可 得 表面 积 为 4rr2 平方 单位 , 这 就 证 明 ] 
传统 公式 . 


OP © 


(@) 
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最 后 , 我 们 来 考虑 类 似 于 旋转 体 体积 变 式 3 的 表面 积 ( 见 29.1.6 节 ). 若 旋转 有 
不 是 x 轴 , 而 是 直线 y = (平行 于 x 轴 ), 则 圆柱 形 环 的 半径 是 y 一 单位 (而 非 y 
单位 ), 所 以 前 面 情形 1 中 的 公式 需要 适当 的 改动 一 下 : 


b d 全 
表面 积 到 2r(y 一 hfl+ (里 ) dz (关于 y = 门 . 


(其 实 , 若 曲线 在 直线 y = 下方 , 最 好 用 h 一 y 代替 y 一 hh, 否则 将 得 到 一 个 表面 积 
为 负 的 答案 ! ) 同样 , 你 不 能 单纯 地 学 习 上 面 的 公式 , 而 应 理解 如 何 由 已 知 推 出 该 
公式 . 事实 上 , 你 现在 应 该 能 对 前 面 所 有 的 公式 进行 适当 改动 , 以 对 应 关于 y= 上 h 
或 了 = 的 旋转 . 


第 30 章 微分 方程 


微分 方程 是 一 个 包含 导数 的 方程 , 它们 对 于 描述 现实 世界 中 量 的 变化 非常 有 
用 . 例如 , 若 想 了 解 种 群 增长 快慢 , 甚至 还 清 学 生 贷款 的 快慢 , 微分 方程 都 能 帮助 模 
拟 对 应 情形 并 给 出 令 人 满意 的 答案 . 在 最 后 这 章 , 我 们 将 讨论 如 何 解 特定 类 型 的 微 
分 方程 . 特别 的 , 这 是 我 们 将 讨论 的 内 容 : 

。 微分 方程 导论 ; 

。 可 分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 ; 
一 阶 线性 微分 方程 ; 
一 阶 和 二 阶 常 系数 微分 方程 ; 
。 微分 方程 建 模 . 


我 们 早 在 9.6 节 讨 论 指数 增长 和 衰退 时 已 经 见 过 一 个 微分 方程 的 例子 . 当时 我 
们 考虑 方程 


其 中 大 是 确定 的 常数 , 并 断言 唯一 解 的 形式 为 y= Ae**, 4 为 常数 . 我 们 将 在 后 面 
的 30.2 节 证 明 这 个 断言 . 我 们 不 应 该 对 这 个 突然 出 现 的 形 如 4 的 常数 感到 意外 . 
毕竟 , 原 方程 包含 一 个 导数 , 拆 开 导数 的 唯一 方法 就 是 对 其 积分 , 而 积分 会 引入 一 
个 未 知 常 数 (回想 +C). 

方程 dy/dz = ky 是 一 个 一 阶 微分 方程 的 例子 . 这 是 因为 在 方程 中 只 有 一 个 一 
阶 导 . 一 般 的 , 一 个 微分 方程 的 阶 是 其 所 包含 的 最 高 阶 导数 的 阶 . 例如 , 这 个 复杂 


的 方程 
dt d2y /dy\” 
| sin(2) 也 (时 ) H ewy = tan(Z) 
是 一 个 四 阶 微分 方程 , 因为 它 包含 一 个 四 阶 导数 , 且 没 有 五 阶 或 更 高 阶 导 数 . 
现在 考虑 本 节 开 始 部 分 讨论 的 一 阶 微分 方程 的 一 个 特例 , 但 附带 一 个 条 件 : 

d 

和 = -2y, y(0)=5. 
这 意味 着 你 不 仅 要 使 解 满足 微分 方程 , 还 要 保证 当 x = 0 时 , 得 到 y = 5. 我 们 知道 
y 二 Ae*? 是 微分 方程 dy/dz = ky 的 通 解 , 通过 令 大 = -2, 我 们 可 知 上 面 微分 方程 
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的 通 解 是 y = 4e-2z 对 某 常 数 4 成 立 . 现在 代入 z=0 和 y=5 可 知 5= 4e-2(0)， 


y= 5e 27. 


阶 微分 方程 , 需 积 分 两 次 , 所 以 你 将 得 到 两 个 不 定 第 数 , 由 出 
一 般 的 , 这 两 条 信 
节 看 一 些 例题 . 

现在 , 微分 方程 的 研究 是 相当 广泛 的 . 这 些 问题 很 难 求解 ， 
能 求解 的 , 至 少 一 般 是 这 样 的 . 幸运 的 是 , 有 一 些 简单 的 类 型 
将 讨论 三 种 这 样 的 类 型 : 一 阶 可 分 离 变 量 方程 、 一 阶 线性 方程 、 线 性 常 系数 方程 . 


故 它 是 可 分 离 变量 的 . 作为 另 一 个 例子 , 方程 


dy 2 
区 一 cos (y) cos(z)=0 


我 们 刚才 看 的 是 IVP(Initial Value Probl 
个 初始 条 件 (在 这 个 例子 


| 


/DA 


是 y(0) 的 值 也 


是 4 = 5， 额外 的 信息 y(0) = 5 使 得 我 们 能 够 确定 4 的 值 , 所 以 实际 解 为 


1 


em, 初 值 问题 ) 的 例子 . 


思想 是 知道 
为 y(0) = 5) 和 告诉 你 实际 情况 的 微分 方程 (在 这 个 例 
子 中 为 dy/dz = 一 2y), 你 可 以 运用 这 两 个 条 件 来 求 无 不 定常 数 的 解 . 


A 


30.2 ”可 分 离 变 量 的 一 阶 微分 方程 


上 可知 需 已 知 两 条 信息 . 
1 y(0) 的 值 (z = 0 处 的 导数 ). 我 们 将 在 30.4.2 


事实 上 , 基本 是 不 可 
解 起 来 不 很 麻烦 . 我 们 


一 个 一 阶 微分 方程 被 称 为 是 可 分 离 变 量 的 , 是 因为 能 够 将 所 有 关于 y 的 部 分 
(包括 dy) 放 在 一 边 , 所 有 关于 z 的 部 分 (包括 dz) 放 在 为 一 边 . 例如 , 方程 dy/dz = 
ky 可 重新 整理 为 


可 重 


新 整理 


现在 , 继续 向 下 计算 的 方法 是 到 


例子 中 , 我 们 得 到 


即 


NN 
4 


(代数 运算 自行 验证 


@ 如 你 所 预期 的 , 这 些 机 动 都 可 


1 
po = dz, 


) 成 


口 


sec2(y)dy = cos(x)dx. 


边 加 积分 号 并 积分 , 然后 整理 


1 
| = | 


-Inlyl=z+0, 
hCG 为 常数 . 要 解 y, 两 边 乘 并 取 指数 . 我 们 得 到 


y=e 


链 式 求 导 法 则 证 


kzTRC 一 okCokz. 


明 . 


E° 求 y. 在 第 一 个 
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这 意味 着 y = 二 esCcekz. 现在 , 上 e* 是 一 些 不 为 0 的 常数 , 我 们 称 它 为 4, 因此 给 
出 了 我 们 所 期 望 的 解 y = Ae**. (事实 上 , 4 甚至 可 以 为 0: 其 实 , 若 对 所 有 x 有 
y 二 0, 方程 dy/dz = ky 显然 可 以 成 六 ， 因为 两 边 都 为 0. 这 个 没 在 我 们 的 解 中 出 
现 , 原因 是 我 们 要 除 以 y, 这 是 出 于 y 恒 不 为 0 的 假设 . ) 

对 于 前 面 的 第 二 个 例子 , 两 边 同 时 积分 有 


| se (y)dy = | esaar 


tan(y) = sin(x) 十 C， 
其 中 C 是 常数 . 它 作 为 解 已 经 很 好 了 , 但 或 许 你 会 更 愿意 写成 
y= tan (sin(zx) 十 C). 
这 里 有 个 问题 是 , 反正 切 函数 的 值 域 为 (-x/2, /2). 我 们 应 该 可 在 上 述 表达 式 
上 加 x 的 任何 整数 倍 , 而 得 到 一 个 有 效 解 . 其 实 , sec?(y) 有 周期 x, 故 全 解 应 该 为 
y= tan (sin(z) + 0) + nn, 
其 中 C 为 第 数 , n 为 整数 . 或 许 我 们 应 该 避 开 这 些 讨论 , 仍 写成 tan(y) = sin(x)+C 
的 形式 . (同样 , 我 们 在 开始 求解 时 曾 除 以 cos?(y), 这 导致 我 们 丢 了 常数 解 y = nn/2,， 
其 中 n 为 奇数 , 因为 这 些 是 当 cos?(y) = 0 时 的 值 . 这 些 解 在 上 面 解 中 C 一 二 co 时 
出 现 . ) 
那 相 同 的 例子 , IVP 是 什么 情况 呢 ? 例如 , 考虑 IVP 
— cos2(y) cos(z) =0, (0) = 区 
上 面 的 方法 解 微分 方程 , 可 得 与 前 面 一 样 的 
tan(y) = sin(zZ) 十 C 
现在 , 令 zx=0 和 w= 7x/4 可 得 
tan(x/4) = sin(0) + C， 
这 意味 着 C = 1. 所 以 我 们 有 


若 月 


LUL 


tan(y) = sin(x)+1. 
若 我 们 写 为 
y= tan l(sin(z) 十 1) 十 mr 
其 中 为 整数 , 还 令 z=0 和 yy = /4 可 知 7/4 = tan-1(1) 十 nn, 这 意味 着 n= 0. 
故 将 解 写 成 


= 一 tanrl(sin(z) 十 1). 
是 合 情 理 的 . 为 使 该 点 更 清晰 , 令 初 始 条 件 为 y(0) = 57/4 而 不 是 y(0) = /4. 将 它 
代入 方程 tan(y) = sin(z) 十 C, 又 一 次 推出 了 C=1, 因为 tan(57/4) = 1. 所 以 再 
次 的 , 我 们 求 出 了 tan(y) = sin(z) 十 1, 但 将 这 个 方程 写成 y= tan-!(sin(x) 十 1) 是 
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错误 的 . 为 什么 ? 当 x = 0, 我 们 有 
y= tan li(sin(0)+1)= tan 1!(0)= = 
这 不 是 我 们 想 要 的 . 所 以 需 加 xt: 
y=tan (sin(z)+1)+x. 
现在 微分 方程 得 到 满足 ， 且 如 我 们 所 希望 的 y(0) = 5x/4， 如 果 初 始 条 件 为 
y(0) = zx/4 十 nz 对 任意 非 0 整数 ”成 立 , 需要 采取 相同 的 警惕 . 这 些 需要 精密 的 手 


法 ! 


30.3 ”一 阶 线性 方程 


这 是 另 一 种 一 阶 微分 方程 : 

d 

3 + Pp(2)y = do)， 
其 中 p 和 g 是 关于 z 的 函数 . 这 样 的 方程 被 称 为 一 阶 线性 微分 方程 . 它 可 能 不 是 
可 分 离 变量 的 , 甚至 看 起 来 线性 不 很 明显 ! 例如 ， 


d 
这 全 6z2y = e-2z sin(Z) 
dz 


看 起 来 不 是 很 线性 , 然而 这 个 方程 确实 是 一 阶 线性 的 . 原因 是 y 和 dy/dz 的 办 次 
都 是 1. 故 像 


十 6z243 = er-2 sin(z) 

的 方程 不 是 一 阶 线性 的 , 因为 y 不 是 y 的 一 次 . 类 似 的 ， 
2 
(里 ) 十 6z2y = e-2 sin(z) 
也 不 是 线性 的 , 因为 量 dy/dz 被 平方 了 . 
我 们 回 到 前 面 的 线性 方程 

YY + 622y = e-2° sin(x). 
这 个 方程 不 是 可 分 离 变 量 的 . 试 一 下 ! 你 不 能 得 到 一 边 都 关于 y 而 男 一 边 都 关于 x 
的 方程 . 幸运 的 是 , 有 一 个 巧妙 的 诀 穿 可 以 运用 . 想象 我 们 两 边 都 乘 e2*”， 这 个 操 
作 显 然 使 右边 变 得 简洁 了 , 但 其 实 有 一 个 更 有 趣 的 作用 . 我 们 来 看 发 生 了 什么 : 


627” dy + 6x2e2® y = sin(z). 
dz 
现在 要 仔细 看 : 当 我 将 它 另 写 为 
ny = sin(x). 


dz 


30.3 一 阶 线性 方程 ”585 


时 , 并 没有 隐藏 什么 妙计 . 怎么 可 能 呢 ? 我 所 做 的 就 是 私 底下 把 隐 范 数 求 导 过 程 中 
的 乘积 法 则 反 过 来 ! (小 菜 一 矶 . ) 为 了 证 明 这 是 正确 的 , 你 要 做 的 就 是 把 导数 算出 
来 . 事实 上 , 根据 乘积 法 则 , 其 中 一 项 为 ez 乘 以 y 的 导数 , 即 y x 6z2e2” (用 链 式 
求 导 法 则 ). 但 那 正 是 原来 方程 的 左边 ! 所 以 我 们 确实 有 
d 3 
Ca y) = sin(x). 
现在 我 们 所 要 做 的 就 是 两 边关 于 xz 积分 . 这 样 就 消 掉 了 左边 的 导数 , 剩 下 
e27 4 = | aa 三 一 cos(Z) 十 C. 


除 以 e2* , 得 到 解 
y= (C 一 cos(Z))e-2m ， 
其 中 C 为 任意 常数 . 现在 试 着 对 殿 求 导 来 验证 它 满 起 诛 短 分 方程 
上 述 求解 的 关键 是 乘 以 ez. 此 后 , 我 们 能 将 左边 整体 写成 去 ( 基 陈 ) 的 形式 ， 
这 样 可 以 很 容易 积分 . 出 于 这 个 原因 , e2* ”被 称 为 积分 因子 . 可 知 对 于 一 般 一 阶 线 
性 微分 方程 


+ p(X)y = q(2), 


一 个 好 的 积分 因子 由 方程 
积分 因子 =el pode， 

给 出 , 这 里 不 必 对 积分 结果 +C， 在 你 将 原 微分 方程 乘 了 这 个 积分 因子 之 后 , 左 

可 被 “ 因 式 分 解 ” 成 


站 


二 (积分 因子 x) 
我 们 将 在 稍 后 讨论 原因 . 同时 , 我 们 用 这 个 更 一 般 的 框架 来 重新 计算 前 面 的 例子 


d 
< 下 6z2y = e-2r” sin(z) 
dz 


首先 , 通过 取 y 的 系数 ( 即 6z?) 来 找 积分 因子 , 对 其 积分 并 指数 化 结果 : 
积分 因子 =e| 67 dz 二 e2z 
现在 我 们 可 以 像 原 求解 过 程 那样 继续 : 用 e2* 乘 微分 方程 并 将 左边 重 写 为 是 (e2” y)， 
它 是 积分 因子 和 y 乘积 的 导数 . 
目前 为 止 , 学 习 这 个 方法 的 最 好 办 法 是 做 大 量 的 练习 , 直到 掌握 为 止 . 这 里 是 
另外 两 个 例子 . 首先 , 如 何 解 


d 
TY ery + err, y(0)=2(e—1)? 
dz 
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这 是 一 个 IVP, 但 我 们 担心 的 是 微分 方程 解 完 后 的 事 . 第 一 件 事 是 将 其 变 成 标 
准 形式 , 意思 是 需 将 所 有 关于 y 的 部 分 放 在 左边 , 所 有 只 关于 xz 的 部 分 放 在 右边 ， 
目 dy/dz 的 系数 要 为 1 在 本 例 中 , 我 们 只 需 两 边 减 去 ex*y, 得 


型 ory=e”, y(0) = 2(e — 1). 
y 的 系数 为 ~e*, 故 积分 因子 是 该 量 积分 的 指数 化 : 
积分 因子 = el (~e)dz = ee . 


( 记 住 , 这 里 不 需 +C. ) 我 们 用 这 个 积分 因子 乘 上 述 微分 方程 的 两 边 


如 往常 一 样 , 左边 是 y 乘积 分 因子 的 导数 , 所 以 我 们 有 


d 用 
(ee 切 三 ee ec22 . 


最 好 通过 对 左边 求 导 来 验证 这 个 化 简 的 合理 性 . 总 之 , 对 上 述 方程 的 两 边 积分 可 得 
e-。 1 一 | ear 


为 了 求 这 个 积分 , 令 t = e”, 则 dt = erdz. 注意 , 需 将 e2? 写成 erez 来 计算 . 我 把 
积分 的 计算 (运用 分 部 积分 法 ) 留 给 你 来 完成 , 并 验证 结果 方程 为 
ee y=—ere re ee 十 C. 
最 后 , 两 边 除 以 积分 因子 e-。 可 得 
4 一 一 ez 一 1 十 Ces 
对 某 常 数 C 成 立 . 现在 剩 下 的 就 是 解 IVP. 当 xz = 0, 我 们 知道 y = 2(e 一 1), 所 以 
将 这 个 代入 上 述 方程 , 我 们 有 
2(e—1)=-e— 14+Ce® 

你 可 以 很 容易 解 出 C = 2, 故 最 后 的 解 是 
y=2e° 一 er 一 1 
可 对 其 求 导 来 验证 它 满足 原 微分 方程 . 

让 我 们 快速 地 再 浏览 一 个 一 阶 线性 微分 方程 : 


d 
tan(z) = esin(z) — yy. 


首先 , 将 关于 y 的 部 分 放 在 左边 并 令 方 程 除 以 tan(z), 以 使 dy/dz 的 系数 等 于 1: 


d , 
也 十 cos(Z)y = cos(z)esin(z). 


y 的 系数 是 cot(z), 故 
积分 因子 至 el cos(Zz)dr 一 eln(sin(z)) 三 sin(z). 
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(技术 上 讲 我 们 应 该 写成 lsin(z)|, 但 这 个 使 事情 变 得 不 必要 的 复杂 . ) 不 管 怎么 说 ， 
用 sin(z) 乘 微分 方程 可 得 


d ， 
sin(7z) 于 十 cos(Z)y = cos(z)esin(2)， 
x 


因为 sin(z) cot(z) = cos(z). 现在 左边 变 为 y 乘积 分 因子 的 导数 (验证 它 ): 


Sly sin(z)) = cos(z)esin(?). 
两 边 积分 (用 换 元 来 化 简 右 边 ): 
Vsin(Z) = | se oar 一 esin(z) |- GC. 


最 后 , 用 sin(z) 除 以 两 边 可 得 
y = csc(z)esin(®) 十 C csc(z)， 
我 们 已 经 找到 了 微分 方程 的 解 
总 之 , 下 面 是 解 一 阶 线性 微分 方程 的 方法 . 
。 将 包含 y 的 部 分 放 在 左边 , 包含 * 的 部 分 放 在 右边 , 然后 用 dy/dz 的 系数 
除 两 边 , 得 到 一 个 标准 形式 的 方程 
YY + p(n)y = qo). 
。 两 边 乘积 分 因子 , 我 们 称 其 为 f(z), 由 
职 分 因子 f(x) = ef p(z)dz 
给 出 , 这 里 不 需 为 指数 上 的 积分 +C. 
。 左 边 变 为 荆 (J(z)W), 其 中 f(z) 是 积分 因子 . 用 这 个 新 的 左边 重 写 方程 
。 两边 积分 这 次 必须 在 右边 1C 
。 除 以 积分 因子 来 解 出 y. 
练习 这 个 方法 , 你 不 会 后 悔 的 ! 


为 什么 积分 因子 起 作用 
为 什么 怪异 的 表达 式 el ?(%a* 是 一 个 很 好 的 积分 因子 呢 ? 假设 我 们 取 一 般 方 


SN 


注 


OY pla)y = qle) 


并 用 积分 因子 el (dz 乘 以 它 . 我 们 得 到 

el Pl a 十 el ?(?)dzp(x)y = 关于 x 的 部 分 . 
现在 我 真 的 是 只 关注 左边 , 故我 只 将 右边 写 为 : 关于 z 的 部 分 . 现在 我 们 已 经 声明 
可 将 左边 重 写 , 使 得 上 面 的 方程 变 为 
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(orey) 二 关于 的 
dz 
这 就 容易 求解 了 . 为 了 证 明 我 们 的 声明 , 对 左边 运用 


el p(z)dxr 一 乙 


这 个 几乎 是 我 们 需要 的 了 , 我 们 
世人 ( Treo _ 
dz 

注意 ,4 d 因为 

‘ 心 \， | L : 


d 
dz 


只 需 运 用 链 


pi 
ee 
2 
We 
伺 
BS 
Nr 
x 
[eo 
4 
SS、 
站 
人 


玖 二 p(x)el P(z)dz 


如 果 把 


| waz( 不 各 +C) 是 5 的 个 反 导 . 现在 


d d 
J p(x)dz dy J p(x)dz J p(x)dz 
e 二 十 e 2P(Z)y 一 于 (se J)， 


我 们 的 方法 是 可 行 的 ! 


30.4 


党 系数 微分 方程 


现在 我 们 来 讨论 常 系数 线性 微分 方程 . 这 些 方程 形 如 : 


dy 
Qn 
dz” 


只 关于 z 的 函数 , 且 


这 里 了 是 


我 们 来 看 


a 


dy 
0 


它 可 以 整理 成 所 有 
的 形式 . 最 后 , 除 以 3 可 得 
dy 


dz 

这 是 一 个 一 阶 常 系 数 线 性 方程 . 

它 . 如 果 这 么 做 的 话 

看 ! ) 我 们 很 快 会 讨论 解 该 方程 
这 个 例子 . 

我 们 同样 要 详 旨 


pe 些 
程 的 左边 有 点 像 一 个 y 的 多 项 式 , 不 过 它 用 的 是 导数 而 不 是 y 
阶 例题 . 考虑 微分 方程 


, 你 将 需要 用 积分 因子 , 而 这 在 这 个 例子 中 有 点 难度 ( 试 一 下 看 


地 考察 二 阶 的 情形 . 在 这 利 


d2y dy 


十 … 十 Qa2 一 和 十 Q1 一 十 aoy = 二 f(z). 


dx? dz 


晶 
; Q1, Q0 只 是 


些 普 通 的 常 实数 . 注 ; 
的 守 


避 


上 面 方 


一 Sin(57) = 12x — 6y. 


关于 z 的 部 分 在 右边 , 且 所 有 关于 y 的 部 分 (包括 导数 ) 在 无 边 


1 
一 十 2y 二 42 十 3 sin(57). 


其 实 , 你 可 以 用 前 一 节 的 一 阶 线性 方程 的 方法 来 解 


的 另 一 个 方法 . 事实 上 , 我 们 将 在 30.4.6 节 解 上 面 


TF 


情况 下 , 我 们 要 讨论 形 如 


d? d 
a +b + y= fe), 


dx? 


的 方程 . 例如 ， 


dz 
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d2y dy 
373 一 5 了 十 的 一 22z2e7 . 


我 们 将 在 30.4.6 节 讨 论 它 的 解法 . 首先 , 我 们 需要 讨论 一 阶 和 二 阶 常 系数 线性 方程 
的 一 般 解 法 ”. 
我 们 从 一 个 简单 例子 入 手 : 假设 右边 没有 关于 z 的 部 分 . 两 个 这 样 的 例子 为 
3y=0 和 0 
这 样 的 方程 被 称 为 齐 次 的 . 我 们 来 看 如 何 求解 一 阶 (如 上 面 左边 的 例子 ) 和 二 阶 (如 
右边 那个 例子 ) 齐 次 方程 . 


30.4.1 ” 解 一 阶 齐 次 方程 
这 个 非常 简单 . 


4 
dz | 


的 解 为 y= Ae-%*. (其 实 ， 这 个 方程 就 是 dy/dz = ky 且 有 = 一 a 的 形式 , 见 30.1 和 
30.2 节 . ) 例如 , 给 定 微分 方程 


可 以 直接 写 出 解 y = 4eaz, 其 中 4 是 常 妆 
30.4.2 ” 解 二 阶 齐 次 方程 


这 种 情况 有 点 棘手 . 我 们 需 解 
65 4 5 于 十 cy = 0. 
它 看 起 来 有 点 奇怪 , 最 简单 的 办 法 就 是 提取 一 个 二 次 方程 出 来 . 这 个 二 次 方程 
短 飞 征 二 次 记 入 - 妈 o 刀 十 中 十 c= 0. 例如 , 考虑 下 面 3 个 微分 方程 : 
(ay -yy -20y=0 (by +6y+Yy=0 (cy —2y+5y=0. 
注意 , 我 们 已 经 用 y 代替 dy/dz, 并 用 yw" 代替 dzy/dz2. 不 管 怎样 , 这 3 个 例子 的 
特征 方程 分 别 为 如 一 t+ 一 20 = 二 0、 恕 十 6t 十 9 二 0 和 如 一 2t 十 5==0. 
接 下 来 就 是 求 特征 方程 的 根 . 有 三 种 可 能 , 取决 于 是 否 有 两 个 实 根 , 一 个 ( 双 
) 实 根 或 两 个 复 根 . 我 们 来 总 结 一 下 整个 方法 , 然后 解 上 述 三 个 例子 . 
下 面 是 解 齐 次 方程 ay” 十 by 十 cy = 0 的 方法 . 
(1) 写 出 特征 二 次 方程 at2 十 bt 十 c= 二 0 并 解 寺 
(2) 若 有 两 个 不 同 实 根 a 和 6, 解 为 
y = 4ecsz + Bep5z. 
(3) 若 只 有 一 个 (双重 ) 实 根 a, 解 为 


[liall 


ul 


@ 这 些 方法 对 高 阶 方程 也 适用 , 不 过 本 书 将 主要 着 重 于 一 阶 和 二 阶 方程 . 
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y = 4eoz + Bre®”. 
(4) 车 有 两 个 复 根 , 它们 将 是 互 为 共 生 的 . 即 , 它们 定 为 形式 a 土 i8. 解 为 
y= e*(Acos(Bx) + Bsin(Bx)). 
在 所 有 情形 中 (2、3 和 和, 4 和 B 为 不 定常 数 . 
所 以 , 对 前 面 的 例 (a), 我 们 看 到 特征 二 次 方程 是 如 一 t+ 一 20 = 0. 若 将 二 次 式 
因 式 分 解 为 (t 十 少 (t 一 5), 显然 方程 的 解 为 += -4 和 += 5. 由 上 面 第 2 步 可 知 方 
程 W' 一 wy 一 20y = 0 的 解 为 


4 一 4e-4 + Be5z， 


对 某 些 常数 4 和 B 成 立 . 

例 (b) 的 特征 二 次 方程 妈 +6t+9= 0 化 简 为 (十 3)? = 0, 因此 唯一 解 为 
t= 一 3. 由 前 面 第 3 步 , 齐 次 方程 y' 十 6y +9=0 的 解 为 
y= Ae + Bre 37， 

最 后 ， 如果 我 们 用 二 次 公式 来 解 例 (c) 的 特征 二 次 方程 如 一 2t 十 5 = 0, 可 
得 t= 1 土 2i，( 试 一 下 看 看 ! ) 故 , 由 a = 1 和 6 = 2, 上 面 的 第 4 步 给 出 了 
y 一 2y 十 5y = 二 0 的 解 : 


y= e*(Acos(27) + Bsin(27)). 
同样 , 4 和 B 为 不 定常 数 . 


30.4.3 ”为 什么 特征 二 次 方程 适用 


我 们 来 看 为 什么 前 面 的 方法 适用 . ( 若 你 不 关心 原因 , 最 好 直接 转 到 下 一 节 ! ) 
考虑 将 y = esz 代入 方程 om 十 by’ 十 cy = 0 时 会 发 生 什 么 . 我 们 有 ww = aexz 和 
Vy = a2e%?, 所 以 

ay’ + by +cey = aoe 十 baecz 二 ceaz = (aa2 十 ba 十 cjecz. 
故 , 若 a 为 特征 二 次 式 o 妇 十 此 上 +ec 的 一 个 根 , 则 我 们 有 aa2 十 ba 十 c= 0. 上 述 方 
程 暗 示 了 oaW 十 录 十 起 =0, 即 y=e?z 解 出 了 微分 方程 ! 同样 , 该 解 的 任何 常数 
倍 也 是 方程 的 解 , 且 若 有 男 一 个 根 8, 则 可 将 两 个 解 y = 4e"* 和 y = Be?* 加 起 来 
得 到 更 多 解 . ( 试 试 看 ! ) 但 要 小 心 第 2 步 . 

下 面 我 们 来 看 第 4 步 . 若 二 次 方程 的 两 个 解 是 形 如 w+ 好 的 共 思 f 复 根 , 则 根据 

第 2 步 的 讨论 , 解 定 为 
y = 4ete+i07 十 Bel(o-ib)r = ecz(4eipz 十 Be-ib®), 
这 里 4 和 B 其 至 可 以 为 复数 . 现在 可 用 欧 拉 等 式 ( 见 28.2 节 ) 知 
y 一 ecz(4(cos(Bz) + isin(B7z)) + B(cos(Bzx) — isin(Bz))) 
=e*?((A+B)cos(b7r)+ (A— B)isin(Bz)). 
重新 标记 和 常数 (4 十 B) 为 4, 常数 (4 一 B)i 为 B 来 得 到 正确 的 公式 . 
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最 后 , 对 第 3 步 , 假定 特征 二 次 方程 具有 一 个 根 a. 若 将 y = ze?z 带 入 微分 方 

程 ay” 十 by 十 cy 二 0, 可 以 用 w= azesz +ecz 和 w= a2ze2z 十 2aecz 推出 
az; +by +cey= (a02 + ba c)re®® 十 (2aa 十 Dec 

车 a 是 a2 十 bt+c 的 双重 根 , 则 不 仅 ga? 十 ba 十 c= 二 0, 而 且 2aaw+ = 02. 由 此 可 


推出 前 面 第 3 步 的 正确 解 . 
30.4.4 ” 非 齐 次 方程 和 特 解 
我 们 来 看 方程 右边 确实 有 独立 的 含 z 部 分 时 的 情况 . 例如 , 考虑 微分 方程 
WA y ee 20v 一 ez 
它 不 是 齐 次 的 , 因为 右边 有 ez. 试 着 猜 一 个 解 , 我 们 知道 ez 的 所 有 导数 为 e", 试 着 
令 y=e?. 则 yy/ =e? 且 凡 =ez, 所 以 左边 内- 光一 20y 变 为 Pe = 一 20ez， 
人 但 很 接近 . 我 们 只 需 除 以 -20. 再 试 一 次 : 令 7 = pe 则 wy 和 


也 为 -i , 所 以 我 们 有 


1 1 1 
1/ 站 2 一 化 人 2 人 一 化 
久 ”一 0vy 20° ( ) of 20° ) e 


所 以 证 明了 y= 是 原 方程 内 一 yy 一 20y = ez 的 一 个 解 . 但 它 不 是 唯一 


解 . 要 知道 原因 , 考虑 相关 齐 次 方程 
光一 多 一 20y = 0. 

这 其 实 是 30.4.2 节 的 例 (a). 当时 我 们 知道 全 解 为 

y= Ae ?+ Bes” 

因此 我 们 来 做 个 小 游戏 . 我 们 将 用 yz 代替 y 来 写 这 个 解 , 其 中 互 表示 齐 次 . 我 们 

已 经 证 明了 


若 yp = Ae 十 Bes*,， yf — yi — 20yp = 0. 
男 一 方面 , 我 们 在 前 面 说 明了 

1 
若 yp = -0 则 y$ — yp — 20yp = e”. 


这 里 我 把 前 面 的 解 -i 写 为 yp, 称 其 为 特 解 , 它 解 释 了 下 标 P. 现在 , 如 果 把 方 
程 yf 一 yi 一 20yn = 0 和 人 一 yp 一 20yp = e? 加 起 来 , 把 导数 放 在 一 起 , 我 们 得 到 


yy +y -yy — yp— 20Yn— 20yp=0+e”. 
事实 上 , 由 于 导数 之 和 等 于 和 的 导数 , 对 二 阶 导 也 一 样 , 我 们 可 得 


(ya + yp) — (YH + YP) — 20(yn + yp)= e” 


Q@ 这 是 二 次 方程 at2 十 bt 十 c= 二 0 在 t= 二 a 时 有 双重 根 2aa 十 b= 0 的 原因 : 判别 式 为 0, 所 以 
b2 = 4ac. 则 
(2aa +b)?2 = 4a2a2 + 4dabat+b = 4a2a2 + 4aba + 4ac = 4a(aa2 +bat+ce)=0. 

又 因为 (2aa 十 5)? = 0, 当然 有 2aa 十 b= 0. 
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因此 , 若 y = 9 十 yp, 则 y 也 是 原 微 分 方程 VW 一 y 一 20y = ee? 的 一 个 解 . 换 句 话 
说 , 我 们 可 以 取 特 解 


VP 二 -项 

它 确 实 是 原 微 分 方程 的 解 , 然后 加 上 微分 方程 齐 次 形式 的 任意 解 , 结果 仍 为 原 微分 
方程 的 解 . 另外 , 非 齐 次 方程 的 所 有 解 均 为 该 形式 . 

一 阶 和 二 阶 微分 方程 都 可 用 这 个 方法 . 唯一 的 问题 是 怎么 猜 这 个 特 解 . 在 下 一 
节 , 我 们 将 讨论 如 何 推测 解 的 形式 (与 18.3 节 中 的 部 分 分 式 法 类 似 ). 若 幸 运 的 话 ， 
可 以 代入 该 形式 并 求 出 未 知 常 数 来 确定 特 解 . 

这 是 目前 我 们 讨论 的 方法 总 结 . 

(1) 将 方程 整理 成 正确 的 形式 . 即 , 将 所 有 含 x 的 部 分 放 在 右边 . 则 可 将 一 阶 
形式 方程 化 简 为 


dy 


Em + ay = f(7) 
或 二 阶 形式 化 简 为 
dy ,dy 
4 了 5 二 +cy= f(z) 
(2) 运用 30.4.1 和 30.4.2 节 的 方法 , 解 相应 的 齐 次 方程 
dy 更 起 d27/ dy 加 
ga od 或 42 十 or 二 cy 二 0 


我 们 将 解 记 作 yn, 它 有 一 或 两 个 待定 常数 (取决 于 方程 是 一 阶 还 是 二 阶 ). 我 
们 称 yp 为 方程 的 齐 次 解 . 

(3) 车 原 函 数 f 为 0, 则 计算 结束 , 全 解 为 y = yp. 

(4) 另 一 方面 , 若 函 数 f 不 为 0, 则 写 出 特 解 yp 的 形式 ( 见 30.4.5 节 ). 这 个 形 
式 有 一 些 需 要 确定 的 常数 . 将 yp 代入 原 方程 并 令 系 数 相等 来 求 待定 常数 . 

(5) 最 后 , 解 为 y = yp + yp. 

我 们 将 在 30.4.8 节 讨 论 IVP 的 情况 . 此 时 , 我 们 来 看 如 何 求 特 解 . 
30.4.5 ” 求 特 解 

目前 为 止 , 我 们 忽略 了 可 能 出 现在 右边 的 含 z 部 分 (之 前 称 为 f(z)). 现在 该 
讨论 这 部 分 了 . 方法 是 写 出 特 解 的 形式 , 然后 将 该 形式 代入 方程 来 求 真 正 的 解 . 通 
过 后 面 的 表格 可 知 如 何 写 出 正确 的 形式 . 例如 , 在 微分 方程 

y — 3y = 5e27, 
中 , 右边 是 e2z 的 倍数 , 由 表 可 知 特 解 的 形式 应 为 yp = Ce”?, 其 中 C 是 一 个 常数 ， 
我 们 需 将 yp 代入 原 方程 来 求 出 这 个 常数 . 易 知 ys = 2Ce2*, 因此 我 们 有 
2Ce2x — 3(Ce’*) = 5e22 . 
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H 


于 我 们 在 30.4.1 节 见 过 
y 一 3y = 5e2z 的 全 解 是 


可 化 简 为 -Ce2z = 5e2*, 所 以 C = -5， 由 此 , 特 解 为 vp = -5e2z， 事 实 上 ， 
十 齐 次 形式 y 一 3y = 0 的 解 为 yy = Ae37， ye 


y= YH+Yyp = 4e37 一 5e27， 


其 中 为 未 知 常数 . 注意 , 齐 次 解 包含 未 知 常数 , 而 特 解 必须 不 含 未 知 常数 . 


这 就 是 那个 表格 . 
若 了 是 一 个 则 形式 为 
次 数 为 n 的 多 项 式 yP = 次 数 为 n 的 一 般 多 项 式 
例 ， jz) = 了 7 yP=a 
f(z) = 37z—2 yP=az+t+b 
f(z) = 10z2 VP 一 az2 十 bz 十 c 
f(x)=—7z3— x2+7r+22 WP 一 az3 十 bz2 十 cz 十 dd 
指数 ex* 的 倍数 yP = Cer” 
例 ， f(x) = 10e- 和 7 yp = Ce 一 4 
jz) = e7 yP 三 Cer 
cos(kz) 的 倍数 + sin(kz) 的 倍数 ypP = C cos(kzx) + Dsin(kz) 
例 ， f(x) = 2sin(3z) — 5cos(3x) YP = Ccos(37) + Dsin(37) 
f(x) = cos(7x) yP = Ccos(z)+ Dsin(z 
f(x) = 2sin(11x) yP = Ccos(1l17x)+ Dsin(117x) 
上 面 某 些 形式 的 和 或 积 这 些 形式 的 和 或 积 ( 若 为 积 ， i 个 常数 ) 
例 ， f(x) = 2z2 十 e-6z ypP 一 az2 十 bz 十 c 十 Ce-6 
f(z) = 2x2e-67 ypP 一 (az2 十 bz 十 c)e-67 
f(x) = 7e2z sin(3z) yP = (C cos(3z) 十 Dsin(3z))e2z 
j(z) = cos(2z) 十 6sin(z) 2VP = Ccos(27)+ Dsin(27)+ Ecos(x)+ Fsin(z) 
f(x) = 4x cos(37) yP = (z+b)(Cceos(37) + Dsin(37)) 


若 


yP 与 yi 冲突 , 令 特 解 的 形式 乘 以 


ZX 或 x 


除了 最 后 一 行 , 这 个 表 中 的 内 容 包 括 说 明 
明 的 , 最 后 一 行将 在 30.4.7 节 加 以 解释 . 要 明 
式 乘 起 来 时 有 一 个 多 余 的 常数 . 例 


个 这 些 类 型 函数 的 和 和 
方法 “参数 变异 法 ”， 


27 sin(3z) 和 4x cos(3z). 
显示 了 若 f 为 多 项 式 、 指 数 、 


只 或 和 的 方法 . 这 个 方法 不 适 
但 不 在 本 书 的 讨论 范围 内 . ) 


30.4.6 ” 求 特 解 的 例子 


时 于 其 他 情形 


“ 若 为 积 , 删 掉 一 个 常数 ”都 是 不 言 自 
白 这 个 说 明 的 意思 , 首先 注意 将 两 种 形 
如 , 2z2e-07? 看 似 会 引入 形式 (az? 十 bx 十 c)Ce-6， 
但 常数 C 是 没 必要 的 , 可 以 删除 , 因为 它 可 以 被 其 他 的 常数 a、b 和 ce 吸收 . 这 点 同 
样 适用 于 上 面 表 中 的 例子 7e 

(顺便 说 一 下 , 这 个 表 只 4 


正六 余 纺 或 一 个 或 多 


. 还 有 一 个 更 一 般 的 


旦 写 出 了 yp 的 形式 , 还 需 将 其 代入 原 微分 方程 来 求 常数 . 为 使 计算 更 容易 ， 
首先 要 求 ys 和 驹 (对 一 阶 情形 , 只 需求 yp). 我 们 来 看 这 样 的 一 个 例子 , 然后 返回 
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并 完成 30.4 节 中 两 个 未 完成 的 例子 . 
首先 考虑 微分 方程 


内 一 4 十 筷 =25e3z sin(2z)， 
我 们 快速 的 搞定 齐 次 部 分 . 其 实 , y'-4y'+4y = 0 的 特征 二 次 方程 是 妇 -4t+4= 
0, 只 有 一 个 解 , 即 t= 2. 因此 我 们 有 yn = 4Ae”? 二 Bre”?X, 其 中 4 和 B 为 常数 . 现在 
我 们 来 找 一 个 特 解 . 将 微分 方程 右边 的 25e37 sin(2z), 分 成 两 部 分 : 25e3* 和 sin(2z). 
根据 前 面 的 表 , eaz 的 常数 倍 形式 为 Ceaz, sin(2z) 的 形式 为 Ccos(2z) + D sin(2z). 
我 们 需 将 这 些 乘 在 一 起 , 不 过 在 这 个 过 程 中 , 我 们 可 将 常数 合并 写成 形式 : 
yp = eaz(Ccos(2z) + D sin(27)) 
现在 多 次 运用 乘积 法 则 来 做 一 些 高 精度 的 计算 : 
yp 一 e3z(C cos(27x) + D sin(27x)), 
yp =e3*(—2C sin(27x) + 2D cos(27)) 十 3e37(C cos(27x) + D sin(2x)) 
37((3C' + 2D) cos(27x) + (3D — 2C) sin(2z))， 
2 By + 2D)sin(2x) 十 2(3 — 20) cos(2z)) 
+3e37((3C + 2D) cos(2z) + (3D — 2C) sin(2z)) 
=e3*((5C + 12D) cos(2z) + (5D — 12C) sin(2z)). 
现在 该 将 这 些 代 入 原 微分 方程 yV' 一 4y 十 4y = 25e3z sin(2z) 了 . 我 们 得 到 了 看 起 来 
很 长 的 方程 
e3sz((5C + 12D) cos(27x) +(5D — 12C) sin(2x)) 
一 4e3z((3C + 2D) cos(27) + (3D — 2C) sin(2z)) 
十 4e3z(C cos(2z) + D sin(27x)) = 25e37 sin(2x), 


可 化 简 为 
e37(4D — 30) cos(2z) + e3*(—4C — 3D) sin(2x) = 25637 sin(27). 
为 了 使 这 个 表达 式 对 所 有 x 成 立 , e37 cos(2z) 部 分 需 为 0 且 esz sin(2z) 的 系数 需 
为 25. 这 意味 着 4D -3C =0 且 -4C-3D= 25. 同时 解 这 些 方 程 , 可 得 C = -4 
和 DD = 一 3. 现在 我 们 知道 yp = esz(-4cos(2z) - 3sin(2z)), 故 全 解 为 
y=YyH+Yyp = Ae?? + Bre — es?(4cos(27) + 3sin(27)), 
其 中 4 和 B 为 常数 . 
现在 该 遵照 承诺 完成 30.4 节 中 的 两 个 例子 了 : 


1 
Vy +2y= 47 十 sin(5X7) 和 yy 5y +6vy= 27x2e7. 


这 时 你 应 该 试 着 解 这 两 个 方程 . 如 果 完 成 了 , 继续 向 下 读 . 
左边 的 例子 是 一 个 一 阶 方程 . 齐 次 形式 为 多 上 +2y = 0, 有 解 y = Ae-27, 其 中 4 
为 常数 . 根据 前 面 的 表 , 我 们 知道 特 解 的 形式 为 yp = az 十 0 二 Ccos(5x) 二 Dsin(57x). 
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我 们 需 知 导数 , 即 yy = a 一 5C sin(5z) 十 5Dcos(5z). 将 ys 和 wp 代入 原 方程 , 可 得 


1 
(a—5Csin(57)+ 5Dceos(57))+2(ar+b+Ccos(57) + Dsin(57)) = 47 十 和 Sin(57)， 


化 简 为 

2az 十 0 十 QQ 十 (5 万 十 2C)cos(57) 十 (2 一 5C)sin(57) 一 42 十 3 sin(52). 
现在 要 令 该 表达 式 中 各 部 分 的 系数 相等 . 左边 xz 的 系数 是 2a, 右边 为 4 故 a = 2. 
左边 的 常数 为 25 十 a, 而 右边 没有 常数 , 故 20 十 a = 0. 这 就 意味 着 5 = 一 1. 同时 ， 
右边 没有 关于 cos(5z) 的 项 , 故 5D + 2C = 0. 另 一 方面 , sin(5z) 的 各 项 必须 对 应 ， 
故我 们 有 2D - 5C = 1/3. 同时 解 最 后 这 两 个 方程 ( 试 试 ! ) 可 得 C = -5/87 和 
D = 2/87. 因此 我 们 有 

yp 一 2 一 1 一 cos(5a) 十 Sin(52); 
把 这 些 整理 后 , 我 们 得 到 解 
y=YyHg+YyP= Ae ?+2r— 1— cos(5z) 十 这 sin(57)， 

其 中 4 为 常数 . 

那 上 面 另 一 个 例子 呢 ? 那 是 一 个 二 阶 方程 , 齐 次 形式 为 VW' 一 5y +6y = 0. 特 
征 二 次 方程 是 妇 - 5 上 +6= 0, 其 解 为 41=2 和 t= 3. 因此 , yy = 4e2z + Be3*, 其 
中 4A 和 B 为 常数 . 现在 该 求 特 解 了 . 由 于 原 微分 方程 的 右边 为 2z2er, 特 解 形式 应 
该 为 yp = (az2 十 bz 十 c)e”, 要 知道 ?的 外 面 不 需 加 常数 , 因为 那个 常数 可 被 吸收 
到 a、b 和 c 中 . 我 们 对 yp 求 两 次 导 : 


yp = (ax? + bx 十 c)e”, 

yp = (ax? + br+tc)er + (2ax + b)e” 
=(ax? + (2a+b)zx + (be))e”, 

y=(ar2 + (2a+ bzr+ (b+o))er + (2ar + (2a + 0))e” 
一 (az2 二 (4a 十 DZ 十 (20 十 20 十 cj)ez 


代入 原 方程 / 一 5y 十 6y = 2z?e* 可 得 
(az2 二 (4a 十 人 )Z 十 (2a 十 20 二 cj))ez 一 5(az2 二 (2a 十 )z 十 (8 二 cj)ez 二 6(az2 十 bz 十 cjez = 272ez. 
化 简 成 


(2az2 + (—6a+ ab)z + (2a— 3b + 2c))e® = 27z2e7. 
令 系 数 相等 可 知 24 = 2、 一 64 十 20= 二 0 且 24 一 3b 十 2c 二 0. 这 意味 着 a 二 1、5=3 


和 c= 了 ,因此 yp = (= 于 二 二 5) er. 因此 整个 方程 的 解 为 


y= YH+Yyp= Ae?” + Be 1 (= +- 37 )®, 


©O 
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其 中 A 和 B 为 常数 . 


30.4.7 解决 yp 和 ywr 间 的 冲突 


30.4.5 节 中 表格 的 最 后 一 行 指 | 


考虑 微分 方程 


齐 次 形式 为 内 一 3y + 2y = 0, 特征 二 次 方程 
出 , 故 齐 次 解 为 


这 里 


Hi yp 和 yy 间 可 能 会 有 冲突 . 为 什么 会 这 样 呢 ? 


YC— 3y + 2y = 7e22. 


t2—3t+2=(t 


yH = Ae® + Be??. 


4 和 B 为 未 知 常数 .由 于 微分 方程 的 右边 是 7e2*， 


由 表 可 知 特 解 的 形式 为 


yP = Ce22. 唉 , 让 人 伤心 的 是 这 个 选择 会 彻底 失败 . 事实 上 , 当 令 4=0 且 B=C 
时 , yp 包含 在 yz 中 . 这 意味 着 若 将 yp = Ce2 代入 微分 方程 , 左边 将 得 到 0,( 试 试 !) 


故 该 解 无 效 . 然而 , 如 表 的 最 后 


们 将 采 / 


且 wy = 4Cze2z + 4Ce2z， 故 将 其 


关于 ze22 的 项 完全 消 


行 所 示 , 可 引入 z 的 需 来 使 该 解 起 作用 ， 
] yp = Cze2". 现在 我 们 来 看 会 发 生 什么 . 首先 , 注意 
代入 前 面 的 微分 方程 时 , 可 得 


因此 , 我 
yp 一 2Cze2 + Ce 和 


(4Cze2z + 4Ce2*) — 3(2Cze2z + Ce2z) 十 2Cze2 = 7e27. 


另 一 个 例子 . 要 想 解 


需 比 原来 进行 更 进 一 


(t 二 + 3)?, 因 


取 yp = Ce-3z. 这 个 解 无 效 , 因 
ypP 二 Cxe-37? 也 无 效 ， 


掉 了 , 留 下 Ce2z = 7e27. 
后 , 全 解 为 y= yn 十 yp = 4ez + Be?? 十 7ze27. 


因此 C =7, 意味 着 yp = 7ze2z. 最 


V+6y +9y=e 3, 


此 齐 次 解 为 yrF = Ae-3* 二 Bre-37. 
为 它 包 含 在 yy 中 ( 当 4=0C 且 B=0 时 ). 甚至 
因为 它 也 包含 在 yz 中 ( 当 4=0 
进一步 乘 以 z2 并 令 yp = Cx?e-3?, 现在 可 求 两 次 导 得 yb = 20x-3* 一 3Cw?2e-37 
和 w= 2Ce-37 一 12Cze-3? 十 9Cx2e-3*( 对 其 验证 ! ). 将 这 些 量 代 入 原 方程 并 验证 


1 
Y= YH YP 二 Ae-37 十 Bre-37 十 了 其 


30.4.8 IVP 


我 们 来 看 如 何 处 理 涉 及 常 系数 线 怕 
先 解 微分 方程 , 然后 运 月 


通 解 是 


步 的 计算 . 齐 次 方程 VW'+6y 十 9y = 0 有 特征 二 次 式 女 +6t+9 = 


由 于 微分 方程 的 右边 是 e-*Y, 我 们 


B=C 时 ). 因此 我 们 需 


化 简 后 为 2Ce-3 = e-3? 的 任务 留 给 你 完成 . 这 意味 着 C = - 故 微分 方程 的 解 为 


微分 方程 的 IVP. 跟 平 时 一 样 , 要 解 IVP, 首 
目 初 始 条 件 求 剩 下 的 未 知 常 数 . 

我 们 将 30.4.6 节 的 两 个 例子 改 成 IVP, 然后 求解 ， 对 第 一 个 例子 ,假设 给 定 
VY 二 +2y = 47 十 sin(5z), y(0) = 一 1. 现在 暂时 忽 


PA 和 B 为 常数 . 


名 条 件 y(0) = -1, 我 们 已 经 知道 
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5 2 
y= Ae 2*+27—1— cos(57) 十 sin(57). 


又 因为 y(0) = -1, 意味 着 当 x = 0,y = -1. 将 其 代入 , 可 得 


—1= Ae? +2(0)—1 cos(0) 1 sin(0)= A—1— 
化 简 为 A = 5/87, 故 IVP 的 解 为 
y 二 we -2 十 2 一 1 ， cos(57) 十 sin(5a) 
没有 未 知 常数 . 
为 了 修改 第 二 个 例子 , 我 们 假设 y' 一 5y + 6y = 2z2e7, y(0) = wy(0) = 0. 如 我 
们 在 30.4.6 节 所 见 , 一 般 解 (忽略 初始 条 件 y(0) = 0 和 wy(0) = 0) 为 


y = 4e2 + Besz 十 (= 十 37 十 5) ez 
我 们 需 将 该 解 进行 一 次 求 导 运算 来 运用 初始 条 件 y(0) 的 值 , 验证 
y = 2Ae?2? + 3Be3? + (2 H 5Z 14 3 ez . 
因此 , 当 x = 0, 我 们 知道 y 和 yy 都 等 于 0, 代入 关于 vy 的 方程 可 得 
0= Ae? + Be? + G |- 3(0) :+ ]) e0 =A+B+D, 
而 代入 关于 yy 的 方程 可 得 


0 = 2Ae? + 3Be? + (ce | 5(0) 1 中 = 24+3B+ 立 
vy > A DA 1 an 2 
同时 解 这 些 方程 , 我 们 得 到 4A=-4 和 B= 于 这 意味 着 IVP 的 解 为 
1 7 
> | | 2 | mr 
y 一 4e 3° T ( t 37 T 5) | 


注意 , 两 个 例子 都 没有 留 下 未 知 常数 : 初始 条 件 使 得 我 们 能 够 求 得 唯一 的 解 . 
没有 初始 条 件 , 则 总 是 有 一 个 或 两 个 未 知 常数 . 

我 们 来 看 最 后 一 个 IVP 例子 . 假设 

y +6y +13y= 2673 37 —24r, yy(0)=1,y(0)=2. 
齐 次 方程 是 yw' + 6y + 13y = 0, 特征 二 次 方程 为 如 十 6t 十 13 = 0. 运用 二 次 公 
式 , 最 后 这 个 方程 的 解 为 t+ = (-6 土 V36 一 4.13)/2 = -3 土 2i， 这 意味 着 yy = 
e-37(Acos(27x) 十 Bsin(2x)). 现在 来 看 特 解 : | ( 含 z 部 分 ) 是 三 次 
的 , 我 们 应 该 写 出 形式 yp = az3 十 bx? 十 cz 十 d. 现在 我 们 需 将 yp 带 入 微分 方程 来 
求 出 a 到 d 的 所 有 常数 . 注意 yb = 3ax? 十 20zx 十 c 和 w= 6az 十 2b. 代入 ,可 得 
(6az + 2b)+ 6(3az?+2br+o) + 13(az3 + br + ertd) = 2673 一 3z2 — 247. 

令 芒 、z?、z 和 1 的 系数 相等 (如 我 们 在 部 分 分 式 中 所 做 一 样 ), 分 别 可 得 13a = 
26、18a 十 130 = 二 一 3、6a 十 125 十 13c = 一 24 和 26 十 6c 十 13d = 0. 我 把 解 这 些 方程 的 
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任务 留 给 你 完成 , 可 知 a=2、5= -3、c=0 和 dd=6/13. 故 yp = 2z3 一 3z2 十 6/13， 
因此 


6 
13 
对 某 些 常数 4 和 B 成 立 . 为 了 求 这 些 常数 , 要 使 用 初始 条 件 . 由 于 y(0) = 1, 我 们 
知道 当 xz =0 时 y= 1, 代入 , 我们 有 

1 =e-3(0)(Acos(0)+ Bsin(0)) + 2(0)3 一 3(0)2 十 二 = 41 


所 以 4= 7/13. 同时 , 对 y 的 表达 式 求 导 得 
y =e 3*(—2Asin(2x)) 十 2B cos(27) — 3e 3*(Acos(27) + Bsin(27)) 十 6z2 一 67. 
于 yw(0) = 2, 可 知 当 z=0 时 w=2, 代 入 上 面 y 的 表达 式 , 得 
2= eo(—2Asin(0) + 2B cos(0)) — 3e0(4cos(0) + Bsin(0)) + 6(0)? ~— 6(0) 
=2B—3A4. 
因为 4 = 7/13, 我 们 可 以 解 最 后 这 个 方程 来 求 出 B = 47/26. 我 们 将 这 些 值 代入 来 
求 最 终 解 : 


y=YyH+YyP=e (Acos(27) + Bsin(27)) 十 273 — 3722+ 


7 47 6 
4 一 e-3z (二 cos(2z) 十 oe sin(2n) ) 十 223 一 3x2 十 下 


注意 , 该 解 中 没有 常数 : 初始 条 件 ( 即 y(0) 和 Y(0) 的 值 ) 确定 了 显 式 解 . 


30.5 ”微分 方程 建 模 


现实 世界 的 很 多 量 都 可 以 用 微分 方程 模拟 ( 即 理论 近似 ). 例如 热流 、 波 高 、 通 
货 膨胀 、 电 路 中 电流 以 及 种 群 增长 , 列 出 的 是 一 小 部 分 . 这 里 只 是 一 个 现实 情形 中 
涉及 种 群 增长 的 简单 例子 . 

某 细菌 培养 以 这 样 的 方式 呈 指 数 增长 , 它 每 小 时 的 瞬时 增长 率 等 于 培养 呈 中 细 
菌 数量 的 两 倍 . 假设 某 抗生素 以 每 小 时 8 发 司 的 恒定 速率 连续 注入 培养 四 . 每 次 司 
抗生素 每 小 时 杀 死 25 000 细菌 . 为 保证 培养 亚 永 不 为 空 , 细菌 的 初始 数量 至 少 需 
为 多 少 ? 

这 里 的 问题 是 随 着 细菌 的 繁殖 , 细菌 的 数量 在 不 断 增长 ; 但 随 着 抗生素 不 断 注 
入 培养 四 , 它 的 量 也 在 增长 . 哪个 会 说 呢 , 细菌 还 是 抗生素 ? 要 解决 这 个 问题 , 我 们 
需 写 出 一 个 模拟 该 情形 的 微分 方程 . 事实 上 , 我 们 需 将 文字 问题 转换 成 一 个 微分 方 
程 . 若 没 有 抗生素 , 则 有 标准 种 群 增长 微分 方程 (其 中 = 2): 


其 中 已 是 时 间 为 t 小 时 的 种 群 数量 . (我 们 在 9.6.1 节 讨 论 过 这 种 问题 . ) 现在 我 们 
需 将 抗生素 考虑 进来 , 将 方程 进行 修改 . 在 t 小 时 , 我 们 知道 有 8t 号 司 的 抗生素 , 所 
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以 死亡 率 为 8t x 25 000 = 200 000t. 因此 正确 的 微分 方程 是 


dP 2p ~ 200 000t. 
dt 
可 重新 整理 成 标准 形式 
dP 2P = —200 000t. 
dt 


e-2 _ 26-2p = -200 000e-2tt. 
跟 平时 一 样 , 左边 化 简 成 已 与 积分 因子 之 积 的 导数 : 
d —2t —2t 
i P)= -2 t 
Ee ) 00 000e 


e-2tP = —200 o00 | ed 


右边 需 分 部 积分 ( 见 18.2 节 ), 证 明 
e-2tP = 100 000te-?t + 50 000e-2t + 200 000C. 


留 给 你 来 完成 . 现在 我 们 可 以 将 200 000C 替换 为 等 价 的 任意 常数 C. 同 乘 ez 
得 


P = 100 000t + 50 000 + Ce2t. 


该 一 阶 线性 方程 的 积分 因子 ( 见 30.3 节 ) 是 ef -24t, 可 化 简 为 e-2t. 方程 乘 以 
4 日 


可 


这 是 时 间 为 t 的 种 群 数量 方程 . 若 初始 数量 为 古 , 则 我 们 可 令 方 程 中 的 上 = 0, 得 


Py = 100 000(0) + 50 000 + Ce2(0) = 50 000+ CO. 

这 意味 着 C = 记 一 50 000, 因此 我 们 可 将 其 代入 方程 , 得 
P= 100 000t+ 50 000+ (Py — 50 000)e2t. 

太 好 了 ! 我 们 掌握 关于 这 个 情形 的 很 多 情况 . 我们 还 需 回 答 给 定 的 问题 . 

媚 为 何 值 时 会 导致 种 群 数量 最 终 为 0? 似乎 50 000 是 一 个 临界 值 . 事实 上 ， 


| 
若 


古 = 50 000, 上 述 方程 就 是 P = 100 000t + 50 000. 在 这 种 情况 下 , 细菌 的 初始 


数量 为 50 000, 并 以 恒定 的 速率 每 小 时 100 000 增长 , 因此 种 群 永 远 不 会 灭绝 . 


若 


忆 > 50 000, 则 要 加 上 e2 的 正 数 倍 , 所 以 种 群 数量 增长 得 更 快 . 若 Py < 50 000 


呢 ? 此 时 玉 - 50 000 是 负 的 , 故我 们 有 
尸 = 100 000t 十 50 000 十 ( 负 常 数 )e2t. 

因为 最 终 指数 起 决定 作用 , 显然 车 t 足够 大 , P 最 终 趋 于 0. 例如 , 即使 初始 种 和 尹 

量 为 49 999, 我 们 有 


P= 100 000t+ 50 000 — e2t. 
这 是 该 情形 下 的 P-t 图 : 


lf 


一 100 000 
一 200 000 
一 300 000 


一 400 000 


一 500 000 
图 30-1 


从 图 30-1 中 看 到 , 在 前 5 个 小 时 种 群 数量 近乎 线性 增长 , 然后 有 一 个 快速 的 转向 ， 
最 后 在 6.5 和 7 小 时 中 间 的 某 处 等 于 0. (当然 , 一 旦 等 于 0, 讨论 结束 种 群 数 
量 永 远 不 会 小 于 0, 因为 种 群 数量 不 能 为 负 ! 所 以 上 图 并 未 准确 的 反映 P < 0 的 情 

区.) 我 们 得 出 的 一 般 结 论 是 : 若 初 始 种 群 数量 小 于 50 000, 则 细 苗 将 灭绝 , 而 若 数 
量 为 50 000 或 更 多 , 培养 下 内 的 细菌 将 幸存 下 来 . 事实 上 , 它 将 类 似 增长 . 


水 
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荆 - 
由 可 


穿 本 书 , 我 们 使 用 了 大 量 的 极限 , 并 一 度 是 导数 定义 和 积分 定义 的 核心 部 分 . 
因为 极限 是 这 么 的 重要 , 现在 到 了 以 适当 方式 来 定义 它们 的 时 候 了 . 一 旦 我 们 知道 


它们 是 如 何 起 作用 的 ,就 可 以 证 明 许多 原 以 为 理所当然 的 事实 ， 以 下 就 是 附录 内 


pv 


合 : 


。 极限 的 正式 定义 (包括 左 极限 与 右 极 限 、 无 穷 极限 、 在 士 ce 处 的 极限 及 数 


列 的 极限 ); 
。 联合 极限 及 三 明治 定理 的 证 明 ; 
。 连续 和 极限 的 关系 , 包括 介 值 定理 的 证 明 ; 
。 微 分 和 极限 , 包括 乘积 法 则 、 商 法 则 及 链 式 求 导 法 则 的 证 明 ; 
。 有关 分 段 函数 结果 的 证 明 及 其 导数 ; 
。 的 存在 性 证 明 ; 


法 则 的 证 明 ; 
泰勒 近似 定理 的 证 明 . 


A.1 极限 的 正式 定义 


我 们 以 函数 f 和 实数 a 开始 . 在 3.1 节 中 , 我 们 引入 了 记号 
lim f(x)=, 


极 值 定理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 (对 于 导数 )、 线性 化 中 的 误差 公式 及 洛 必 达 


它 贯 穿 整 本 书 . 直观 的 , 以 上 方程 意味 着 , 当 x 接近 于 a 时 , f (zx) 的 值 就 会 极度 接 
近 二. 但 有 多 近 呢 ? 想 要 多 近 就 有 多 近 . 要 了 解 这 意味 着 什么 , 让 我 们 做 个 小 游戏 ， 


A.1.1 小 游戏 


以 下 就 是 游戏 细节 . 你 需 在 y 轴 上 选择 一 个 以 工 为 中 点 的 区 间 并 在 其 
画 平 行 于 x 轴 通 过 区 间 端 点 的 线 . 图 A-l 是 一 个 例子 . 


FP 移动 ， 


注意 , 我 用 L 一 e 和 工 +s 标记 了 该 区 间 的 端点 . 故 这 两 个 端点 到 工 的 距离 都 


£. 


tI 


不 管 怎样 , 关键 是 不 容许 该 函数 的 任意 部 分 落 在 那 两 条 水 平 线 之 外 .那么 , 我 
的 行动 是 , 通过 限制 定义 域 来 舍弃 该 函数 的 某 些 部 分 . 我 只 需要 确保 新 的 定义 域 是 
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除外 . 以 下 是 我 的 行动 , 这 基于 你 刚才 的 移动 , 如 


图 A-1 
一 个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 且 该 函数 的 每 一 点 都 位 于 你 的 两 条 线 之 间 , 可 能 z = a 时 


下 二 


Ke. 
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图 A-2 


图 A-2 所 示 . 


ee 


= 


我 可 以 拿 走 更 多 的 函数 部 分 , 这 仍然 没有 问题 一 一 只 要 剩余 部 分 在 那 两 条 线 之 间 


就 行 了 . 
现在 , 又 轮 到 你 移动 了 . 你 已 然 意识 到 , 当 你 那 


艰难 


的 情况 . 


了 ， 


ld a 


se -----------+--- 十 -- 


图 A-3 


因此 , 这 一 次 你 选取 一 个 更 小 的 s 值 . 图 A-3 所 示 是 


2 


人 一 


小 害 . 


条 线 彼 此 接近 时 , 我 的 任务 就 


次 移动 之 后 
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| 线 上 有 一 部 分 又 落 在 两 条 水 平 线 之 外 了 , 但 我 还 没有 行动 呢 . 我 要 舍弃 更 多 的 远 
离 x = a 的 函数 部 分 , 如 图 A-4 所 示 . 
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因此 , 我 又 能 够 对 抗 你 的 移动 了 . 

游戏 何 时 结束 呢 ? 希望 答案 是 游戏 绝 不 停止 ! 只 要 我 总 是 可 以 移动 , 不 管 你 让 
那 两 条 线 多 么 接近 ， 那么 ,事实 上 lim f(z) = 到 我 们 将 不 断 缩小 区 间 , 你 让 那 两 
条 线 不 断 接近 , 我 的 回应 是 只 观 注 函 数 足 够 接近 x = a 的 部 分 . 另 一 方面 , 如 果菜 
次 移动 我 被 卡 住 了 , 那么 lim f(x) = 工 就 不 再 正确 了 . 极限 或 许 是 其 他 的 值 , 或 者 
不 存在 , 但 它 一 定 不 是 工 . 
A.1.2 真正 的 定义 

我 们 需要 将 这 个 游戏 转变 为 更 多 的 符号 ， 首 先 ， 注 意 你 选择 的 区 间 是 
(LL 一 e, L+e)， 事实 上 , 你 也 可 以 将 那个 区 间 看 作 是 满足 ly-Z < 。 的 点 y 的 
集合 . 为 什么 呢 ? 因为 ly 一 | 就 是 在 数 轴 (如 yy 轴 ) 上 的 y 和 工 之 间 的 距离 . 因 
此 , 你 的 区 间 是 由 所 有 距离 过 小 于 s 的 点 组 成 的 .你 或 许 会 猜测 , 能 够 将 一 个 像 
ly 一 | <。 这 样 的 不 等 式 转 变 成 其 等 价 形式 L 一 。 < y < 工 +e 并 再 反 转 回去 , 对 
于 你 来 说 将 是 极其 有 帮助 的 . 

现在 轮 到 我 行动 了 . 我 需要 保证 让 该 函数 落 在 你 的 区 间 里 . 这 意味 着 , 在 我 舍 
弃 大 部 分 定义 域 之 后 , 所 有 保留 下 来 的 f(z) 的 值 都 必须 距离 L 小 于 e. 因此 , 在 我 
移动 之 后 , 你 将 必须 得 出 结论 

|f(z) 一 了 | < s(z 充 分 接近 于 a 且 z 冯 a). 

为 了 让 我 的 移动 更 精确 , 除了 那个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 剩 下 的 一 切 我 都 要 舍弃 . 我 
的 区 间 看 起 来 像 是 对 于 某 个 其 他 的 数 5 成 立 的 (a 一 56, a 十 56) ,因此 ,我 也 可 以 把 它 
看 作 是 使 得 lz- al < 6 成 立 的 xz 的 集合 . 事实 上 , 由 于 我 不 想 要 z 等 于 a, 我 就 可 
以 写 出 0< jz 一 al < 6. 
总 的 来 说 , 你 的 移动 是 由 选取 s > 0 构成 的 .( 它 最 好 是 正 的 , 否则 根本 不 存在 
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移动 区 间 ! ) 我 的 移动 是 选取 一 个 数 6 > 0, 使 得 

jz 一 下 <s0<lz 一 al<0). 

这 意味 着 只 要 x 距离 a(x 承 a) 不 超过 6, f (x) 的 值 距 离 二 就 不 会 超过 e. 这 
就 确定 了 基本 思想 : 当 z 接近 a 时 , f (zx) 接近 元. 现在 , 所 剩 下 的 就 是 允许 你 来 选 
择 =s, 你 想 要 多 小 就 多 小 , 而 我 仍然 需要 相应 的 选取 5. 以 下 就 是 我 们 要 找 的 正式 定 
义 : 


lim f (2) 二 L” 表示 , 对 于 任 选 的 es > 0, 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0 < |z 一 a| < 65 的 xz, 有 |f (x) 一 L|<e. 


重要 的 是 , 在 你 移动 之 后 我 才能 开始 移动 ! 5 的 选取 依赖 于 s 的 选取 . 通常 我 
不 能 选择 一 个 普遍 的 5 并 保证 每 一 个 s > 0. 我 必然 受 限于 你 的 选择 . 


A.1.3 ”应 用 定义 的 例子 
作为 一 个 简单 的 例子 (不 使 用 连续 性 ), 我 们 来 证 明 


lim z2 = 9. 
2Z 一 3 

我 们 很 容易 写 出 3? = 9 并 宣布 胜利 , 但 这 行 不 通 , 因为 极限 只 依赖 于 当 x 接 
近 而 不 是 等 于 3 时 的 行为 . 因此 , 我 们 必须 玩 一 下 那个 小 游戏 . 你 选择 = > 0, 这 就 
产生 了 一 扇 约束 我 的 小 窗 (9 一 e, 9 十 6). 现在 , 我 开始 选取 5. 假设 s 是 8( 这 在 上 
下 文中 是 过 大 的 ), 那么 你 的 小 窗 是 (1，17). 现在 , 通过 选择 5 = 1, 我 可 以 轻易 地 
呆 在 那里 , 此 时 我 的 小 窗 是 (2, 多. (请 记 住 , 我 的 小 窗 中 心 位 于 3, 而 你 的 小 窗 中 心 
位 于 9. ) 事实 上 , 如 果 你 对 介 于 2 和 4 之 间 的 任意 的 数 取 平方 , 你 会 得 到 一 个 介 
于 4 和 16 之 间 的 数 , 因此 我 的 移动 不 成 问题 . 如 果 s 甚至 比 8 还 大 , 就 会 加 宽 你 的 
区 间 , 但 是 我 会 坚持 6 = 1 并 且 这 使 我 的 移动 不 成 问题 . 

现在 , 如 果 你 选择 的 容忍 度 = 小 于 8, 我 必须 改变 策略 . 在 这 种 情况 下 , 我 的 选 
择 将 是 5 = ce/8， 即 , 不 管 你 如 何 选择 , 我 的 小 窗 都 将 比 你 的 小 窗 小 八 倍 ， 要 想 知 
道 这 是 怎么 回 事 , 我 们 必须 聪明 点 . 基本 上 说 , 必须 选取 我 的 区 间 内 的 任意 一 个 数 ， 
了 平方, 并 证 明 它 位 于 你 的 区 间 内 . 我 的 区 间 是 (3 - =s/8, 3 十 e/8), 而 你 的 区 间 是 
(9 一 s，9 十 引 ). 

让 我 们 在 我 的 区 间 中 选取 x. 它 能 有 多 大 呢 ? 它 必须 小 于 3+e/8. 即 x < 3+e/8， 
你 也 可 以 将 它 写 为 zx 一 3 < s/8. 顺便 说 的 是 , 由 于 你 的 s 小 于 8, 故我 的 > 小 于 4. 
因此 , 使 用 这 两 个 不 等 式 xz 一 3 < e/8 及 x < 4 我 们 得 到 

(eB)(e+3) < (§) 4+3)= 人 
于 (xz 一 3)(z 十 3) 正好 是 z2 - 9, 我 们 可 以 在 方程 两 边 加 上 9, 会 得 到 
Te 
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故 , 上 边 的 容忍 水 平 (两 条 线 中 上 边 的 一 条 ) 没有 问题 . 我 们 需要 z2 < 9 + s, 而 我 
们 刚刚 证 明 过 . 那么 下 边 的 容忍 水 平 如 何 呢 ? 那 好 , 已 知 z 位 于 我 的 区 间 (3 - </&， 
3 十 e/8) 中 , 那么 它 能 有 多 小 呢 ? 它 必然 大 于 3 一 e/8, 因此 我 们 有 x > 3 一 =/8; 这 意 
味 着 , x 一 3 > 一 e/8. 因为 你 的 s 小 于 8, 也 有 zz 一 3 > 一 8/8 = -1, 这 就 是 说 z > 2. 
现在 应 用 不 等 式 zx 一 3 > -e/8 和 x > 2, 我 们 得 到 

5 


(z 3)(z+3) > ( 5) Q+3) = 


次 使 用 (x 一 3) (zx 十 3) = zx? 一 9, 我 们 在 方程 两 边 加 上 9 得 到 


5e 
De 
2Z2 > 8 


这 样 我 们 就 有 了 容忍 水 平 的 下 限 ! 我 们 已 经 证 明了 ,如 果 z 位 于 区 间 (3 -ef8， 
3 + s/8) 内 , 那么 z2 就 在 区 间 (9 一 5e/8, 9 十 7e/8) 内 . 由 于 5/8 和 7/8 都 小 
于 1, 我 们 也 可 以 确信 z2 位 于 区 间 (9 一 e, 9 十 e) 内 ; 毕竟 ， 这 个 区 间 包 含 另 一 


个 


综合 起 来 , 我 们 设 f (x) = z2， os 

lim f(x) = 

你 选择 =, 而 我 就 相应 的 选取 5 = 6 除非 你 本 e 比 8 大 , 要 是 那样 的 话 , 我 就 选取 
6 二 1. 我 们 已 经 证 明了 , 在 这 两 种 情况 下 , 如 果 zx 位 于 区 间 (3 一 5, 3 十 6) 内 , 那么 
f (zx) 就 在 区 间 (9 一 e, 9 十 8) 内. 换 句 话说 , 只 要 |zx 一 3| < 6, 那么 |j(z) 一 9| < <. 
如 果 指 明 0 < |z 一 3| <56, 那么 |f (zx) 一 9| <e 的 话 , 我 们 也 可 以 把 x = 3 排除 . 这 
正 是 我 们 想 要 的 一 一 这 样 就 证 明了 上 述 方程 . 信和 不 信 由 你 , 如 果 想 要 利用 定义 来 
证 明 以 上 极限 成 立 , 那么 必须 做 大 量 的 工作 ! 


A.2 由 原 极限 产生 新 极限 


最 后 一 个 例子 令 人 十 分 烦恼 . 要 是 想 证 明 当 x 一 3 时 , z2 一 9, 我 们 必须 做 大 
量 的 工作 . 季 运 的 是 , 事实 表明 , 一 旦 你 知道 一 些 极限 , 就 可 以 将 它们 放 在 一 起 讨论 
并 得 到 一 大 堆 新 的 极限 . 例如 , 你 可 以 在 合理 的 范围 内 对 极限 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 
及 除法 , 而 且 也 可 使 用 三 明治 定理 . 下 面 就 让 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 都 是 成 立 的 . 


A.2.1 极限 的 和 与 差 及 证 明 


假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 g, 并且 知道 , 当 xz 一 a 时, f (x) 一 LL 和 g(x) 一 MM. 
那么 , 当 x 一 a 时 , f(z) 十 g(z) 会 怎样 呢 ? 直观 上 , 它 应 该 是 趋 于 工 十 M 的 . 让 我 
们 用 定义 来 证 明 它 , 我 们 知道 

lim f(x)=L 及 lim g(x)= M. 


Ta Ta 
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这 意味 着 , 如 果 你 选取 s > 0, 我 可 以 将 x 限制 为 充分 接近 a 来 保证 |f (x) 一 LL| < <s. 


如 果 z 充分 地 接近 a, 我 也 可 以 保证 |y(z 


) 一 M| < s. 对 于 了 和 9 来 说 , 我 需要 的 


接近 程度 或 许 是 不 同 的 , 但 这 没有 问题 一 一 我 可 以 做 到 充分 接近 , 以 便 两 个 不 等 
式 都 成 立 . 
如 果 f(z) 十 g(z) 接近 工 + M, 则 这 两 个 量 之 间 的 差异 应 该 很 小 . 因此 我 们 需 


要 查看 量 |(f (x) 十 g (7z)) 一 (LL 十 M)|. 我 们 将 它 写 为 |(f (x) 一世 一 (9(z) 一 M)|. 然 


后 , 我 们 可 以 使 

lal 十 上 |) 得 
(f(z) —£) + (9(7) — M)| < |f(7) 

这 里 假设 x 充分 的 接近 a. 这 已 经 够 好 了 ， 


用 所 谓 的 三 角 不 等 式 (就 是 说 * 对 于 任意 的 数 a 和 b, 有 lo 十 圳 芯 


—Ll+|o(x)— M|<ste= 28, 
不 过 你 想 要 的 容忍 水 平 是 s, 而 不 是 2s! 


因此 , 我 必须 再 次 移动 (对 不 起 了 ); 这 一 次 , 我 要 将 小 窗 变 罕 , 以 便 |f (xz) 一 L| 和 
9g(z) 一 M| 都 小 于 =/2, 而 不 是 e. 这 是 没有 问题 的 , 因为 我 可 以 应 对 你 选取 的 任意 


一 个 正 数 . 不 管 怎样 , 如 果 你 


做 一 过 上 述 方程 的 话 , 在 右边 将 得 到 < 而 不 是 2e， 


这 样 , 我 们 就 证 明了 可 以 找到 一 扇 关 于 a 的 小 窗 使 得 


|(f (2) + g(7)) — 


(L+M)|<ée 


如 果 


lim (f(z) + g(x)) = 


Ta 


但 在 这 里 , 你 必须 非常 仔 


在 此 假设 z 在 我 的 小 窗 里 . (如 果 你 想 要 将 这 扇 小 窗 描 述 的 更 好 , 也 可 以 使 用 6, 但 
事实 上 它 不 会 给 我 们 提供 任何 附加 的 信息 . 


) 因此 , 这 就 证 明了 


lim f(z) = LH lim g(z) = M, 那么 lim (f(z) + g9(7)) =L+M. 
即 , 和 的 极限 是 极限 的 和 . 它 的 男 一 种 写法 是 
lim f(7) + lim g(x), 

地 检验 以 确保 右边 的 这 两 个 极限 是 存在 且 有 限 的 . 如 果 


量 


其 中 一 个 极限 是 上 oo 或 不 存在 , 就 不 能 


于 运用 上 述 公式 了 .两 个 极限 都 必须 是 有 


限 的 , 也 能 确保 可 以 相 加 . 如 果 它 们 不 存在 , 你 或 许 能 很 幸运 , 但 这 没有 
j (z) 一 g(z) 又 如 何 呢 ? 它 应 该 是 趋 于 工 - M 的, 并 | 


保证 . 


日 就 是 如 此 : 


如 果 lim f(z) = 工 昌 lim g(z) = 0 那么 lm (f(z) - g() =L-M. 


该 证 明 几 乎 和 我 们 刚刚 看 到 的 那个 差不多 ， 
形式 : |a 一 06| < la| 十 lbl. 事实 上 , 这 就 是 应 用 于 a 和 


不 过 你 需要 一 个 略 有 不 同 的 三 角 不 等 式 
b 的 三 角 不 等 式 ; 的 确 如 此 ， 


la+ (中 | 入 lal 十 | 一 外 但 当然 有 |-6| 等 


F 加. 现在 


你 来 重新 写 出 以 上 论证 , 但 


要 将 f(z) 和 g(x) 与 到 和 M 之 间 的 加 号 改 为 减 号 . 


A.2.2 ”极限 的 乘积 及 证 明 
现在 , 我 们 再 来 假设 两 个 函数 小 和 9 
lim f(x)=L 且 


Ta 


我 们 想 证 明 


使 得 
lim g(x) = M. 
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lim 帮 z)g(Z) = LM. 

即 , 乘积 的 极限 是 极限 的 乘积 . 它 的 另 一 种 写法 是 
lim f(2)g(7) = lim f(x) x lim g(2), 
我 们 要 同样 知道 的 是 , 右边 的 这 两 个 极限 是 存在 的 且 为 有 限 的 . 为 了 求证 , 我 们 需要 
证 明 f(x)g(z) 与 (希望 中 的 ) 极限 LM 的 差 是 很 小 的 . 我 们 来 考虑 差 f(x) g (x) 一 
LM. 技巧 是 减 去 Lg (z) 并 再 加 上 它 ! 即 ， 

jzZ)g(z) — LM = f(x)g9(7) — Lg(x)+ Lg(x)— LM. 
那样 我 们 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 来 取 绝 对 值 , 然后 使 用 三 角 不 等 式 : 

[f(x)g(z) — LM|= |(f(z) — L)g(x) + L(g(x)— M)| 

< |(f(z)— LL)g(z)|+ |L(9(z) — M). 


Et 


我 们 可 以 整理 一 下 并 写 出 
[f(x)g(z)— LM| < |f(z)— Ll: lg(z)| +|L|: 1g9(z) — MT. 
现在 , 到 了 玩 游 戏 的 时 候 了 .你 选取 你 的 正 数 s, 然后 我 开始 工作 . 我 将 观 注 环绕 
z 二 a 的 极 小 区 间 , 以 便 |f (xz) 一 LI < 且 |g(z) 一 MI < ese， 事实 上 , 如 果 你 选 
取 s > 1( 一 个 十 分 无 力 的 移动 , 因为 你 想 要 s 非常 小 ! ) 那么 我 甚至 会 继续 坚持 
lg (z) 一 M| <1. 因此 , 我 们 知道 , 不 管 在 哪 种 情况 下 都 有 |g (xz) - MI < 1; 这 意味 
着 , 在 我 的 区 间 上 M 一 1 < g(x) < M+L. 特别 的 , 我 们 可 以 看 到 |g (xz)| < |M|+1. 
全 部 意义 就 是 , 在 我 的 区 间 上 有 一 些 理想 的 不 等 式 : 
[f(z)— Ll<e, lg(z)| <IMI+1, 有 |g(z)- MI|I<&. 
我 们 可 以 将 它们 代入 上 面 的 |f (x) g (x) -LM|: 
[f(x)g9(z) 一 TS |f(z)— LI:lg(z)| + |: lg9(z)— MI 
<e:([MI+1)+|L:e=e(M|I+|LI+1) 
其 中 z 充分 的 接近 a， 这 几乎 就 是 我 们 想 要 的 了 ! 在 右边 我 应 该 得 到 e, 但 是 我 
得 到 了 一 个 额外 的 因子 (al 上 + | +1). 这 没有 问题 你 只 需要 允许 我 再 移动 
一 次 , 但 这 一 次 , 我 将 确保 |f (zx) -天 不 超过 ef/ (MM| 十 | 二 1) ; |9 (x) 一 MI| 同 理 . 
然后 , 当 我 重 做 以 上 步骤 时 , < 将 由 s/ (MI+| 刀 +D 代 赫 , 并 且 在 最 后 一 步 , 因子 
(|M| 填 | 十 1) 会 被 消除 , 而 我 们 正好 得 到 e! 这 样 , 我 们 就 证 明了 该 结论 . 
顺便 要 提 的 是 , 要 注意 上 述 情况 的 一 个 特例 . 如 果 e 是 常数 , 那么 
lim cf (x) = c lim f(2). 
通过 在 上 述 的 主要 公式 中 设 g(x) = c, 这 是 很 容易 看 出 的 ; 我 将 细节 留 给 你 来 填充 . 
A.2.3 极限 的 商 及 证 明 


现在 , 我 们 重复 做 一 下 练习 . 我 们 想 要 证 明 , 如 果 
lim f(z)=L 及 lim g(z)=M, 


那么 , 我 们 有 
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lim f(z) > 


“oa gr) M 

因此 , 商 的 极限 是 极限 的 商 . 为 了 让 它 有 意义 , 我 们 最 好 是 保证 M 头 0, 否则 就 要 
除 以 0 了. 以 上 方程 的 男 一 种 写法 是 。 

Ne ee a 

lim ee 

zeg(Z) lim g(x) 
只 要 这 两 个 极限 都 存在 且 为 有 限 的 , 而 且 9 的 极限 非 零 . 

以 下 就 是 求证 过 程 . 我 们 想 要 f(x) /g(x) 接近 L/M, 因此 , 我 们 考虑 它们 的 


f(z) _L _ Mf(zx)— Lg(z) 
g(x) M Mg(x) | 
现在 , 我 们 使 用 一 个 类 似 于 在 极限 的 乘积 中 的 技巧 : 我 们 在 分 子 上 减 去 并 加 上 LM,， 


然后 做 因 式 分 解 . 会 得 到 


fz) _L_ MI(z)- LM+LM- Lg(z) 
g(z) M Mog(7) 
_ M(f(z) -DD) , LM- g(7)) 
Molz) Mgl(z) 
_ fz)-L Lg(z)-M) 
g(z Mg(2) 


如 果 我 们 取 绝 对 值 , 然后 使 用 le 一 6| < lal 十 上 0| 形式 的 三 角 不 等 式 , 将 得 到 
加 |- 四 一 了 ZLz) 一 AI) 下 二 和 + Lgl) — M)) 
Mgl(z) g(z) Mg(z) 
因此 , 你 通过 选取 = > 0 a 然后 我 会 将 z = a 附近 的 那 扇 小 窗 变 罕 , 使 得 在 这 
扇 小 窗 中 , |f (x) 一 | <e 且 g(x) 一 M|<e. 现在 , 我 需要 变 得 更 加 聪慧 . 你 看 , 我 
知道 M 一 e < g(x) < M+e, 这 表示 |g(z)| > |M| 一 e. 如 果 右 边 的 量 |M| 一 e 为 正 ， 
那么 一 切 将 不 成 问题 ; 但 是 如 果 它 是 负 的 , 这 不 会 告诉 我 们 任何 信息 , 因为 我 们 已 
经 知道 g(x) 不 可 能 是 负 的 . 因此 , 如 果 s 足够 小 , 那么 我 就 不 担心 了 ; 但 是 如 果 它 
大 一 点 的 话 , 我 就 需要 将 我 的 那 扇 小 窗 变 罕 , 使 得 |g (x)| > |M|/2. 总 之 , 在 这 个 区 
间 上 , 我 们 有 三 个 不 等 式 成 立 ; 
Ha -He lol> 于 ， 旧 pg 四 -<e 
中 间 的 那个 不 等 式 颠 倒 过 来 为 


< 


1 2 
ge ~ Ta 
综合 起 来 , 我 们 有 
Ee | Mee ,Hg(®) -M2 2 
[g(a) [lig yi 


这 还 不 是 我 们 想 要 的 这 里 有 一 个 额外 的 因子 子 (2/1MI+21Z1/ MEP), 但 我 们 
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知道 如 何 处 理 它 一 一 我 只 是 要 再 移动 一 次 , 这 一 次 我 不 针对 e, 而 是 < 除 以 这 个 额 
外 因子 
A.2.4 三 明治 定理 及 证 明 


在 3.6 节 中 , 我 们 看 到 了 三 明治 定理 . 现在 到 了 证 明 它 的 时 候 了 . 我 们 以 函数 
f、g9 和 开始, 使 得 对 于 所 有 充分 接近 a 的 z 有 9g(z) < f(x) < h(x). 我 们 也 知 


As 


Ei 


lim g(z) = 工 及 limh(z)=L. 
直观 上 , f 被 越 来 越 紧 地 夹 在 g 和 之 间 , 以 至 于 当 x 一 a 时 , 我 们 也 应 该 会 有 
f(z) 一 二 即 , 我 们 需要 证 明 的 是 


lim f(x)=L. 

好 吧 , 你 开始 选取 你 的 正 数 =, 然后 我 可 以 关注 一 个 中 心 位 于 a 的 小 区 间 , 以 至 于 

在 此 区 间 |g (zx) 一 Z| <e 且 |h(x) 一 LI <e. 我 还 需要 不 等 式 g(z) < f(x) < h(z) 

在 此 区 间 成 立 ; 由 于 不 等 式 或 许 只 有 当 x 非常 接近 a 时 成 立 , 我 可 能 必须 缩减 我 的 

原始 区 间 . 
不 管 怎样 , 我 们 知道 当 xz 充分 接近 a 时 , |h (xz) - 了 | < s; 该 不 等 式 可 以 被 重 写 


L—e<h(x)<Li+ie. 
事实 上 , 我 们 只 需要 右边 的 不 等 式 h(x) < L+e; 你 看 , 在 我 的 小 区 间 里 可 知 f (x) < 
h(z), 因此 我 们 也 有 


f(x) < h(x)<L+ie. 
类 似 的 , 我 们 知道 
L—e<g(z)<Lie 
其 中 z 充分 接近 a; 这 一 次 , 我 们 舍弃 右边 的 不 等 式 而 使 用 g(x) < f(x) 会 得 到 
L—e<g(z) < f(x). 
综合 起 来 , 我 们 证 明了 , 当 z 接近 a 时， 
L—e</f(x)<L+ise, 
或 简单 的 形式 |f (z) 一 Z| < se. 这 就 证 明了 我 们 的 极限 一 一 这 样 , 我 们 就 证 明了 
三 明治 定理 


A.3 极限 的 其 他 情形 


现在 我 们 来 快速 看 一 些 其 他 类 型 极限 的 定义 : 无 穷 极 限 、 左 极限 与 右 极限 及 在 
士 co 处 的 极限 . 
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A.3.1 无 穷 极限 
如 果 想 要 使 用 我 们 的 游戏 来 定义 一 个 如 下 的 极限 : 

那么 它 将 不 再 发 挥 作用 . 当 你 尝试 画 出 那 两 条 接近 极限 的 线 时 , 你 会 被 完全 卡 住 ， 
于 该 极限 应 该 是 ce 而 不 是 某 个 有 限 的 值 L. 因此 , 我 们 必须 对 规则 做 些 修正 . 我 
的 移动 不 会 有 太 大 改变 , 但 是 你 的 移动 会 变化 很 大 . 取代 选取 一 个 很 小 的 数 = 然后 
画 出 两 条 水 平 线 (高 度 为 上 一 e 和 研 +es) 的 是 , 这 一 次 你 要 选取 一 个 很 大 的 数 M 
并 且 只 画 一 条 线 , 其 高 度 为 M. 我 仍然 通过 舍弃 该 函数 的 大 部 分 来 移动 , 不 过 保留 
一 个 围绕 z = a 的 很 小 部 分 ; 尽管 如 此 , 这 一 次 我 必须 确保 所 剩 部 分 总 是 在 你 那 条 
线 的 上 方 . 例如 , 图 A-5 显示 了 你 可 能 的 一 次 移动 以 及 接 下 来 我 的 反应 . 


图 A-5 
如 果 你 做 另 一 次 移动 , 这 一 次 的 M 值 更 大 了 , 会 发 生 什么 呢 (参见 图 A-6)? 


| 人 的 移动 | 


1 
1 
1 
六 1 
1 
1 
1 


1 1、 Ee -7 
Dd Se | 
nl 


图 A-6 
因此 基本 思想 就 是 , 这 一 次 你 将 那 条 线 提升 得 越 来 越 高 ; 如 果 我 总 是 可 以 对 你 的 移 


动 做 出 反应 , 那么 该 极限 的 确 是 co. 用 符号 表示 就 是 , 我 需要 能 够 保证 不 管 M 有 
多 大 , 只 要 z 充分 接近 a 就 有 f(x) > M. 定义 如 下 : 

“lim f (7) = co” 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 M > 0, 我 可 以 选取 6 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0 < |x 一 a| < 5 的 z, f(x)>M. 

这 和 当 极 限 是 某 个 有 限 数 工时 的 情况 差不多 , 只 是 不 等 式 |f (xz) 一 L|<e 由 f(x)> 
M 所 代替 . 


A.3 极限 的 其 他 情形 611 


例如 , 假设 我 们 想 要 证 明 


你 以 选取 数 M 开始 ; 然后 , 我 必须 和 


<1/VM 的 z 之 外 的 一 切 . 对 于 这 样 的 


我 舍弃 满足 lz 


1 
lim 一 = 0. 
Z 一 0 2 


保 当 z 充分 接近 a 时 , f(x) > M. 那 好 , 假设 


个 zx, 我 们 有 xz? < 1/M， 


故 1/z? > M( 注 意 我 们 假设 了 zx 六 0). 这 意味 着 在 我 的 区 间 里 f(x) > M, 也 就 是 


说 我 的 移动 是 有 效 的 .对 于 你 选取 的 人 


我 就 证 明了 该 极限 的 确 是 ce. 
那么 


MM, 但 这 一 次 , 我 需要 移动 的 同时 有 


故 定义 如 下 : 


E 意 M, 我 都 可 以 做 一 个 有 效 的 移动 , 这 样 ， 


ce 的 情况 会 怎样 呢 ? 一 切 正 好 反 转 过 来 . 你 仍然 选取 一 个 很 大 的 正 数 
时 保 该 函数 总 是 在 高 度 为 -M 的 水 平 线 的 下 方 . 


“lim f(z) = -co” 表示 对 于 你 选取 的 人 
对 于 所 有 满足 0 < jz- al < 65 的 z, f(x) < 一 M. 


E 意 的 M > 0, 我 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 


A.3.2 左 极 限 与 右 极限 


为 了 定义 右 极限 , 我 们 来 做 相同 的 游戏 , 只 是 这 一 次 , 我 们 已 经 提前 舍弃 了 zx = 
a 左边 的 一 切 . 其 效果 就 是 : 当 我 移动 时 只 需要 考虑 (ca 十 6), 而 不 是 选取 一 个 像 
(a 一 6, a 十 0) 这 样 的 区 间 . a 左边 的 一 切 都 是 无 关 紧要 的 ， 

类 似 的 , 对 于 左 极限 , 只 有 a 左边 的 x 值 是 相关 的 . 这 表示 , 我 的 区 间 会 如 同 


(a 一 6, 4); 我 已 经 舍弃 了 x = a 右边 的 一 切 . 
这 一 切 表 明 , 你 可 以 取 以 上 加 术 


改 为 0<z-a<5 来 得 到 右 极限 . 而 为 了 得 到 左 极限 , 就 要 将 


E 定 义 中 的 任意 一 个 , 并 将 不 等 式 0 < |z -a| <56 


\ 等 式 0< lz 一 al<5 


改 为 0<a 一 x <5. 我 免 去 你 详细 写 出 全 部 六 个 形式 的 任务 (就 是 极限 为 工 、co 及 


一 00 的 左 极限 和 右 极限 ), 但 这 对 了 


些 页 的 内 容 自 己 答 试 一 下 . 


A.3.3 在 oo 及 一 oo 处 的 极限 
我 们 最 后 的 极限 情形 是 , 我 们 在 co 或 -co 而 不 是 在 某 个 有 限 值 a 取 极 限 . 因 
此 , 我 们 想 要 定义 如 下 方程 的 意义 : 
Lim f(x)=L. 
当 是 我 们 已 经 知道 如 何 去 做 了 ， 事实 上 , 我 们 只 
需要 改写 A.3.1 节 中 的 方法 . 你 将 以 选取 很 小 的 数 。 > 0 开始 , 建立 你 的 容忍 区 间 


然 , 我 们 需要 对 游戏 稍 作 改 动 , 但 


你 来 说 的 确 是 一 个 不 错 的 练习 机 会 , 可 以 不 看 这 


人 一 s, 上 十 86); 然后 我 的 移动 将 是 舍弃 某 条 垂 线 x = 


线 右 侧 的 所 有 函数 值 都 沙 在 你 的 容忍 区 间 内 ; 然后 ， 


NN 左 侧 的 函数 部 分 , 以 便 这 条 
尔 选取 一 个 更 小 的 s, 如 果 我 


必须 要 落 在 你 的 那个 新 的 小 区 间 内 , 我 就 要 向 将 那 条 垂 线 右 移 . 图 A-7 所 示 就 是 我 
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们 两 个 开始 的 几 次 可 能 的 移动 . 


v 
a 


1 
He 一 > 
~ 
1 
1 
s 
1 
1 
1 
1 
1 
a 


吨 |---- 


你 的 移动 


第 二 次 移动 

图 A-7 
在 你 第 一 次 移动 后 , 我 的 移动 保证 了 重 线 z = N 右 侧 的 函数 值 都 落 在 你 的 容 
和 忍 区 间 内 . 你 的 反应 是 使 两 条 水 平 线 逼 近 , 而 我 只 需要 将 垂 线 右 移 , 直到 我 可 以 满 
足 你 的 新 的 且 更 加 受 限 制 的 容忍 区 间 . 同样 , 如 果 我 总 是 可 以 对 你 的 移动 做 出 反应 ， 
那么 以 上 极限 成 立 . 
正式 地 , 我 的 移动 是 由 选取 N 组 成 , 使 得 只 要 x > N(x 位 于 重 线 z= N 的 
右 侧 ), 都 有 f(z) 位 于 区 间 全 -=s, 研 十 引 . 使 用 绝对 值 , 我 们 可 以 将 它 写作 : 


“lim f(z) = L” 表示 对 于 你 选取 的 任意 s > 0, 我 都 可 以 选取 NN, 使 得 : 

对 于 所 有 满足 z > N 的 z,|f (z) 一 如 << 

需要 注意 的 是 , 当 z 一 se 时 的 极限 必定 是 一 个 左 极限 一 在 oo 的 右 侧 什么 也 没 

有 ! 不 管 怎样 , 我 们 仍然 有 一 些 情形 要 看 . 首先 ，lim f(z) = oo 是 什么 意思 ? 你 只 

需要 改写 之 前 的 定义 . 特别 的 , 你 可 以 取 上 述 定义 并 将 你 的 移动 变 为 选取 M > 0， 

现在 用 f(z) > M 来 代 蔡 |f (z) - ZL < < 反之 , 如 果 你 想 要 证 明 lim f(z) = 一 co， 

就 要 将 不 等 式 改 为 f(z) < 一 M. 这 相当 简单. 

定义 下 列 极限 的 意义 很 简单 
slim fo = Elim fe) = 及 lim fo)=-oo 
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和 z 一 co 时 的 情况 不 同 的 是 , 我 的 垂 线 变 为 x = -N, 且 现 在 的 函数 值 都 必须 
落 在 该 线 左 侧 的 你 的 容忍 区 间 , 而 不 是 右 侧 . 即 , 你 只 需 在 所 有 的 定义 中 将 不 等 式 
2>N 必 为 < 一 N. 

事实 上 , 我 们 可 以 使 用 相同 的 思想 来 定义 一 个 无 穷 数 列 的 极限 . 在 22.1 节 , 我 们 
给 出 了 一 个 非 正式 的 定义 , 但 现在 我 们 可 以 做 得 更 好 . 我 们 由 一 个 无 穷 数 列 a1，a。， 
a3,… 开始 ; 那么 


“lim an = 1” 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 e > 0, 我 可 以 选取 N, 使 得 : 


no00 


对 于 所 有 满足 n > N 的 n,|an -了 < e. 


如 果 你 用 该 定义 和 以 上 的 


lim f(x)=L 
相 比 较 , 你 会 看 到 它们 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 就 是 连续 变量 x 由 整数 值 型 变 
n 所 代 蕉 . 此 时 工 由 co( 或 -co) 所 代 蔡 , 那么 你 选择 M > 0 而 不 是 s > 0, 且 不 
式 |an 一 | <e 变 为 a > M( 或 相应 地 有 a < 一 M). 
现在 , 如 果 你 真 的 想 要 挑战 , 就 请 尝试 写 出 每 一 个 可 能 的 极限 类 型 的 定义 吧 (我 
们 看 过 18 个 ! ), 再 来 一 次 , 看 你 是 否 可 以 类 似 证 明 A.2 节 中 的 所 有 结论 在 其 他 情况 
下 的 结果 . 


和 上 是 


A.3.4 两 个 涉及 三 角 函 数 的 例子 
在 3.4 节 中 , 我 们 说 以 下 极限 不 存在 (DNE): 

im Sin(Z)， 
赁 直觉 , sn (z) 一 直 在 -1 和 1 之 间 振 荡 , 因此 它 不 会 趋 于 任意 一 个 数 . 让 我 们 用 
A.3.3 节 中 的 定义 来 证 明 这 个 直觉 的 正确 性 . 假设 , 该 极限 存在 且 极 限 值 为 L. 你 选 
取 你 的 数 = > 0, 然后 我 需要 选取 一 个 很 大 的 数 N, 只 要 x > N, 就 有 |sin (x) 一 L| < 
<. 我 们 假设 你 选取 s 为 3. 这 意味 着 , 我 需要 保证 只 要 xz > N, 就 有 |sin (xz) 一 LL| < 
3. 另 一 种 方式 来 看 , 就 是 对 于 所 有 的 z > N, sin (x) 必须 落 在 区 间 ( 工 一 志 工 十 ) 
中 . 不 幸 的 是 , 不 管 工 和 N 是 什么 , 这 都 是 不 可 能 的 ! 要 知道 为 什么 , 我 们 首先 选取 
大 于 NN 的 zx 的 倍数 ; 对 于 某 个 整数 n, 我 们 说 这 个 数 是 nx. 那么 , sin (nr 二 /2) = 1， 
而 sn (nr 二 3r/2) = 一 1. sin (x) 的 这 两 个 值 的 距离 为 2, 由 于 区 间 (L 一 3, 工 十 雪 ) 
的 长 度 仅 为 1, 故 它们 不 可 能 都 落 在 该 区 间 中 . 因此, 该 极限 不 可 能 是 一 个 有 限 的 
数 工 . 


图 A-8 所 示 是 我 们 对 极限 工 期 望 的 三 个 可 能 的 候选 图 像 . 
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的 大 部 分 , 还 是 不 能 将 sin (z) 
一 条 垂 线 可 以 让 我 画 出 来 并 说 


图 


A-8 


填塞 到 该 区 间 中 . 由 于 sin (zx) 总 超出 区 间 ， 


在 每 种 情况 下 , 围绕 工 的 区 间 的 宽 都 是 志 但 是 在 这 三 种 情况 下 , 即使 我 舍弃 函数 


高 度 为 1 的 水 平 线条 , 结果 都 是 一 样 的 . 


sin (Z) > 2, 这 样 我 就 被 钉 住 了 . 可 用 相同 的 移动 来 处 型 
样 , 我 们 的 确证 明了 以 上 极限 不 存在 . 
名 


不 存在 . 为 了 证 明 这 是 真 的 , 你 可 以 选取 一 个 可 
证 . 如 果 你 的 移动 是 选取 。 = 直 那么 我 需要 试 着 选取 6 > 0, 使 得 只 要 0 < x < 0， 
就 有 lsin (1/x) 一 工 
些 并 尝试 找到 两 个 会 把 上 述 情形 搞 乱 的 很 小 的 x 值 . 事实 上 , 对 于 足够 大 的 n, 如 
果 你 尝试 z = 1/ (nz 十 zx/2), 然后 尝试 x 


个 


事实 表明 , sin (1/z) 
在 容忍 区 间 ( 一 
你 应 该 尝试 写 出 这 些 细节 ; 但 有 
道 Jim sin (x) 不 存在 , 我 们 可 以 


人 


(3) 
lim sin | 一 
1/u—o00 u 
不 存在 . 现在 , 1/w 一 co 何 时 为 真 呢 ? 唯一 的 情况 就 是 当 w 一 0+. 总 的 来 说 , 证 


要 尽 一 切 努 力 , 我 们 还 应 该 


在 该 线 的 契 


于 对 了 


E 3.3 节 中 , 我 们 还 说 过 以 下 极限 
1 
im sin (2) 
2 一 0 Tr 


3. (这 里 我 们 使 用 


工 二 3) 中 , 这 就 


因此 没有 


任意 的 x 都 不 会 有 


侧 , 我 总 是 在 你 的 区 间 内 移动 . 不 管 哪个 


上 保 该 极限 不 可 能 是 oo 或 -co. 事实 上 , 如 果 该 极 
限 是 ce 的 话 , 那么 你 将 选取 M > 0, 而 我 必须 确保 对 于 某 个 N, 只 要 > > N, 就 有 
sin (z) > M. 然而 , 要 想 阻 挠 我 你 只 需 选取 M = 2. 


一 co 的 情况 (做 做 看 ). 这 


能 的 极限 工 并 进行 如 同上 例 的 论 


的 是 A.3.2 中 的 定义 . ) 现在 你 可 以 变 聪明 


二 1/ (nz 十 3x/2), 你 将 在 0 


<x<6 中 ,但 


只 做 


邻 二 1/x, 那么 z= 1/u, 而 我 们 立刻 知道 


个 简 


这 个 切换 并 不 难 ( 见 A.4.1 节 ), 因此 , 我 们 看 到 

lim sin (3) 不 存在 . 
u—0+ vu 
现在 只 需要 将 哑 变 量 v 改 为 x, 这 样 不 月 


日 费劲 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 了 ! 


的 结果 分 别 是 1 和 -1; 由 于 不 管 L 如 何 , 它们 两 个 不 可 能 都 落 
是 个 问题 . 

个 更 简单 的 方法 . 你 来 看 ， 
单 的 极限 变量 的 替换 . 事实 上 , 如 果 你 


由 于 我 们 已 经 知 


明 
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A.4 连续 与 极限 


正如 我 们 在 5.1.1 节 中 看 到 的 , 说 一 个 函数 了 在 xz = a 上 连续 , 也 就 是 说 
lim f(7) = f(a). 
即 , 当 x 一 a 时 , 我 们 有 f(x) 一 了 (a). 因此 , 函数 f 保持 极限 ; 这 就 是 连续 的 核心 
思想 . 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 使 用 极限 的 知识 来 证 明 , 当 你 用 两 个 在 xz = a 上 连 
续 的 函数 做 加 法 、 减 法、 乘法 或 除法 时 , 新 的 函数 在 那里 也 是 连续 的 . (在 除法 的 情 
况 下 , 分 母 在 z = a 上 不 能 为 0. ) 事实 上 , 我 们 假设 f 和 9g 在 x = a 上 连续 . 那么 
我 们 知道 


lm f(z) = f(a) 及 lim g(x) =g(0). 
因此 , 为 了 证 明 函 数 站 9y 在 x = a 上 连续 , 我 们 所 要 做 的 就 是 拆 分 极限 , A.2.1 节 
我 们 证 明 过 : 


lim (f(x) + 9(7)) = lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(%). 
就 是 这 么 简单 . 现在 , 你 可 以 用 -~、x 或 / 号 来 替换 + 号 , 以 便 得 到 对 于 减法 、 乘 
法 和 除法 的 类 似 结果 . 
A.4.1 连续 函数 的 复合 


让 我 们 来 看 一 些 稍 复杂 的 情况 . 假设 f 和 9 都 是 处 处 连续 ; 我 们 想 要 证 明 复 
合 函 数 fog 也 是 处 处 连续 . 我 们 需要 集中 考虑 一 个 特殊 的 x 值 . 因此 , 假设 9 在 
x 二 a 上 连续 . 那么 我 们 需要 /在 哪里 连续 呢 ? 我 们 想 要 证 明 
lim fg(z) = f(g(0)) 
此 没有 必要 去 担心 f 在 x = a 上 是 否 连续 ; 而 我 们 需要 的 是 它 在 g(a) 上 连续 ， 
因为 我 们 要 在 g(a) 的 附近 日 在 点 g(a) 上 评估 了 . 
下 面 就 是 我 们 面临 的 情况 : 我 们 知道 g 在 z = a 上 连续 ,有 旦 ff 在 zx=g(a) 上 
连续 , 而 我 们 想 要 证 明 fo 在 x =a 上 连续 . 为 了 求证 , 我 们 需要 在 游戏 中 增加 第 
三 参与 者 . 事实 上 , 我 将 对 抗 这 个 新 的 参与 者 , 我 们 称 之 为 Smiddy, 而 Smiddy 将 
对 抗 你 . 

来 看 看 我 们 是 如 何 玩 游戏 的 吧 . 由 于 f 在 g(a) 上 连续 , 我 们 知道 

dy f(y) = f(g9(%). 

注意 , 我 使 用 y 作为 代替 z 的 哑 变 量 , 但 这 没 问 题 你 可 以 将 y 改变 成 你 喜欢 
的 任意 字母 , 而 它们 表示 的 是 同一 个 意义 . 不 管 怎样 , 我 们 设 L = f(g (a)). 然后 
你 选取 你 的 s > 0, 建立 你 的 容忍 区 间 (LK 一 se, 工 十 6), 而 你 要 挑战 Smiddy, 你 舍弃 
以 y = g(a) 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 面 的 一 切 , 以 便 所 剩 的 函数 值 都 落 在 你 的 区 间 
内 . 即 , Smiddy 应 该 选取 入 > 0, 使 得 jy =-9(o)| < 入 时 都 有 |f (vy) 一 L| < e. 因为 


六 出 
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以 上 极限 是 正确 的 , Smiddy 丈 可 以 这 村 


非常 喜欢 它 . 


做 . 为 什么 要 用 入 代替 5 呢 ? 因为 Smiddy 


现在 , 轮 到 我 来 对 抗 Smiddy 了 . 这 一 次 , 我 们 根据 9 在 x = a 上 连续 的 事实 


写 出 


lim gz) 一 9(O)， 


间 是 (g (a) — A, g (a) 


我 们 所 要 做 的 就 是 
6, 我 们 也 有 |g (x) 一 g (a)| < 入. 现在, 你 和 


关键 是 : Smiddy 使 用 的 是 数 和 , 而 不 是 你 已 经 使 用 的 s! 
(g 十 入 ). 现在 , 我 必须 舍弃 以 z = a 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 的 一 

切 , 以 便 所 剩 的 函数 值 落 在 Smiddy 的 区 间 内 . 因为 以 上 极限 是 正确 的 , 我 可 以 选择 

6 > 0, 使 得 只 要 |z 一 a| < 6, 我 们 有 |g (zx) 一 g(a)| < 入 

综合 考虑 . 由 于 我 和 Smiddy 的 游戏 , 我 们 知道 只 要 |z -a| < 

Smiddy 的 游戏 显示 , 如 果 |y 一 g(a)| < 六 


因此 , Smiddy 的 容忍 区 


那么 |f (y) 一 L| < e. 我 们 不 管 Smiddy, 并 用 f (g(a)) 替换 L, 用 g (zx) 替换 我 
们 看 到 , 只 要 |x 一 al < 56, 我 们 就 有 |f (g(x)) 一 了 (g(a))| < e. 这 表示 , 如 果 我 直接 
与 你 对 抗 , 我 总 是 可 以 做 一 次 合 情 理 的 移动 , 不 管 = 是 什么 (只 要 它 为 正 ). 因此 , 我 


们 实际 上 就 证 明了 


NN 


li f(g(2)) = f(g(0)), 


tf 中 9g 在 z=a 上 连续 日 了 在 g(a) 上 连续 . 当然 , 如 果 上 和 9 都 是 处 处 连续 , 那 


么 复合 函数 fog 也 是 处 处 连续 . 


我 们 可 以 对 论证 进行 修 1 


FE, 以 便 包 括 z 一 eco 或 了 一 -oo 而 不 是 a 的 情况 .1 


并 且 我 们 可 以 对 x 


不 同 : 我 选取 N 而 不 是 6, 且 不 等 式 


这 取决 于 你 所 处 的 情况 是 x 一 co 还 是 z 一 一 00. 


我 们 现在 可 以 建立 如 下 极限 , 它 在 3.4 节日 


事实 上 , 如 果 你 设 f (x) = sin (x) 


f 和 g 都 是 处 处 连续 . 


我 们 可 以 使 用 上 述 公式 来 推 


1 
lim sin (2) 二 0. 
2 一 oo TT 


1 
lm g(x) = lim -~— = 0, 


2 一 oo 2 一 co 化 


结论 


E 明 的 细节 留 给 你 来 写 出 ， 


上 现 过 


于 右边 不 能 是 g (oo), 故我 们 必须 对 陈述 稍 作 修改 . 我 们 最 好 的 做 法 就 是 : 
Jim fg(z)) = f (lim g(2)), 

青 况 做 类 似 的 修改 . 我 将 该 训 

但 基本 思想 如 下 . 你 和 Smiddy 的 对 抗 将 是 不 变 的 , 但 我 和 Smiddy 的 对 抗 会 稍 有 

lz 一 al<6 必须 由 z>N 或 z< N 来 替换 ， 


g(zZ)=1/z;, 除了 9 在 z=0 上 不 连续 外 , 那么 


Jim sin (5) = aan, Fg(0) =F (J, 90)) = 100) =sin(0) =0. 
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更 直观 的 一 种 表达 方式 是 , 当 x 一 oo 时 1/z 一 0, 故 当 z 一 co 时 sin (1/x) 一 


sin (0) = 0. 


A.4.2” 介 值 定理 的 证 明 


在 5.1.4 
及 f(5)>0, 
本 思想 . 


我 们 考虑 区 间 [a, 外 上 的 x 值 的 集合 , 其 > 值 使 得 f (x) < 0; 我 们 知道 a 在 


这 个 集合 中 ， 
数 c, 但 这 或 


节 中 , 我 们 看 到 了 介 值 定理 , 它 表 明 如 果 f 在 [w 9] 上 连续 , 且 f(a) <0 
那么 存在 某 个 数 c 使 得 je) = 0. 现在 , 我 们 来 看 看 证 明 此 定理 的 基 


因为 f(a) < 0; 而 5 不 在 这 个 集合 中 . 我 们 想 要求 出 此 集合 中 最 大 的 


许 不 太 可 能 . 例如 , 小 于 0 的 最 大 数 是 什么 呢 ? 没有 一 一 对 于 任意 的 


负数 , 你 总 是 可 以 找到 一 个 接近 0 的 负数 , 例如 , 将 你 的 数 除 以 2. 男 一 方面 , 我 们 
可 以 找到 此 集合 中 的 右边 穿插 的 一 个 数 c. 特别 的 , 我 们 可 以 坚持 说 此 集合 当中 没 
有 一 个 元 素 在 e 的 右边 , 此 外 , 任意 带 有 端点 c 的 开 区 间 至 少 包括 此 集合 中 的 一 个 


元 素 . (这 是 


于 实 轴 的 一 个 很 好 的 性 质 , 它 被 称 为 完备 性 . ) 以 下 就 是 我 们 所 知道 


的 , 用 符号 表示 : 

(1) 对 于 任意 的 x > c, 我 们 有 f (x) > 0; 

(2) 对 于 任意 的 区 间 (c 一 6,c), 其 中 6>0, 区 间 内 人 至少 存 在 一 点 z 使 得 f(x)<0. 
现在 就 让 我 们 忙 起 来 吧 . 以 下 就 是 重要 的 问题 : f (c) 是 什么 ? 我 们 假设 它 是 负 的 . 


在 这 种 情况 下 , 由 于 f (5) > 0, 故 c 关 b. 因为 f 是 连续 的 , 当 z 在 ce 的 附近 时 , f(x) 


的 值 应 该 在 f (c) 的 附近 ; 而 当 z 在 c 的 右边 一 点 时 , 就 会 有 问题 , 因为 f(x) 预期 


应 该 是 正 的 ， 


而 f(c) 为 负 . 更 正式 的 , 你 可 以 选择 = = 一 f (c) /2( 它 是 正 的 ); 那么 你 


的 容忍 区 间 就 是 (3f (0) /2，f (oc) /2), 它 仅 由 负数 组 成 . 我 不 能 选取 任何 位 于 [a, 如 
中 的 形 如 (c 一 6, c 十 6) 的 区 间 , 因为 任何 这 样 的 区 间 都 包含 一 个 大 于 e 的 zx. 根据 


以 上 的 条 件 


1, 我 们 知道 (x) 一 定 为 正 , 这 表示 它 不 会 位 于 你 的 容忍 区 间 . 因此 ， 


不 可 能 有 f (c) < 0. 直观 的 , 如 果 有 f(c) < 0, 那么 你 的 穿插 仍然 有 数 在 它 的 右边 ! 
或 许 f(c) > 0. 在 这 种 情况 下 , 我 们 不 可 能 有 c = a, 因为 f(a) < 0. 现在 , 当 > 


在 < 的 附近 时 , jz) 的 值 应 该 在 f(c) 附近 ; 特别 的 , 它们 应 该 是 正 的 . 由 于 以 上 的 


条 件 2, 这 是 个 问题 . 更 明确 些 , 这 一 次 你 可 以 选择 = = f(c) /2, 则 你 的 容忍 区 间 是 
(f (co) /2，3f (oc) /2). 我 需要 尝试 找到 一 个 在 [a, 外 中 的 区 间 (c 一 5, c 十 0), 使 得 对 


于 我 的 区 间 


FP 的 任意 的 x, f(z) 总 是 位 于 你 的 容忍 区 间 里 . 特别 的 , f(z) > 0. 这 意 


味 着 , 对 于 (c 一 5, oc) 中 的 所 有 的 x 有 f(x) > 0, 这 和 条 件 2 是 相悖 的 . 故 f(c) >0 


也 不 可 能 ; 如 


果 它 是 真 的 , 那么 我 们 可 以 将 穿插 再 向 左边 推 一 些 , 因此 它 不 会 是 c 


剩 下 的 是 什么 呢 ? 唯一 可 能 就 是 f (c) = 0, 因此 , 我 们 证 明了 该 定理 . 顺便 要 
说 的 是 , 我 们 很 容易 将 情况 改 为 f(a) > 0 及 f (5) <0 的 情况 ; 你 可 以 稍稍 改写 
下 证 明 , 或 者 设 g(z) = 一 f(z) 并 对 9 而 不 是 f 应 用 该 定理 . 
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A.4.3 ”最 大 -最 小 定理 的 证 明 


现在 我 们 来 证 明 在 5.1.6 节 中 看 到 的 最 大 -最 小 定理 . 基本 思想 是 , 假定 我 们 
有 一 个 在 闭 区 间 [a, 6] 上 连续 的 函数 f; 我 们 断言 , 该 区 间 上 存在 某 个 数 c, 在 那里 
了 达到 最 大 值 . 正如 我 们 看 到 的 , 这 表示 f (c) 大 于 或 等 于 其 他 f (x) 的 值 , 其 中 x 
在 整个 区 间 [a, 9] 上 漫游 . 

以 下 就 是 证 明 . 首先 , 我 们 想 要 证 明 的 是 , 你 可 以 放置 某 条 水 平 线 y = N, 使 
得 所 有 的 函数 值 f(z) 都 位 于 这 条 线 的 下 方 . 如 果 你 不 能 做 到 这 一 点 , 那么 此 函数 
就 会 在 [a, | 内 的 某 处 变 得 越 来 越 大 , 而 它 不 会 有 最 大 值 . 因此 , 我 们 假设 你 不 能 
画 出 这 样 的 一 条 线 来 . 那么 , 对 于 每 一 个 正 数 N, 在 [a, 9] 中 存在 某 个 点 zw 使 得 
f (zn) 在 水 平 线 y = N 的 上 方 . 即 , 我 们 找到 了 某 个 点 zw, 对 于 每 一 个 N, 都 有 
f(zn) > N. 我 们 在 x 轴 上 用 X 将 它们 标 出 来 . 

这 些 标记 的 点 在 哪里 呢 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 . 因此 , 如 果 我 们 将 区 间 [a, 如 
分 成 两 半 得 到 两 个 新 的 区 间 , 它们 中 的 一 个 定然 包含 有 无 穷 多 个 标记 的 点 . 可 能 它 
们 都 包含 , 但 是 它们 不 可 能 都 包含 有 限 多 个 标记 的 点 , 否则 总 合 将 是 有 限 的 . 让 我 
们 把 注意 力 集中 在 原始 区 间 的 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 的 那 一 半 上 ; 如 果 它 们 都 是 
这 样 的 , 那么 选择 你 最 喜欢 的 那个 (这 没有 关系 的 ). 现在 , 我 们 用 新 的 更 小 的 区 间 
来 重复 这 个 练习 : 将 它 分 成 两 半 . 其 中 之 一 一 定 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 . 我 们 继续 
做 此 练习 , 只 要 你 喜欢 的 话 , 你 会 得 到 一 个 变 得 越 来 越 小 的 区 间 的 集合 , 一 个 套 一 
个 , 并 且 每 一 个 都 包含 无 穷 多 个 标记 的 点 .我 们 将 这 些 区 间 一 个 一 个 地 堆 在 一 起 ， 
图 A-9 所 示 . 


每 一 个 线段 不 是 在 它 下 方 
的 线段 的 左边 就 是 右边 ” 六 寺 = 
Fx or Xx— x 
人 无穷 多 个 标记 的 点 位 于 每 “ 
一 个 线段 的 下 方 


图 A-9 

直观 上 , 在 这 些 区 间 中 一 定 各 自 存在 某 个 实数 . ”我 们 称 之 为 数 g. f (gq) 是 什么 呢 ? 
我 们 可 以 使 用 f 的 连续 性 来 获得 一 些 有 关 情 况 . 事实 上 , 我 们 知道 
lim f(z) = f(g9). 

因此 , 打 个 比方 , 如 果 你 选取 的 = 是 1, 那么 我 应 该 能 够 找到 一 个 区 间 (gq -6, q+ 9)， 
使 得 对 于 所 有 该 区 间 中 的 x, 都 有 |f (x) 一 了 (gq)| <1. 问题 是 ,这 个 区 间 (gqg 一 6, +0) 
包含 了 无 穷 多 个 标记 的 点 ! 这 是 因为 不 管 5 多 么 小 , 我 们 选择 的 最 后 一 个 小 区 间 位 
于 (g 一 6, 9 十 0) 内 . 这 是 个 实际 问题 : 所 有 的 这 些 标记 的 点 都 应 该 在 我 们 的 区 间 
(g 一 6,9 十 0) 内 , 但 是 当 你 对 其 中 任意 一 个 点 取 f 值 时 , 会 得 到 一 个 介 于 f (gq) 一 1 


Q@ 同样 , 我 们 需要 使 用 实 轴 的 完备 性 来 证 明 . 事实 上 , 一 定 只 存在 一 个 这 样 的 数 
吗 ? 


你 知道 为 什么 
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和 f (gq) 十 1 之 间 的 数 . 因此 , 不 管 f(q) 是 什么 , 我 们 都 会 陷入 轩 
的 函数 值 会 远 远 大 于 f (gq) +1. 一 切 都 将 失去 控制 . 因此 , 画 不 日 


境 : 茶 些 标记 的 点 


b 像 y= NN 的 一 条 


线 让 整个 函数 位 于 其 下 方 , 我 们 就 错 了 . 
事情 还 没有 结束 . 我 们 有 这 条 线 y = N, 它 位 于 y= f(x) 在 [a, 9] 的 图 像 的 上 
要 将 它 向 下 移动 , 直到 它 接触 到 该 图 像 以 便 求 最 大 值 . 因此 , 我 


方 , 但 现在 , 我 介 
们 选取 尽 可 能 小 的 N， 


了 完备 


] 需 


使 得 对 于 在 fa, 中 内 的 所 有 的 zx, f(z) < N. (我 们 再 次 使 用 
生 , ) 现在 我 们 需要 证 明 , 对 于 革 个 c 有 N = f (c). 为 了 求证 , 我 们 要 重复 


上 述 标记 的 点 中 所 使 用 的 技巧 , 只 是 这 一 次 它们 将 被 圈 起 来 . 我 们 选取 一 个 正 整数 
n; 在 [a, 8] 中 我 们 一 定 能 够 找到 某 个 数 cw, 使 得 jc) > N 一 1/n， 如 若 不 然 , 那 


么 我 们 就 应 该 在 y = N - 1/m( 或 


个 这 样 的 点 , 当 你 对 它 1 


更 低 处 ) 而 不 是 在 y = N 处 画 那 条 线 . 因此 , 存 
在 这 样 的 一 个 cw, 且 对 于 每 一 个 正 整数 n 都 存在 . 我 们 将 这 些 点 圈 起 来 . 有 无 穷 多 
门 取 f 值 时 , 其 结果 会 越 来 越 接近 一 一 事实 上 是 任意 的 接 


近 一 一 N. (没有 一 个 值 会 超过 N, 因为 对 于 所 有 的 zx, f(x) < NI ) 现在 , 我 们 所 


要 做 的 就 是 持续 将 区 间 [a, 9] 进 
的 点 ， 和 前 面 一 样 , 在 所 有 的 区 间 


行 二 分 , 使 得 每 一 个 小 区 间 都 包含 无 穷 多 个 圈 起 来 
中 都 存在 一 个 数 c 这 个 数 又 被 圈 起 来 的 点 所 环 


jF (ce) 是 什么 呢 ? 它 不 可 能 大 于 N, 但 或 许 它 会 小 于 N. 我 们 假设 f (c) = M， 


其 中 M < N, 另外 设 ==(N 一 M) /2. 1 


lim f(z) = Jo =M. 


你 有 你 的 e， 因 此 我 需要 找到 一 个 区 间 (c 一 6, c+ 5)， 使 得 对 了 


于 f 是 连续 的 , 我 们 实际 上 需要 


在 我 区 间 内 的 x， 


f(z) 位 于 (M 一 e,，M ++e) 中 . 问题 是 M+s= N 一 s, 且 不 管 我 如 何 选 取 6 > 0， 


都 有 无 穷 多 个 


圈 起 来 的 点 位 于 (c 一 6, c 十 5) 中 . 它们 其 中 一 些 的 函数 值 可 能 位 于 


(M 一 e,，M +e) 中 , 但 由 于 函数 值 会 变 得 接近 N, 大 多 数 不 会 位 
中 . 因此 , 我 不 能 移动 . 唯一 解脱 的 方法 就 是 f (c) = N. 这 表示 


值 的 点 , 这 样 我 们 


就 完成 了 求证 ! 


为 了 得 到 定理 的 最 小 值 的 形式 , 只 需要 将 定理 重新 应 用 到 9 


于 (Me,M+e) 
c 是 函数 取得 最 大 


(z) = 一 f(z) 上 就 


可 以 了 . 毕 竞 , 如 果 c 是 g 取得 最 大 值 的 点 , 那么 它 就 是 f 取得 最 小 值 的 点 . 


有 一 个 不 精 


的 结尾 


A.5 重 返 指数 函数 和 对 数 函 数 


d 1 
a 二 e? 及 一 Imn(z) = —. 
x 


在 9.2 节 中 , 我 们 发 展 了 指数 函数 和 对 数 函 数 的 理论 , 到 达 极 致 的 发 现 就 是 
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存在 , 并 称 之 为 e 但 我 们 从 来 没有 证 明 过 它 . 直接 证 明 以 上 极限 存在 是 可 能 的 , 但 
这 提供 不 了 任何 特别 的 信息 . 反之 , 我 要 假设 你 已 经 学 了 积分 和 微 积分 基本 定理 ( 见 
第 16 章 和 第 17 章 ), 从 而 我 要 用 一 个 不 同 的 方法 解决 手边 的 问题 . 事实 上 , 一 切 都 
是 从 对 数 函 数 开始 的 . 
我 们 先 根据 规则 定义 一 个 函数 刀 ， 
F(x) = [3a 
对 于 所 有 的 x > 0 成 立 . 这 是 一 个 基于 男 一 个 函数 的 积分 的 函数 ; 就 这 类 函数 请 参 
见 17.1 市 . 现在 , 我 知道 你 可 以 写 出 
F(a) = | jdt= =1n|z| 一 Il = In(z)， 
1 1 
是 因为 x > 0 且 In(1) = 0. 问题 是 , 我 们 的 行动 过 早 了 ! 如 果 我 们 真 的 想 要 以 恰 
当 的 方式 求解 , 就 不 能 使 用 11/tdt =Inlt|+C 这 一 事实 . 实际 上 , 这 是 我 们 想 要 证 
明 的 事情 之 一 . 目前 为 止 , 我 们 不 能 假设 F(z) = In |zl; 就 让 我 们 从 证 明 它 开始 吧 . 
让 我 们 写 出 函数 已 的 一 些 有 趣 性 质 . 下 的 导数 由 以 下 定义 给 出 


Ps | label, 


根据 是 微 积分 第 一 基本 定理 ， 因 此 , F 可 导 , 这 意味 着 它 是 连续 的 ( 见 5.2.11 节 ). 
接 下 来 , 我 们 设 x = 1 会 看 到 


rT 


上 
总 


4| 


虔 这 


pt)= | dat=0 
有 


因为 知 积分 上 下 限 都 相等 且 函 数 在 那里 确实 有 定义 , 所 以 任何 函数 的 积分 都 是 0( 见 
16.3 节 ). 以 下 极限 


lim F(z) 
如 何 呢 ? 事实 上 , 根据 反常 积分 的 定义 ( 见 20.2 节 ), 我 们 有 
”1 Be 

im F(x) = im, lL i = 上 i = co. 
我 们 必须 非常 小 心地 来 说 反常 积分 [1/tdt 发 散 . 当 我 们 最 初 证 明 它 的 发 散 性 时 ， 
我 们 使 用 了 公式 [1/tdt = 了 hlt| 十, 但 我 们 不 能 这 样 做 ! 取而代之 的 是 , 我 们 使 用 
了 积分 判别 法 来 说 六 1/tdat 和 二 lm 同时 收敛 或 同时 发 散 ; 然后 使 用 22.4.3 市 
中 的 论证 来 证 明 该 级 数 发 散 ; 故 该 积分 也 发 散 . 因此 我 们 有 

Ff(1) = 0 及 lim F(z) = oo, 

于 下 连续, 介 值 定理 ( 见 5.1.4 节 ) 表明 , 一 定 存 在 一 个 数 。 使 得 F(e) =1. 毕 
竟 , 1 介 于 0 和 co 之 间 ! 此 外 , 对 于 所 有 的 x > 0, F(z) = 1/z > 0, 我 们 因此 知道 
已 总 是 递增 的 . 因此 , 不 可 能 存在 其 他 的 数 c, 使 得 斑 (c) = 1. 我 们 已 经 有 了 的 正 
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式 定义 : 


e 是 唯一 使 得 [ Lat = 1 的 数 
本 

现在 , 我 们 选取 一 个 有 理 数 a 并 定义 

le ag 2 | zdt. 


我 们 可 以 使 用 17.5.2 节 中 描述 的 变形 2 的 技巧 , 会 看 到 
G'(7) = | zdt = aze 1 二 =Q-: 

(不 使 用 对 数 函 数 求 导 , 假设 我 们 知道 名 (z*) = azx*-!; 如 果 只 知道 对 于 正 整 数 
是 成 立 的 ,正如 我 们 在 6.1 节 中 看 到 的 , 那么 我 们 来 看 看 你 是 否 可 以 对 于 所 有 的 
有 理 数 来 证 明 这 个 事实 .) 另 一 方面 , 我 们 知道 F' (x) = 1/z， 因 此 ， 上述 方程 暗 
示 了 G'(z) = aF'(z)， 由 于 a 是 常数 , 我 们 看 到 G(x) = aF(z) +C,， 其 中 C 
是 常数 ， 特 别 的 , 如 果 我 们 设 zx = 1 此 方程 变 为 G(1) = aF (1) +C， 现 在 有 
G(1) = (1%) = (1) =0 故 C=0 由 于 G(z) = (x*), 我 们 就 证 明了 
忆 (zoa) = aF(z), 对 于 任意 有 理 数 a 及 z > 0 成立. 事实 上 , 由 于 连续 , 结果 对 
于 任意 实数 a 一 定 也 适用 ! 现在 我 们 设 x = e, 会 看 到 已 (es) = QF (e) = a, 因为 
下 (e) = 1. 我 们 将 a 变 为 xz, 这 样 就 证 明了 FF (e*) = x. 因此 , F 是 e? 的 反 函 数 , 这 
表示 F(x) = In (xz). 因为 我 们 知道 F(x) = 1/z, 我 们 就 证 明了 起 In(x)=1/zx. 现 
在 , 如 果 y = ez, 那么 z = In (vy), 故 


根据 链 式 法 则 , dy/dz = ez. 因此 , 我 们 对 In (xz) 和 ez 求 导 且 证 明了 e 存在 ! 
现在 , 我 们 所 要 做 的 就 是 证 明 
im, (1 十 四 1 人 一 e. 
这 就 变 得 十 分 简单 了 : 令 y= (1 十 及 1Y, 使 得 卫 (y) = In (1 二 及/h. 那么 
n+ 
RE 
根据 我 们 在 9.4.3 节 中 使 用 的 论证 (或 洛 必 达 法 则 ). 当然 , 如果 当 h 一 0+ 时 ， 
In(y) 一 1, 那么 当 hh 一 0+ 时 , y 一 el = e 这 就 证 明了 以 上 极限 . 关键 是 , 一 
旦 你 知道 mn (z) 关于 z 的 导数 是 1/z, 那么 这 对 你 非常 有 利 : 其 余 的 一 切 就 很 容易 
a 


A.6 微分 与 极限 


在 这 一 市 , 我 们 将 证 明 一 些 涉 及 微分 和 极限 的 结论 . 更 确切 地 说 , 我 们 要 处 理 
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函数 的 常数 倍 、 函 数 的 和 与 差 的 求 导 以 及 乘积 法 则 、 商 法 则 与 链 式 求 导 法 则 ; 然后 ， 
我 们 将 证 明 极 值 定理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 以 及 线性 化 中 的 误差 公式 . 最 后 , 我 们 
会 看 到 分 段 函数 的 导数 以 及 洛 必 达 法 则 的 证 明 . 
A.6.1 函数 的 常数 倍 
假设 y 是 x 一 个 可 导 函 数 ,c 是 某 个 常数 . 我 们 想 要 证 明 

d _ dy 

47 (oY 2 cz: 
这 相当 简单 . 我 们 用 y = f(x) 定义 f; 那么 上 述 方程 的 左边 就 是 
cf(z+ Azx)— cf(z) 


lim 
Azx—0 Azx 
你 所 要 做 的 就 是 从 分 子 中 提取 一 个 e 的 因子 并 将 它 拖 到 极限 之 外 . 这 是 在 A.2.2 节 
的 结尾 部 分 证 明 过 的 : 
efe+AmD -efa ofr + A) fe) 


右边 正好 是 cj (xz), 它 和 c(dy/dz) 是 一 样 的 , 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 
A.6.2 ”函数 的 和 与 差 
如 果 和 w 都 是 xz 的 可 导 函 数 , 我 们 想 要 证 明 的 是 
du dyv 
si 全 dz dz， 

以 及 类 似 的 用 减 号 代替 加 号 . 目前 几乎 没有 这 个 必要 . 如 果 w= f(x) 及 w= 9(z)， 

那么 上 述 方程 的 左边 就 是 
ji +TAz To 上 Am 一 (CTg() 
Arz 一 0 Azx 

你 所 要 做 的 就 是 重新 整理 这 个 和 , 并 拆 分 极限 , 这 是 在 A.2.1 节 中 证 明 过 的 , 你 会 看 

到 上 述 极限 等 于 


但 这 只 是 f(z) 十 g' (x), 它 等 于 我 们 想 要 证 明 的 方程 的 右边 . 用 减 号 奉 换 加 号 的 情 
况 也 就 这 么 简单 ! 
A.6.3 ”乘积 法 则 的 证 明 


对 于 乘积 法 则 和 商法 则 的 证 明 , 我 们 将 继续 使 用 记号 dy/dz 而 不 是 f(z), 因 
为 使 用 前 者 对 于 理解 概念 来 说 更 简单 些 . 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 看 到 的 , 我 们 有 
dy _,, Ay 
dz Aruo Ax’ 


中 Ay 是 将 x 变 为 z+Az 时 y 的 变化 量 . 


| 
4 
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因此 , 我 们 想 要 证 明 的 乘积 法 则 说 的 就 是 


假设 我 们 将 z 变 为 z+ Az. 那么 , 4 就 变 为 4 十 Au wv 就 变 为 v 十 Av. 这 表示 ,ww 
就 变 为 (w 十 Au (v 十 Av). 这 个 变化 量 有 多 大 呢 ? 我 们 取 原 来 的 量 与 新 的 量 的 差 来 
看 看 : 


A(uv) = (十 Au 十 Av) — uv. 
我 们 做 展开 并 消除 , 会 得 到 
A(uv) = vAu 十 WAv 十 AvAv. 
Az. 对 于 最 后 一 项 , 我 们 要 除 以 额外 的 一 个 Az, 然后 再 乘 以 这 
量 以 便 方 程 两 边 保持 平衡 . 结果 是 
Al(uv) Au Av AuAv 


Arz 三 AR “Az | Rr A 


如 果 你 取 当 Az 一 0 时 的 极限 , 那么 所 有 的 比率 都 会 趋 于 相应 的 导数 , 但 最 后 一 个 
Az 的 因子 会 趋 于 0: 


d a du dv dudyv we 
I 
于 最 后 一 项 为 0, 我 们 就 证 明了 乘积 法 则 . 现在 , 你 应 该 尝试 写 出 一 个 使 用 f (zx) 


记号 (形式 1) 的 证 明了 . 
A.6.4 ”商法 则 的 证 明 
现在 我 们 想 要 证 明 


d /u 4 径 = 

dz GG ) 2 - 
同样 , 当 x 变 为 z 十 Az 时 , 我 们 知道 ww 和 w 就 会 分 别 | 变 为 十 Awu 及 wv 十 Av. 这 
表示 , w/v 就 变 为 (w 十 Aw) / (vw 十 人 v). 这 个 变化 量 是 
入 的 _ V+ Au 也 


VU V+Av vw 
我 们 对 上 式 通 分 并 消除 uv 一 wv 会 得 到 
入 各 _ "Av uAv 
v v2 二 vAv 
将 上 式 除 以 Az, 再 用 Az 和 分 母 中 的 Av 的 项 相 乘 并 相 除 , 得 到 
NO ER 


Az v2 1 M2 Az 
现在 令 Az 一 0. 所 有 的 分 式 都 变 为 导数 , 并 且 分 母 中 的 最 后 一 个 因子 趋 于 0, 因此 
我 们 得 到 结果 


d (9 =- 区 rT 
202 十 型 x0 
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于 分 母 中 的 最 后 一 项 就 是 0, 我 们 证 明了 商法 则 . 
A.6.5” 链 式 求 导 法 则 的 证 阴 


假设 y 是 习 的 可 导 函 数 , 而 w 本 喘 是 z 的 可 导 函 数 . 我 们 想 要 证 明 
dy dydu 
dz dudz. 
第 一 眼看 上 去 这 也 没什么 , 可 使 用 A 记号 写 出 
Ay AyAu 
Az AuAzx 


并 取 极 限 . 不 幸 的 是 , Au 有 时 可 能 为 0, 而 这 会 导致 整 个 方程 无 效 . 因此 , 我 们 使 / 
函数 记号 . 令 /和 g 都 是 可 导 的 , 并 设 h(z) = f(g (z)). 我 们 想 要 证 明 
W(x) = f(g(2))g (2). 
如 果 g 是 一 个 在 x 附近 的 常数 , 那么 hh 也 是 , 因此 方程 两 边 都 是 0. 否则 , 我 们 知道 
多 EE = f(g(7)) 

Az 一 0 Az Az 一 0 
用 该 分 式 乘 以 并 除 以 g(z + Az) - 9 (z), 对 于 无 穷 多 个 在 0 附近 的 Az 值 , 这 一 
是 非 零 的 , 然后 我 们 将 极限 拆 分 会 得 到 

jn) = ti E+ AR) = f(g) im gz+Am go) 

Az20 gzTAL) gz) ”Ar Xz 
右边 的 极限 就 是 Y (z), 但 左边 的 是 什么 呢 ? 求解 技巧 是 设 = = ytz+ Az) -yo 
那么 , 左边 极限 的 分 子 中 的 量 g(x 上 Az) 可 以 被 写作 g(z) 上 es (你 知道 这 是 为 什么 
吗 ? ) 而 分 母 正 是 。 本 身 . 因此 我 们 有 

i f(g(z) + e) - f(g(z)) 


x g' (7). 
一 0 E 
现在 , 当 Az 一 0 时 , s 会 怎样 所 由 于 9 可 导 , 由 5.2.11 节 我 们 知道 g 连续 . 特别 
的 , 有 


已 


Jim 19 人 十 入 z) 一 9(Z). 


如 果 从 两 边 减 去 g (zx)， 那么 你 会 看 到 当 Az 一 0 时 ,e 一 0. 这 表示 , 在 v(x) 的 表 
达 式 中 , 我 们 可 以 用 = 一 0 蔡 换 Az 一 0, 得 到 


ji(z) = lim f(g(z) > f(g(x)) x g (72). 


现在 第 一 项 正 是 f(g (x)), 故 V(x) = f(g (7z))g (zx), 这 样 我 们 就 证 明了 链 式 求 导 
法 则 . 
A.6.6 ” 极 值 定理 的 证 明 

在 11.1.2 节 中 , 我 们 陈述 了 极 值 定理 . 它 说 的 是 , 如 果 f 在 x =c 有 一 个 局 部 
最 大 值 或 局 部 最 小 值 , 那么 x =c 是 f 的 一 个 临界 点 . 这 表示 , 或 者 fr (c) 不 存在 ， 
或 者 fr(c) = 0. 
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为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 假设 f 在 x = c 有 一 个 局 部 最 小 值 . 如 果 fr(c) 不 
存在 , 那么 它 就 是 一 个 临界 点 , 这 正 是 我 们 所 希望 的 ， 另 一 方面 , 如 果 f'(c) 存在 ， 
那么 


户 (o) = lim J 


于 了 在 。 上 有 一 个 局 部 最 小 值 ,我 们 知道 当 c+ 非常 接近 < 时, (ce 二 及 > 让 (9 
当然 , 只 有 当 六 接近 于 0 时 , ec 十 户 才 会 非常 接近 c 对 于 这 样 的 六 以 上 分 式 中 的 
分 子 (e+ 月 -一 定 是 非 负 的 . 当 疡 > 0 时 , 量 
f(e+h) — f(O 
h 
是 正 的 (或 0): 但 是 当 万 < 0 时 , 此 量 是 负 的 (或 0). 因此 右 极限 
io {+ =O 


一 定 大 于 或 等 于 0, 而 同样 的 左 极限 是 小 于 或 等 于 0. 由 于 双 侧 极限 存在 , 故 左 极限 
了 唯一 的 可 能 性 就 是 它们 都 是 0. 这 就 证 明了 fr(c)=0, 故 z=c 是 f 


如果 f 在 x=c 有 一 个 局 部 最 大 值 会 如 何 呢 ? 我 把 它 留 给 你 来 重复 这 个 论证 
过 程 . 唯一 的 区 别 就 是 , 当 h 接近 于 0 时 , 量 f(c 十 hh) 一 了 (co) 现在 是 负 的 (或 0). 


A.6.7 罗 尔 定理 的 证 阴 


假设 了 在 [a, 中 上 连续 , 在 (a, b) 内 可 导 , 且 满 足 条 件 (a) = f(b). 接 下 来 , 我 
们 想 要 证 明 在 (a, 中 内 存在 一 个 数 。 使 得 Po = 0 为 了 求证 我 们 使 用 最 大 -最 
小 值 定 理 来 说 明 了 在 [a, 中 上 有 一 个 全 局 最 大 值 和 一 个 全 局 最 小 值 . 如 果 最 大 值 或 
最 小 值 中 任 一 个 出 现在 (a, 5b) 内 的 某 个 数 c 上 , 那么 极 值 定理 告诉 我 们 fr (co) = 0. 
(我 们 知道 产 (o) 存在 , 这 是 因为 了 在 (a, b) 内 可 导 . ) 其 他 的 唯一 可 能 性 就 是 全 局 
最 大 值 和 全 局 最 小 值 都 出 现在 端点 a 和 上. 在 这 种 情况 下 , 由 于 f (a) = f(b), 该 
函数 一 定 为 常数 , 因此 , (a, 5) 内 的 每 一 个 数 c 都 满足 fr (c) = 0. 这 就 是 完整 的 证 
明 ! 


A.6.8 ”中 值 定理 的 证 明 


现在 , 我 们 知 f 在 [a, 中 上 连续 , 在 (a,5) 内 可 导 , 但 我 们 不 假设 f (a) = f (5). 
中 值 定理 表明 , 在 (a, 5) 内 存在 某 个 c 


nae lO 

f'(c) = b—a 江 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 由 以 下 方程 定义 一 个 新 的 函数 g: 
je /0) -0 , 


b—a 
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它 看 起 来 有 点 复杂 , 但 实际 上 我 们 只 是 从 了 (z) 中 减 去 线性 函数 z 一 a 的 一 个 常数 
信 , 我 们 称 之 为 9 因此, 函数 g 也 在 [a, 有 上 连续 有 (a, 归 内 可 导 ,， 且 可 知 

go) = f(0) = OAV = jo) 

og = 10- -=A a) = Ha， 
因此 , 我 们 证 明了 g(a) = 9(b), 这 表示 我 们 可 以 应 用 罗 尔 定理 了 ! 结果 是 , 存在 
个 数 。 合 得 9 (O) = 0. 现在 ,我 们 只 需要 对 g 求 导 来 看 看 这 对 于 意味 着 什么 .| 
于 量 /( 昌 一 了 (a) 和 5 一 a 都 是 常数 , 我 们 得 到 

yg0) = 790- 4-10. 


现在 , 将 x =c 代 入. 由 于 yg (c) = 0, 我 们 有 


0=7(0 -Of 
这 表示 
户 (o) 三 


这 正好 是 我 们 想 要 证 明 的 ! 
A.6.9 线性 化 的 误差 

让 我 们 来 整理 一 下 另外 一 个 不 精确 的 结果 . 在 13.2 节 , 我 们 看 到 函数 f 关于 
z= 二 a 的 线性 化 二 其 中 a 是 f 定义 域内 的 某 个 数 : 
L(x) = f(a) + f(a)(z— a). 
如 果 zz 在 a 的 附近 , 我 们 可 以 使 用 工 (x) 来 估算 f (x) 的 值 . 我 们 的 错误 可 能 有 多 
大 呢 ? 根据 13.2.4 节 中 的 公式 , 如 果 在 x 和 a 之 间 f” 存在 , 那么 
| 误差 | = lf"(ollz -al?; 
这 里 的 ec 是 介 于 x 和 oa 之 间 的 某 个 数 . 我 们 来 证 明 这 个 公式 . 首先 , 我 们 称 误差 
项 为 7(z); 由 于 r(z) 是 f(z) 的 真 值 和 猜测 值 的 差 , 猜测 值 就 是 线性 化 L(x) = 
f (a) 十 产 (a) (z 一 a). 我 们 有 

7(7)= f(x)— L(x)= f(x) — fla) — f(a0) (rz— oa). 
现在 , 聪明 的 做 法 是 将 x 固定 为 一 个 常数 并 且 令 a 为 变量 . 由 此 启发 得 到 
g(t) = f(z) — ft) — f(t (rt. 
因此 , 只 有 当 t= a 时 , 才 有 误差 7 (zx). 即 , 误差 为 g(a). 注意 
g(z) = f(7)— f(z)— f(r)(z — 72)=0. 
我 们 求 g 关于 的 导数 . 项 f(z) 是 常数 , 故 其 导数 为 0. 此 外 , 我 们 需要 用 乘积 法 
则 来 处 理 Fr () (x 一 录 . 总 之 , 我 们 得 到 
g(t)=0— (Df x(-D)+A D(z- t= -A (ot). 
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特别 的 , 我 们 有 

9 (7)=—f" (7)(z — 7)=0. 
目前 为 止 , 我 们 所 做 的 一 切 都 是 非常 合理 的 . 现在 , 我 们 必须 做 一 些 看 起 来 有 些 发 
狂 的 事情 . 请 记 住 , 我 们 想 要 证 明 误差 是 了/ (o (z 一 a)”, 其 中 c 介 于 x 和 ua 之 间 . 
于 误差 是 g(a), 这 就 暗示 了 g(t) 形 如 开 (z 一 轨 ， 其 中 KK 是 某 个 不 依赖 于 而 
只 依赖 于 z 和 a 的 数 . 即使 这 也 不 完全 正确 , 但 它 或 许可 以 解释 我 们 为 什么 会 令 
h(t) = g(t) — K(x —t)2. 
你 看 , 当 你 对 它 关于 t 求 导 时 , 保持 x 为 常数 , 你 得 到 

h(t) = 9(t) +2K(x—t). 


这 又 怎么 样 ? 我 们 可 以 使 用 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ) 得 到 
WW(c) = hz) — h(a) 
TT—Qa 


对 于 某 个 介 于 xz 和 a 之 间 的 ce 成立 . 我 们 可 以 使 用 上 述 方程 对 (co)、h(z) 及 h(a) 
做 蔡 换 : 


g'(c) | 2K(zx 0)= (g(x) K(z 9 K(z a)?) 
pa —g(a)+ K(xz— a)? 


加 rz—a 

因为 g(x) = 0. 因为 g (ol = 一 (c) (x 一 0), 最 后 一 个 方程 可 以 被 重新 整理 为 
g(a) — K(x—a) =(2-a)(r- oO(f"(0) 2K). 

我 们 的 任务 快 完成 了 , 但 仍然 有 一 个 问题 . 我 们 不 能 处 理 因 子 (z - cj, 因为 在 我 们 
的 误差 项 中 没有 它 ! 唯一 一 种 消除 它 的 可 能 就 是 左边 等 于 0. 即 , 我 们 应 该 选取 K 
使 得 g(a) 一 (zx 一 a)? =0. 事实 上 , 如 果 = g(a)/(z 一 a), 那么 上 述 方程 变 为 

2g(a 

0= (zx—a)(z— 人 0) (7a 一 2 . 
于 zz 关 a 且 zz 关 c, 我 们 一 定 会 有 
f’(e) EE 2g(a) 一 0， 


(2 —a)? 


于 g(a) =7(z) 是 我 们 要 找 的 误差 , 因此 我 们 完 


这 表示 g(a) = 8” (0) (z a)” 
成 了 求解 . 
A.6.10 ”分 段 函数 的 导数 
假定 f 以 分 段 的 形式 定义 如 下 
| fi(z) 若 z > a. 
A | fo(z) 戎 xX a. 


(你 可 以 将 xz >a 改 为 zz a, 将 x<a 改 为 z <a; 这 无 关 紧 要 . ) 不 管 怎样 , 在 6.6 
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节 中 , 我 们 考虑 了 一 个 问题 , 就 是 f 是 否 在 a 上 可 导 . 我 们 假设 了 , 如 果 函 数 有 和 
户 在 z=a 处 互相 匹配 , 它们 的 导数 和 月 在 z=a 处 也 互相 匹配 , 那么, 了 在 
a 上 可 导 . 我 们 如 何 来 证 明 呢 ? 首先 要 注意 的 是 有 和 名 在 z=a 处 互相 匹配 的 意 


im F(z) = lim 户 (z) = f(0). 
这 就 确保 了 f 至 少 是 连续 的 . 现在 , 我 们 还 要 假设 它们 的 导数 也 互相 匹配 : 这 意味 
着 有 i 在 最 接近 a 的 右 侧 是 可 导 的 , 户 在 最 接近 a 的 左 侧 是 可 导 的 , 及 
im fi(2)= lim f(z)=L. 
其 中 工 是 某 个 很 好 的 有 限 数 . 因此 , 我 们 来 考虑 
ja 十 — f(a) 


其 中 广 是 某 个 很 小 的 数 且 关头 0. 如 果 及 > 0, 那么 我 们 可 以 应 用 中 值 定理 ( 见 11.3 
节 ) 得 

h)— f(a 

人 
其 中 c 是 介 于 a 和 a 十 hh 之 间 的 某 个 数 . (这 里 我 们 需要 f 在 [ca 十 月 上 的 连续 
性 . ) 根据 三 明治 定理 , 当 一 0+ 时 , 数 c 就 被 夹 在 a 和 oa 十 下 之 间 , 故 当 万 -0+ 
时 有 c 一 a+. 我 们 现在 看 到 
flat+D- | | 
no 人 ee 
同 理 得 左 极限 , 只 是 我 们 要 使 用 户 代替 记 : 
ye 

lim FEY- HY jm flO = lim flO = 


h—0— 


左 极限 和 右 极限 都 等 于 L, 因此 , 我 们 证 明了 了 (a) 存在 且 它 也 等 于 工 . 


A.6.11 洛 必 达 法 则 的 证 明 


我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 ( 见 第 14 章 ). 确切 的 说 , 假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 y， 
它们 在 某 个 包含 点 a 的 区 间 上 可 导 (但 或 许 不 在 a 本 身 ); 且 f (a) =9(a) =0; 此 
外 , 除了 可 能 在 a 本 身 外 , g' (x) 关 0. 那么 , 我 们 需要 证 明 

lim f (2) = lim f (2) 
zag(Z) za g (7) 
假设 右边 的 极限 存在 . 我 们 需要 一 个 形式 略 有 不 同 的 中 值 定 理 , 它 被 称 为 柯 西 中 值 
定理 : 如 果 f 和 g 在 [4,，B] 上 连续 且 在 (4,，B) 内 可 导 , 且 在 (4, B) 上 9 (z) 夫 0， 
那么 , 在 (4,，B) 内 存在 某 个 C 使 得 


》 


A.6 微分 与 极限 ”629 


我 们 首先 来 证 明 它 , 然后 用 它 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 顺便 提 一 句 , 请 注意 , 如 果 对 于 所 
有 的 x 有 g(z) = zx, 那么 g'(x) = 1, 并且 以 上 方程 变 为 
这 正好 是 常规 的 中 值 定理 ! 尽管 如 此 , 它 不 会 帮 我 们 太 多 .让 我 们 回 到 原始 方程 
中 去 看 看 右边 的 分 母 吧 , 即 g(B) - g (4)， 这 不 可 能 等 于 0; 要 是 那样 的 话 , 那么 
g(B) = g(4), 这 表示 根据 罗 尔 定理 ( 见 11.2 节 ), 对 于 在 (4, B) 内 的 某 个 C， 
g (C) = 0. 因此 , 右边 有 意义 . 现在 , 我 们 定义 一 个 新 的 函数 h: 
人 2 

ho) = (0) — (HBA ] ga 
对 于 在 (4,B) 内 的 所 有 的 z 成 立 ，( 将 这 个 函数 与 A.6.8 节 中 的 常规 中 值 定理 的 
证 明 中 的 函数 9 做 比较 . ) 不 管 怎样 , 我 们 来 写 出 有 关 这 个 函数 的 某 些 事实 吧 . 首 
先 , 计算 (4) 及 及 (B). 我 们 有 


故 (4) =h(B). 此 外 , 注意 hh 是 可 导 的 , 并 且 由 于 4 和 B 都 是 常数 , 我 们 有 
g(4) 
乡 


4 
9(B)— g(A 
于 有 (4) =h(B), 我 们 可 以 使 用 罗 尔 定理 来 推出 结论 : 在 (4，B) 内 存在 一 个 数 


/ / f B = 4 / 
wiC) = 7(0)- (EAD) 0) -0 
如 果 你 重新 整理 这 个 方程 , 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 
fC) _ 1(B)- f(4) 
9g(C) 9(B)-g(A) 


现在 , 我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 由 于 f (a) = g (a) = 0, 我 们 有 
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外 
zag(Z) zag(z) 一 g(o) 
如 果 x > a, 那么 在 区 间 [a, xz] 上 , 我 们 可 以 使 用 柯 西 中 值 定理 (就 是 我 们 刚刚 证 明 


的 ) 来 说 明 


de Nd Ben A (AE Re 

za g(2) za g(7)—g9(a) za g'(c) 
对 于 在 (a, zx) 内 的 某 个 c 成 立 . 否则 , 如 果 z < a, 那么 我 们 会 有 相同 的 结果 , 只 是 
c 在 (x, a) 中 . (注意 , 我 们 使 用 的 事实 是 , 除了 可 能 在 a 外 , g' 不 为 0; 这 是 柯 西 中 
值 定理 的 一 个 条 件 . ) 当然 , 数 e 依赖 于 x 的 值 ; 而 我 们 看 到 , 当 z 一 a 时 , 也 会 有 
c 一 a. 因此 , 我 们 有 


lim 二 = lim f (0 = lim J 
ra gr) zag(c) cog'(0) 
所 剩 的 工作 就 是 将 c 看 成 虚拟 变量 并 将 它 改 为 xz, 这样 , 我 们 就 完成 了 洛 必 达 法 则 
的 证 明 . 
咖 , 其 实证 明 不 算 完整 . 我 们 还 没有 证 明 oo0/oo 的 情况 , 也 没有 证 明 x 一 oo( 或 
一 00) 时 的 情况 . 如 果 你 敢于 挑战 , 就 请 尝试 将 上 述 证 明 应 用 到 这 些 情况 中 吧 , 这 会 
是 一 个 极 棒 的 练习 . 


A.7 泰勒 近似 定理 的 证 明 


现在 , 我 们 来 看 看 如 何 证 明 24.1.3 节 中 的 泰勒 近似 定理 吧 ， 该 定理 说 的 是 : 如 
果 7 在 z = 6 处 是 平滑 的 , 那么 , 在 所 有 N 次 或 N 次 以 下 的 多 项 式 中 , 对 于 在 4 
附近 的 x 的 f(z) 的 最 佳 近似 就 是 N 阶 泰 盘 多 项 式 Py, 由 下 式 给 出 
Py(D)= 10 + PO -d+ (eo) 
(3) CN 

f i a)3 十 …:] / 1 国信 
我 们 的 计划 是 , 证 明 该 定理 是 如 何 从 24.1.4 节 中 看 到 的 完整 泰勒 定 理 中 推导 出 来 
的 , 我 省 咯 了 完整 泰勒 定理 的 证 明 , 这 是 因为 你 可 以 在 大 多 数 教科 书 中 找到 它 或 在 
搜索 引擎 上 打出 “泰勒 定 理 的 证 明 ” 就 可 以 找到 ,你 不 容易 找到 的 是 这 个 近似 定理 
的 证 明 , 因此 , 现在 我 们 就 来 看 看 它 吧 ， 

首先 , 让 我 们 设 a = 0 来 化 简 一 下 这 个 问题. 由 于 我 们 假设 完整 泰 间 定理 已 经 
被 证 明了 , 因此 可 知 f(x) = Pw (z) 二 RN (zx), 其 中 

A p(n) 


nl 
= 


是 一 个 NN 次 多 项 式 , 及 
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其 中 ec 介 于 


0 和 z 之 间 . (请 记 住 , 我 们 设 了 a = 0, 因此 , 形 如 (x 一 a)” 的 因子 就 


变 为 z", 且 形 如 fw (a) 的 量 就 变 为 加 (0). ) 我 们 想 要 证 明 的 就 是 : 


在 所 有 NN 次 或 NN 次 以 下 的 多 项 式 中 , Py 是 在 0 附近 f 的 最 佳 近似 . 
尔 到 底 如 何 证 明 类 似 的 陈述 呢 ? 而 上 下 文中 的 “最 佳 ”又 意味 着 什么 呢 ? 求解 


技巧 是 , 为 外 选取 一 个 次 数 不 超 过 NN 的 多 项 式 ; 我 们 称 之 为 &. 由 于 8 不同 于 Py， 


我 们 知道 8 


Q(z) 更 接近 f (zx), 至 少 当 z 接近 0 时 如 此 . 为 了 看 到 这 两 个 量 多 么 接近 , 你 需 查 


至 少 有 一 个 系数 不 同 于 Py 中 的 相应 系数 . 我 们 想 要 证 明 Pw(z) 比 


看 一 下 这 两 个 量 的 差 . 因此 , 我 们 真正 想 要 证 明 的 就 是 以 下 不 等 式 : 


f (2) — Py (2)| < |f(2) — Q(z)| 


其 中 取 z 接近 0 时 . 如 果 这 是 正确 的 , 那么 就 可 以 推出 结论 一 - PN (zx) 确实 比 Q(z) 


更 接近 f(zx) 


的 理想 值 . 


为 了 得 到 以 上 我 们 想 要 的 不 等 式 , 我 们 来 分 别 看 看 两 边 的 情况 . 左边 是 f(x) 一 
PN (zx) 的 绝对 值 , 这 实际 上 就 是 余 项 RN. 上 面 我 们 有 一 个 Rv 的 表达 式 ; 它 包括 三 


人 


因子 , 即 FIN+D (o、zx+l 及 1/CN+DTL 我 们 知道 c 介 于 0 和 zw 之 间 ; 当 x 一 0 


时 , 根据 三 明治 定理 我 们 一 定 有 c 一 0. 由 于 我 们 假定 非常 平滑 , 函数 fIN+D 是 


其 中 z 一 0， 


连续 的 . 因此 , 当 x 一 0 时 我 们 有 c 一 0 
因子 写 在 一 起 并 取 绝 对 值 , 我 们 有 


f(z 


故 得 出 f+D (c) ~ fN+D (0). 将 这 三 个 


(N+D){e (N+1) 
)— Pyle) = avo | ~ el 


事实 上 , 我 们 可 以 令 C = f+D (0)/ (N+1)1, 并 且 注意 C 只 是 某 个 


~ 


不 依赖 于 z 的 常数 . 因此 , 我 们 有 


|f(z)— Py(z)| ~ |CllzINt! 当 z—0. 


这 太 棒 了 . 现在 , 我 们 来 看 看 要 证 明 的 不 等 式 的 右边 . 这 个 量 是 |f (x) ~ Q(z)|. 我 


们 写 出 f(z) 


= Pn (x) + Rw (zx), 从 而 
f(x) — Q(z)| = |PN(7x) + RN(7Z) — Q(7)| = 15(7) + Rn(z)), 


其 中 , 我 们 通过 设 5 (x) = Py (x) 一 @(z) 将 Py (x) 和 Q(z) 放 在 一 起 . 让 我 们 来 


好 好 看 看 5. 


它 是 两 个 次 数 不 超 过 N 的 不 同 多 项 式 的 差 . 因此 , 5 是 一 个 次 数 小 于 


或 等 于 NN 的 多 项 式 , 但 它 不 是 零 多 项 式 . 我 们 假设 , 如 果 你 用 xz 的 容 来 写 S (x), 它 


就 好 像 : 


其 中 , amzm 


S(T) = amz™ + +, 
是 最 低 次 数 项 . 数 m 必然 介 于 0 和 N 之 间 , 这 是 因为 8 的 次 数 小 于 


或 等 于 N. 我 们 知道 8 的 行为 就 好 像 它 的 最 低 次 数 项 ( 见 21.4.1 节 ). 即 , 当 z 一 0 
时 , 5S (z) ~ amzx". 男 一 方面 , 我 们 需要 看 看 9 (x) + RN (x), 因为 这 是 我 们 想 要 的 
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不 等 式 的 右边 . 我 们 已 经 看 到 了 , 当 xz 一 0 时, RN (zx) ~ CzN+t1, 玫 5 (zx) 十 RN (7) 

中 的 最 低 次 数 项 的 行为 仍 会 像 aj,x™ 一 样 (请 记 住 , m < N, 故 x™ 是 一 个 次 数 低 

于 zxw+l 的 项 ). 综 上 所 述 , 我 们 有 

[f(z) — Q(z)| = 1S(z) + RN(T)| ~ lamllz™| 当 z = 0. 

太 棒 了 一 我 们 想 要 证 明 不 等 式 

[f(z) — Pr(z)| < |f(z) — Q(2)| 

当 z 接近 0 时 是 成 立 的 . 我 们 知道 , 当 x 一 0 时 , |f (zx) 一 Py (z)| ~ Cl|z 站 下 及 

f(z) 一 Q(z)| 人 ~]am||zl”. 由 于 m<N+1( 及 |C| 与 |am| 都 是 常数 ), 易 知 当 z 很 

小 时 , |C||z|1 比 lam| |z|” 小 得 多 . 事实 上 , 这 两 个 量 的 比率 是 
ICllz +! 
lamllzl™ 

其 中 , O01 = |C|/|am| 只 是 另 一 个 常数 . 当 x 一 0 时 , 右边 的 量 趋 于 0. 因此 , 当 > 

接近 0 时 , 以 上 不 等 式 实际 上 是 成 立 的 , 最 终 我 们 完成 了 泰勒 近似 定理 的 证 明 ! 

事实 上 , 有 一 点 我 们 没有 考虑 : 我 们 假设 a = 0. 为 了 由 此 推出 一 般 情况 , 你 

只 需 在 上 述 证 明 过 程 中 在 每 一 处 用 被 平移 的 量 (x - a) 替换 量 z， 你 只 需要 注意 ， 

(z 一 a) 一 0 和 x 一 a 是 同一 个 意思 . 我 把 证 明细 节 留 给 你 来 完成 . 如 果 你 能 通过 

上 述 证 明 做 到 这 点 的 话 , 那 你 就 太 棒 了 . 


= 01|s| Ym. 


附录 B 估算 积分 


看 到 定 积分 时 , 我 们 习惯 于 通过 反 导 数 以 及 微 积分 的 第 二 基本 定理 来 给 出 一 个 


确切 的 答案 . 可 实际 上 , 求解 一 个 有 用 的 反 导 数 可 能 会 很 困难 或 者 根本 不 可 能 . 有 


时 候 ， 


最 好 选择 是 求 出 一 个 积分 值 的 近似 . 因此, 我 们 将 讨论 估算 定 积 分 的 三 种 技 


巧 , 以 下 就 是 最 后 这 个 附录 的 计划 内 容 : 
。 使 用 条 纹 、 梯 形 法 则 及 辛普森 法 则 估算 定 积分 ; 
。 估算 上 述 近 似 中 的 误差 . 


B.1 使 用 条 纹 估 算 积 分 


以 下 是 一 个 完全 合理 的 定 积分 : 


图 B-1 所 示 . 


2 2 
| e ® dzx. 
0 
它 相 当 于 由 x 轴 、 曲 线 y = e-*” 以 及 直线 x = 0 与 x = 2 所 围 成 区 域 的 面积 , 如 
1 
y=e™ 
二 9 = 1 ; 


名 


求 类 似 于 这 样 的 区 域 面 积 或 许 看 起 来 便于 技术 性 , 但 它 有 非常 大 的 实际 意义 . 以 上 
的 曲线 通常 被 认为 是 钟 形 曲线 , ”而 且 它 是 概率 论 学 习 的 基础 . 因此 , 特别 烦 扰 的 


是 , 没有 简单 优良 的 方法 来 写 出 反 导 数 


| 


实际 上 , 你 可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 把 这 个 积分 写成 一 个 无 穷 级 数 , 但 这 也 不 是 简单 


优良 有 


的 方式 写 出 来 . (在 16.5.1 节 中 , 我 们 已 经 讨论 了 这 一 点 . ) 


的 方法 . 当前 的 严峻 现实 是 , 无 法 将 本 节 最 开始 的 那个 定 积分 的 确切 值 以 简洁 


男 一 方面 , 我 们 可 以 使 用 黎 曼 积分 的 定义 求 出 这 个 积分 的 近似 值 , 即 一 个 估算 . 


@ 


技术 上 说 , 钟 形 曲线 (或 正 态 分 布 ), 实际 上 是 由 方程 y=。e-* /2/V37 给 出 的 . 
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实际 上 , 在 16.2 节 , 我 们 讨论 了 分 割 、 网 格 以 及 歼 曼 和 . 由 于 积分 是 黎 曼 和 的 极限 ， 
不 取 极 限 , 我 们 就 可 以 得 到 一 个 近似 . 因此 , 为 了 估算 积分 


| raar 


你 可 以 将 区 间 [a, 9] 做 一 个 形 如 
a=7zX0<7z1 < <Tn 1 < zn = Yb, 

的 分 割 , 然后 在 [zo，z1] 中 选取 一 点 ct, 在 [zw1， x2] 中 选取 一 点 c2, 以 此 类 推 直 到 

你 在 [zw_1， zn] 中 选取 一 点 cj. 那 时 , 你 就 可 以 写 出 


b n 
| tase DD fe) -sr 


这 就 是 说 , 积分 近似 等 于 它 的 一 个 歼 曼 和 . 

所 有 的 一 切 看 起 来 都 很 抽象 . 我 们 来 看 看 它 在 上 例 中 是 如 何 起 作用 的 吧 . 我 们 
要 从 0 到 2 积分 , 因此 , 我 们 需要 区 间 [0, 2] 上 的 一 个 分 割 . 该 区 间 上 最 简单 的 分 
割 就 是 这 个 区 间 [0, 2], 这 相当 于 我 们 选择 = 1、zo =0 及 z1 = 2. 我 们 只 需要 在 
[0, 2] 内 选取 ci. 我 们 求 出 的 近似 很 大 程度 上 依赖 于 这 个 选取 ! 例如 , 如 果 你 选取 
cl=0、c=1 或 ci=2, 那么 你 的 近似 就 会 分 别 对 应 图 B-2 所 示 区 域 的 面积 . 


图 B-2 
很 明显 , 第 一 个 估算 过 高 了 , 而 第 三 个 则 佑 算 过 低 了 . 中 间 的 那个 不 算 太 糟 , 但 它 仍 
不 完美 . 为 了 计算 这 三 个 估算 值 , 我 们 使 用 公式 : 
2 Nn 
| ez dx = Dflc) (zj -> 六 ii 四 
0 和 1I 


我 们 用 1 替换 n、e-% 替换 f(c1)、0 蔡 换 zo, 并 用 2 替换 zi, 我 们 得 到 
i Se (2—0)= 2e-0. 
cl 是 0、1 或 2 时， 这 些 值 分 别 是 2、2/e 兰 0.736 及 2/e4 兰 0.037. 正如 你 看 到 
这 三 个 估算 有 很 大 的 差别 ! 
现在 , 我 们 来 看 看 , 使 用 更 多 的 条 纹 是 否 可 以 做 得 更 好 . 假设 我 们 取 了 [0, 2] 上 
的 一 个 五 条 的 分 割 , 如 下 : 


ls 


1 5 .3 
二 <1< 一 < 二 <2. 
0< 5 < A 


因此 ,n=5 及 zo0=0、z1=3、X2=1、 ra3= 3 ra 
数 c; 是 每 一 个 小 区 间 的 左 端 点 . 这 表示 cl = 0、co 


\、z5 = 2. 假设 , 我 们 选取 的 


、C3 二 1、C4= 二 3 及 cs5 = 3. 


NI BIO 
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我 们 将 这 些 代入 上 述 近似 公式 中 , 可 得 
2 n 

| as 和 Mo) -or 
0 | 


=e-0 (3 -0) 十 eV/2) ( ) je- G 1 
/3 5 Se 
+e-(5/9 (3 1) +e-(/% (2 3) 

如 果 你 喜欢 , 可 以 再 做 一 些 简化 , 或 者 使 用 计算 器 或 计算 机 得 出 其 近似 到 小 数 点 后 
四 位 的 结果 1.086 5. 现在 , 我 给 你 的 任务 是 , 求 使 用 每 一 个 小 区 间 的 右 端点 而 不 是 
左 端点 时 的 估算 值 . 
均匀 分 割 

取 一 个 均匀 分 割 总 会 是 很 方便 的 . 这 表示 , 每 一 个 小 区 间 都 有 相同 的 宽度 , 并 
要 计算 出 其 宽度 也 不 是 很 难 的 事情 . 如 果 积 分 区 间 是 [a, 中 , 那么 其 长 度 是 5 一 a 
单位 ; 因此 , 如果 你 将 该 区 间 n 等 分 , 那么 每 一 个 小 区 间 的 长 度 是 (5 一 a) /n 单 
位 ， 我们 称 这 个 量 为 h; 故 h = (5 一 a)/n， 此 外 , 出 现在 黎 曼 和 定义 中 的 表达 式 
(zj -zj_1) 正 是 第 j 个 条 纹 的 宽度 , 因此 , 它 正 是 h 我 们 的 表达 式 


2 fe) (zs 三 Wl) 


现在 可 以 被 简化 为 
hx fle). 
j=1 


你 仍然 需要 选取 数 cj, 但 这 一 次 就 简单 多 了 . 例如 , 我 们 使 用 10 个 等 宽 的 条 纹 来 
估算 积分 
2 
| e-* dz 
0 


每 一 条 的 宽度 是 九 = (2 一 0) /10, 即 1/5, 而 且 n= 10, 因此 , 我 们 有 
2 n 10 
| ez dz hx >》 fle;) = 的 
j=1 9 


0 
这 些 区 间 的 宽度 都 是 1/5, 因此 从 0 开始 , 我 们 看 到 它们 是 如 下 的 分 害 : 
和 
5 5 5 5 


如 果 我 们 令 ej 为 每 一 个 小 区 间 的 右 端点 , 那么 我 们 会 有 c1 = 1 、cs = 3, 以 此 类 扒 
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直到 co = 2. 我 们 将 这 些 数 代 入 到 上 述 公式 中 , 会 得 到 


2 
| e-* dz 衬 3 (人 十 e—(2/5)? 十 ……: +4 e-(9/5)? 十 e”) # 
0 


在 这 个 和 中 有 10 项 . 由 于 我 们 的 函数 了 在 0 和 2 之 


间 是 递减 的 , 而 且 我 们 使 用 了 


每 一 条 的 右 端 点 , 以 上 就 是 估算 过 低 的 情况 . (你 知道 为 什么 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 可 


以 使 用 计算 器 或 计算 机 来 求 上 面 


如 果 你 想 要 使 


可 能 的 近似 是 
2 


| Ce 4 1 (6-(1/10) pa 
0 5 


这 大 约 是 0.882 202. 


每 一 个 小 
呢 ? 我 们 知道 , [0, 3#] 的 中 点 是 十 、 


区 


的 和 , 大 约 是 0.783 670( 近 似 到 小 数 点 后 六 位 ). 
间 的 中 点 , 而 不 是 左 端点 或 右 端点 , 情况 又 会 怎样 
[让 的 中 点 是 总 , 以 此 类 扒 


因此 , 另 一 个 


B.2 榜 形 法 则 


Fe-(G/10) 十 .十 erG7/10 4 e-(19/10)°). 


涉及 选取 数 cj 的 问题 是 很 困难 的 . 大 多 数 情况 下 , 人 们 或 者 选择 左 端点 或 者 


选择 右 端 点 , 但 是 中 点 也 是 一 个 常见 的 (并 


目 合 理 的 ) 选择 . 这 里 还 有 一 种 估算 积分 


的 方法 , 它 不 需要 选择 (当然 是 在 你 决定 使 用 这 种 方法 的 时 候 ! ) 但 会 给 出 更 好 的 


估算 . 


它 被 称 作 梯形 法 则 . 


连 ] 
的 图 


让 我 们 来 好 好 看 看 其 
于 有 两 条 边 是 平行 的 , 故 该 条 纹 是 一 个 梯形 . 底 边 长 是 
的 边 的 高 度 为 (zj_1) 单位 和 (zj) 单位 . 根据 梯形 面 
(fF (zj_ 1) 十 下 (67)) (z; 一 -1) 平方 单位 . 如 果 我 们 确保 分 割 都 是 均匀 的 , 屠 
么 如 同上 一 节 , 可 知 xz; -~ zj 1 就 是 (5 一 a) /mn 这 恰好 就 是 条 纹 的 宽度 (单位 ), 我 
内 此 , 一 条 的 面 


= 
积 是 了 


称 之 为 几 


基本 思想 非常 简 
| 线 y= f(x) 上 


单 : 我 们 允许 条 纹 的 上 边 不 平行 于 底 边 . 每 一 条 纹 的 上 边 都 是 


的 两 个 相应 点 的 线段 . 图 B-3 中 就 是 说 明 这 两 种 方法 间 区 别 


B-3 


的 一 条 新 条 纹 , 如 图 B-4 所 示 . 


(2; 


各 变 为 
(f(r) + (22)) 


只 公式 , 这 个 梯形 条 纹 的 面 


Tj-1) 单位 ， 而 平行 
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Tj-1 7 区 过 1 Ti+l 


图 B-4 图 B-5 


平方 单位 . 余下 的 工作 就 是 把 所 有 的 梯形 条 纹 面 积 都 加 在 一 起 . 我 们 可 以 只 将 一 个 
忆 符号 放 在 以 上 那个 量 的 外 面 , 提取 常数 因子 h/2, 如 下 : 


Nn 


b 
| tar s 3 D8) + fe), 


J=1 


事实 上 , 我 们 可 以 把 这 个 表达 式 再 简化 一 些 . 你 看 , 除了 最 左边 和 最 右边 的 条 纹 , 其 
他 的 相 邻 条 纹 都 共用 一 条 边 , 如 图 B-5 所 示 . 

这 意味 着 , 我 们 可 以 将 很 多 项 合并 . 特别 的 , 除了 zo 和 zw 之 外 , 形 如 /zj) 的 每 
一 项 都 被 用 到 两 次 . 例如 , n = 4 时 我 们 有 


b 
| f(z)dz 涯 2((f (zo) + f(z1)) + (fT) + f(z2)) + f(z2) + F723)) + (f(z3) + f(z4))). 


2 
因此 , 我 们 可 以 将 和 中 的 除 第 一 项 和 最 后 一 项 外 的 所 有 项 组 合并 , 得 到 


b 
| azs F(a0) 427(20) + 21(52) +2f(23) + fan), 
同样 的 技巧 适用 于 一 般 情况 : 因此 有 


梯形 法 则 ， 如 果 z < zi < .… < zs 是 [a, 日 上 的 一 个 均匀 分 割 , 且 hh = 
(5 一 a) /n 是 条 宽 , 那么 f(z)dz 兰 (f(z0) + 2f(21) + 2f(22) + + 2f (zn_2) 
+2f (zn-1) + f(rn)). 


让 我 们 应 用 它 来 求 下 面积 分 的 近似 值 : 


< 2 
| e 7 dz. 
0 


我 们 取 n= 5. 由 于 [0, 2] 的 长 度 为 2 单位 , 从 而 每 一 条 的 宽度 为 h = 3 单位 , 且 


制 是 


2 4 6 8 
> py 5 Ne 2. 


根据 梯形 法 则 , 我 们 有 
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2 
| ce-2 dz 宕 。 (se 十 2e 一 (2/5)” 十 2e 一 (4/5)” 十 2e 一 (6/5)” 十 2e 一 (8/5)” 十 e-) 
0 


如 果 你 愿意 , 也 可 以 将 右边 简化 为 


3 (1 a 9e—4/25 来 9e—16/25 i 9e—36/25 本 2e 一 64/25 下 e-4) ， 


你 也 可 以 使 用 计算 器 或 计算 机 来 计算 , 结果 数 近似 到 小 数 点 后 六 位 是 0.881 131. 这 
比 我 们 在 B.1 节 结 尾部 分 求 出 的 估算 1.08 65 略 小 一 点 , 但 它 很 接近 B.1.1 节 结 尾 


部 分 的 估算 0.882 202. 


B.3 辛普森 法 则 


为 什么 要 止步 于 梯形 法 则 呢 ? 梯形 仍然 有 一 个 笨拙 的 线形 的 上 边 . 在 条 纹 的 上 


位 
洁 


| 线 而 不 是 线段 , 我 们 可 以 做 得 更 好 . 以 下 就 是 操作 细节 . 首先 , 我 们 来 看 看 


相 邻 的 两 个 条 纹 , 但 不 


的 面积 是 


用 一 个 二 次 曲线 , 如 图 B-6 所 示 . 
E 如 我 们 将 在 B.3.1 节 中 看 到 的 , 阴影 部 分 


有 线 段 连接 上 边 , 而 是 


(fa0) + 4f(21) + f (22)) 


平方 单位 , 其 中 , 我 们 又 设 了 hh = (一 ao) Am. 
现在 , 如 果 我 们 对 每 一 对 条 纹 重复 这 个 操作 ， 


并 且 将 所 有 的 面积 相 加 , 就 会 得 到 近似 ， 如 


同 梯形 法 则 的 情况 , 相 邻 的 两 个 条 纹 共用 一 


条 边 , 因此 会 有 一 些 量 被 重复 一 次 . 例如 , 如 


果 有 四 个 条 纹 , 那么 面 


积 和 将 是 


(f(a0) + 4f(71) + f(z2)) + (Flr2) + 4f (23) + f (24))); 


我 们 把 形 如 f (x2) 的 两 项 合并 起 来 变 为 2f (za), 因此 面积 和 是 
) 十 2J7(za2) + 4f(73)1 
f 式 的 结果 , 如 果 7 是 偶数 ， 


Ef(a0) + 4f(z 
如 果 有 更 多 的 条 纹 依然 会 有 相同 


+ f (24)). 


j (zj) 的 系数 等 于 2; 


如 果 7 是 奇数 ，F (zj) 的 系数 等 于 4 一 一 f (zo) 和 f(z。) 除外 , 它们 的 系数 都 是 1. 


总 之 , 我 们 有 : 


辛普森 法 则 : 如 果 n 是 偶数 , zo < zi < … < zw 是 [a, 9 上 的 一 个 均匀 分 制 ， 
h =(5 一 a) /n 是 条 宽 , 那么 f(z)dz 宕 (f(z0) +4f(z1) 二 2/(za) + 4f(23) + 
pt “+2f (zn-2) 十 4f (zn-1) i A 


口 
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我 们 拿 它 和 上 一 节 的 梯形 法 则 比较 一 下 . 代替 形 如 1， 2，2，.…，2，2, 1 的 系数 , 这 
一 次 系数 的 形式 为 1 4 2, 4 2, .…., 2, 4 2, 4, 1. 还 要 注意 的 是 , 前 面 分 母 中 的 常 
数 为 3 而 不 是 2. 

我 们 很 容易 应 用 辛普森 法 则 . 让 我 们 回 到 原来 的 那个 例子 中 : 


2 沁 
| e 7 d7， 
0 


并 应 用 辛普森 法 则 , 其 中 n = 8，( 我 们 不 能 用 n = 5, 因为 n 必须 为 偶数 才能 使 用 
辛普森 法 则 . ) 每 一 条 的 宽度 为 = (2 一 0) /8 单位 , 即 34, 因此 分 割 为 
IE 5 _ 3_ 7 


0 <<I<1l<7T I< 


根据 以 上 公式 , 我 们 有 


2 
| e-* dz J 十 4e-(GV4 7 4 26-(1/2)? 4 4e-(3/D)” 4 2- 
0 


+4e-(5/D + 26-(3/2 ”十 46 + e-2). 
根据 我 们 的 计算 器 , 这 大 约 是 0.882 066. 这 十 分 接近 我 们 在 上 一 节 的 估算 ; 确切 的 
说 , 当 我 们 使 用 梯形 法 则 时 (其 中 ”= 5), 我 们 得 到 估算 0.881 131. 为 了 准确 起 见 
我 使 用 了 计算 机 程序 , 得 积分 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 是 0.882 081, 因此 , 辛 
普 森 法 则 (n = 8) 比 梯形 法 则 (”= 5) 更 好 . 当然 , 更 公平 的 比较 需 在 两 种 情况 下 
都 使 用 = 8; 希望 你 来 重复 这 种 情况 下 的 梯形 法 则 的 计算 , 并 和 刚才 相应 的 辛 普 
森 法 则 的 估算 结果 进行 比较 . 
辛普森 法 则 的 证 了 明 
让 我 们 将 图 像 平 移 , 以 便 中 线 位 于 y 轴 ， 

如 图 B-7 所 示 . 
正如 你 所 看 到 的 , 平移 的 结果 将 分 割 端点 的 
2 坐标 移 到 了 -hh、0 和 h. 不 再 使 用 P 
(zo)、f(z1) 和 f(x2)， 我 们 只 分 别 写 出 
P、Q@ 和 R. 上 边 的 点 由 某 二 次 曲线 连接 , 但 
我 们 不 知道 它 是 什么 ， 好 吧 , 我 们 就 称 它 为 
9 并 假设 g(x) = 4z2 + Bx + C. 我 们 知道 
P==g(- 有 )、Q@ 一 g(0) 及 R=g(h); 这 表示 

P= A(-h)?+ B(-h)+0, 

Q= A(0)* + B(0)+O, 

R= Ah?+ Bh+oC. 
中 间 的 那个 方程 表明 C = Q; 那么 , 你 可 以 重新 整理 其 他 两 个 方程 , 会 看 到 4 = 
(P 十 有 R 一 28) / (2 局 ). (我 们 不 需要 知道 B 是 什么 ! ) 现在 , 所 求 阴 影 部 分 的 面积 简 


©O 
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化 后 就 是 


| (4z2 + Bz + CO)dz= ($e 十 2 十 ca) 
一 


h 3 
ge 


和 

平方 单位 . 从 以 上 公式 中 代 换 4 和 C 的 值 , 上 述 表达 式 简化 为 
3 

2 x 一 2 2(P+40+ ED) 

现在 ， 我 们 所 要 做 的 就 是 将 它 平移 至 个 更 一 般 的 位 置 (不 影响 其 面积 ) 并 用 函数 

值 f(zo)、f (zi1) 和 f(z2) 分 别 替 换 P、Q@ 和 R, 来 获得 上 一 节 开 始 部 分 的 锥 形 公 

式 . 


B.4 ”近似 的 误差 


做 近似 (或 估算 , 如 果 你 更 喜欢 这 个 词 ) 的 意义 就 是 求 接近 于 你 要 找 的 真实 的 
量 的 结果 . 如 果 你 真 的 能 够 确切 地 回答 这 个 问题 , 你 就 应 该 去 做 , 但 有 些 时 候 这 太 
了 . 因此 , 近似 至 少 可 以 给 你 提供 接近 于 真实 值 的 一 个 数 . 正如 我 们 多 次 看 到 的 ， 
特别 是 当 我 们 讨论 线形 化 以 及 泰勒 级 数 的 时 候 ( 见 13.2 节 及 25.3 节 ), 还 有 一 个 重 
要 的 问题 : 近似 有 多 好 呢 ? 你 的 近似 至 少 是 接近 真实 值 的 , 还 是 在 四 周 打转 呢 ? 

为 了 将 这 个 问题 量化 , 我 们 再 来 看 看 近似 中 的 误差 ， | 
间 的 差 . 因此 , 假设 我 们 使 用 上 述 技巧 中 的 一 个 分 割 的 条 纹 、 梯 形 法 则 
或 辛普森 法 则 一 一 来 近似 积分 记 f(z) dz 我 们 会 得 到 


| f(z)dr = 4 

其 中 4 是 我 们 的 近似 值 . 误差 的 绝对 值 是 

b 

| 误差 | = | f(z)dz 一 4 

事实 表明 , 通过 f 的 导数 (如 果 它 们 存在 的 话 ), 我 们 可 以 对 误差 大 小 有 些 了 解 . 在 
那 种 情况 下 , 我 们 可 以 设 Mi 是 | 户 (z)| 在 [a, 9 上 的 最 大 值 . 类 似 的 , 设 Ma2 是 
17 (z)| 在 [a, 9] 上 的 最 大 值 , 最 后 , 设 Ma 是 |f 史 9 (z)| 在 [a, 中 上 的 最 大 值 . 那么 ， 
我 们 可 以 证 明 下 列 误差 的 范围 , 这 取决 于 所 使 用 的 方法 : 


对 于 均匀 分 割 的 条 纹 ， “| 误差 | < > Mb — i 


> I 
> 


对 于 梯形 法 则 ， | 误差 | 2 5 M2 (0 — a)h2, 


对 于 辛普森 法 则 ， | 误差 | < Ml 一 a)ht. 


这 里 的 h, 如 往常 一 样 是 条 纹 宽度 (5b 一 a) /n. 尽管 上 述 公 式 都 很 相似 , 但 是 它们 还 
是 有 所 不 同 . 首先 , 前 面 的 系数 不 一 样 . 其 次 , 所 涉及 的 导数 不 同 : 对 于 条 纹 , 出 现 
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的 是 一 阶 导 (Ca 的 形式 ); 对 于 梯形 法 则 , 出 现 的 是 二 阶 导 ; 而 对 于 辛普森 法 则 , 则 
是 四 阶 导 . 然而 , 最 显著 的 区 别 是 h 的 次 数 . 这 显示 了 条 纹 宽度 变 小 时 , 误差 减少 
的 程度 , 这 当然 发 生 在 你 取 了 很 多 条 纹 的 时 候 . 当 h 变 小 时 , hh 会 比 及 或 hh 更 快 
变 小 , 因此 , 当 你 使 用 很 多 条 纹 时 , 辛普森 法 与 其 他 方法 相 较 更 胜 一 筹 . 


B.4.1 估算 误差 的 例子 
我 们 来 看 看 在 这 个 附录 中 早先 的 例子 


2 
| Ee- dz, 
0 
中 误差 结果 的 情况 , 首先 , 我 们 设 f(z) = e-*”, 然后 计算 
jlz) = 27e ,f(z)= (4z2 — 2)e®, f(z ) 一 一 — 3)e 
及 f(z) = Ma 一 12z2 十 3)e- 
首先 , 我 们 来 求 M1， 这 表示 , 我 们 需要 求 出 | 六 (zj| 在 [0, 3 上 的 最 大 值 , 它 实际 
上 是 - 户 (z). 由 于 二 阶 导 17(z) 在 z 二 1/V3 时 为 0, 并 且 在 那里 其 符号 由 负 变 为 
正 , 故 在 1/V3 处 f(z) 有 一 个 局 部 最 小 值 . 这 意味 着 , f(z) 在 [0, 3 上 的 最 小 值 
是 -V3e-12, 因此 , | (z)| 的 最 大 值 是 V3e-12, 即 Mi = V3e-1/2. 
现在 , 我 们 可 以 回 到 B.1.1 节 中 的 积分 估算 中 了 . 那里 , 我 们 使 用 了 10 个 均匀 
分 割 的 条 纹 来 估算 积分 . 由 于 a=0、5=2 及 = (2 一 0)/10 = ,我们 有 
| 使 用 10 个 均匀 分 割 的 条 纹 的 误差 |< 23M1(5 一 oh = 了 x Ve (2 一 0) 


二 V2 12 
= 在 . 


1 
5 


这 大 约 是 0.171 553. 注意 , 不 管 你 使 用 左 端 点 、 右 端点 或 中 间 的 某 个 点 作为 你 的 
cn, 这 都 不 要 紧 . (在 B.1.1 节 , 我 们 使 用 了 右 端 点 和 中 点 来 求 两 个 不 同 的 估算 , 但 它 
们 都 精确 到 大 概 土 0.171 553.) 

我 们 再 来 看 看 梯形 法 则 . 在 B.2 贡 , 我 们 使 用 了 5 个 宽度 为 h = 2/5 的 梯形 来 
估算 积分 ( 故 n= 5). 为 了 查看 误差 会 有 多 大 , 我 们 需要 在 [0, 2] 上 最 大 化 |f" (zz) 
来 求 M2. 为 此 , 回头 看 看 上 述 公式 中 的 13 (z) 和 了 G3) (x). 了 3) (zx) 在 [0, 2] 上 的 零 
点 在 z==0 和 z= V3/2, 因此 , 这 些 点 就 是 f(z) 的 临界 点 . (请 记 住 , 三 阶 导 是 
二 阶 导 的 导数 ! ) 因此 , 我 们 可 以 检验 1” (0) 和 J”(VY3/2) 的 值 , 还 有 在 另 一 个 端点 
2 上 的 "(2) 的 值 . 我 们 求 出 17 (0) = -2、f7(V3/2) = 4e-32 和 f17(2) = 14e-4 
它们 绝对 值 当 中 的 最 大 值 是 / (0). 这 意味 着 Ma = 2. 现在 , 我 们 可 以 估算 误差 了 
( 记 住 hh = 2/5): 


2 
使 用 5 个 梯形 的 误差 | < Mal = A x 2(2 —0) 目 _4 
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这 大 概 是 0.053 333.… 这 比 使 用 10 个 条 纹 的 误差 要 小 很 多 , 尽管 我 们 只 使 用 了 5 
个 梯形 ! 由 于 我 们 之 前 的 估算 大 约 是 0.881 131, 我 们 证 明了 
2 
| ez dx 兰 0.881 131 
0 
这 个 近似 可 精确 到 土 0.053 333. (这 当然 和 我 们 在 B.3 节 结 尾部 分 的 观察 是 一 致 的 ， 
其 中 , 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 实 际 上 是 0.882 081. ) 
最 后 , 我 们 使 用 辛普森 法 则 来 估算 误差 . 在 B.3 节 , 我 们 使 用 了 n = 8 时 的 六 
普 森 法 则 来 证 明 


2 
| e-* dx 0.882 066. 
0 


我 们 需要 Mi 它 是 |f(9 (z)| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 . 这 可 能 非常 繁杂 , 因为 1 (z) = 
4(4z4 一 12z? 十 3)e-*”， 我 们 来 分 别 求 这 三 个 因子 的 最 大 值 . 对 于 4 没有 任何 问 
题 , e-*” 是 正 的 且 在 z = 0 上 达到 最 大 (其 最 大 值 为 1); 因此 , 我 们 只 需要 求 出 
424 一 12z2 十 3| 在 [0, ?3] 上 的 最 大 值 点 . 我 们 有 

d 


本 (4z4 一 12z2 十 3) = 16z3 一 247 = 8z(2z2 — 3)， 
ba 


因此 , 我 们 要 找 的 最 大 值 点 只 能 出 现在 临界 点 z = 0 和 z = V3/2, 或 男 一 个 端点 
Zz 二 2 上. 将 这 些 数 代入 , 我 们 可 以 求 出 最 大 值 19 出 现在 x = 2, 这 意味 着 在 [0, 2] 
上 , 我 们 有 


[Azt — 12z2+4+3|<19 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 
MA<4x19x1=76. 
(实际 上 Ma = 12, 但 是 你 需要 看 看 f 的 五 阶 导 , 这 就 够 了 ! ) 现在 , 终于 可 以 使 用 
我 们 的 公式 了 (h = (2 一 0)/8= 1/4): 
| 使 用 n= 8 的 辛普森 法 则 的 误差 |< Ma — a)h4 
1 1\4 19 
< (3) 一 5760 
这 大 约 是 0.003 299, 它 比 我 们 之 前 计算 的 那 两 个 误差 更 低 一 些 . 
B.4.2 ”误差 项 不 等 式 的 证 阴 
B.4 节 中 三 个 误差 不 等 式 的 后 两 个 的 证 明 有 点 超出 本 书 的 范围 , 但 是 并 不 难 证 
明 的 是 第 一 个 : 
| 使 用 nn 个 均匀 分 割 条 纹 宽度 为 的 误差 | < 了 Mi(b 一 
其 中 , Mi 是 f(z) 在 [a, 9 上 的 最 大 值 . 假设 我 们 使 用 左 端点 来 做 估算 . 就 让 我 们 
来 看 看 其 中 的 一 条 吧 . 如 果 它 的 底 是 区 间 [g, g 十 加 (对 于 某 个 q), 那么 它 看 起 来 就 
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如 图 B-8 所 示 . 

近似 矩形 的 高 度 是 f (q) 且 宽 度 为 h 个 单位 , 因 
此 , 近似 的 面积 是 hf (q) 平方 单位 . 一 般 的 , 这 
个 近似 的 结果 会 有 多 糟 呢 ?这 完全 取决 于 f 的 
图 像 和 常数 直线 y = f (gq) 的 偏离 程度 . 如 图 B-9 
所 示 就 是 两 种 最 坏 的 情况 . 

第 一 个 图 像 显示 了 一 条 始 于 (g,，f (gq)) 且 和 斜率 为 
MM 的 线段 , 而 第 二 个 图 像 显 示 了 一 条 始 于 同 图 B-8 

点 且 斜 率 为 -Mi 的 线段 . 事实 上 , 该 函数 一 定 

被 夹 在 这 两 个 极 值 之 间 ， 的 确 , 第 一 条 直线 的 方程 为 y = Fo 二 Mi(x 一 gq)， 如 
果 f(x) 高 过 这 条 线 (对 于 在 区 间 [g, g 十 及 内 的 z), 那么 我 们 有 f(x) > f(gq)++ 
Mi (zx 一 9), 或 


B-9 


根据 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ), 对 于 在 [gq, x] 的 某 个 c, 左边 部 分 等 于 (0), 故 扩 (0) > 
Mi. 这 是 不 可 能 的 , 因为 Mi 是 | 户 (z 在 [a, 8] 上 的 最 大 值 . 一 个 类 似 的 论证 显示 
了 y= f(z) 总 是 位 于 那 条 向 下 倾 的 线 的 上 方 . 

现在 ， 我 们 可 以 来 看 看 误差 了 在 第 一 种 最 坏 的 情况 中 , 真正 的 区 域 包括 该 条 
纹 及 一 个 边 长 为 h 与 Mih 个 单位 的 三 角形 ; 在 第 二 种 最 坏 的 情况 中 , 实际 上 从 该 
条 纹 中 去 除了 一 个 同样 的 三 角形 . 不 管 在 哪 一 种 情况 中 , 可 能 会 偏离 的 面积 是 这 个 
三 角形 的 面积 , 即 3Mih? 平方 单位 . 剩 下 要 做 的 就 是 , 用 这 个 误差 和 条 纹 的 个 数 n 
相 乘 , 会 看 到 我 们 的 近似 不 可 能 再 比 Mih2n 更 糟 了 . 事实 上 , 我 们 可 以 拿 掉 h 的 
某 个 因子 , 并 使 用 方程 nh = (5b 一 a) 将 以 上 的 表达 式 写作 1 3Mi (b 一 a)h. 这 就 是 我 
们 想 要 的 了 ! 有 时 我 们 不 是 必需 选择 左 端点 的 , 此 时 , 请 你 :来 重复 上 述 的 证 明 . ( 事 
实 上 , 如 果 你 使 用 中 点 , 你 可 以 证 明 误差 实际 上 仅仅 是 Mi (5 一 a) h. ) 
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符号 列表 


意义 

实数 集合 

从 a 到 5 的 闭 区 间 

从 aa 到》 的 开 区 间 

从 a 到 "的 半 开 区 间 

在 4 中 但 不 在 中 的 数 

函数 了 的 反 函 数 

函数 f 和 9 的 复合 函数 

二 次 函数 判别 式 

x 的 绝对 值 

基本 三 角 函 数 (正弦 、 余弦、 正切 ) 

基本 三 角 函 数 的 倒数 ( 正 割 、 余 割 、 余 切 ) 
反 三 角 函 数 (反正 弦 、 反 余弦 、 反 正切 ) 

反 三 角 函 数 的 倒数 (反正 制 、 反 余 割 、 反 余 切 ) 
基本 的 双 曲 函数 ( 双 曲 正弦 、 双 曲 余弦 、 双 曲 正切 ) 
基本 双 曲 函数 的 倒数 ( 双 曲 正 割 、 双 曲 余 割 、 双 曲 余 切 ) 
基本 双 曲 函数 的 反 三 角 函 数 ( 反 双 曲 正弦 、 

反 双 曲 余弦 "、 反 双 曲 正切 ) 

基本 双 曲 函数 的 反 三 角 函 数 的 倒数 ( 反 双 曲 正 割 、 
反 双 曲 余 割 、 反 双 曲 余 切 ) 

x 的 自然 对 数 

当 z 趋 于 a 时 的 双方 向 极限 

当 z 趋 于 a 时 的 右 极限 

当 z 趋 于 a 时 的 左 极限 


极限 不 存在 
不 定式 
不 定式 
等 于 , 使 用 洛 必 达 法 则 


f(z) 

f° (2), f° (2) 
F(a) 
dy d 
dy 了 

dz2 ”cz2 

TU) Q 
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AABC 


渐进 函数 或 数列 

约 等 于 

自 变 量 z 所 发 生 的 变化 
函数 关于 z 的 导数 
函数 f 关于 z 的 二 次 导数 
函数 f 关于 z 的 m” 次 导数 
y 关于 x 的 导数 


y 关于 z 的 二 次 导数 

位 移 , 速度 , 加 速度 
重力 加 速度 

割 线 AB 的 长 度 

以 A、B、C 为 顶点 的 三 角形 
自然 对 数 的 底 
放射 性 物质 的 半 训 其 
不 连续 (使 用 在 符号 表格 
线性 化 

函数 了 的 微分 


从 7 了 =a 到 ”的 和 


下 
AL 


F(a) — F(D) 

函数 f 关于 x 的 定 积分 

函数 f 关于 x 的 不 定 积分 ( 反 导 数 ) 
函数 f 的 平均 值 

积分 数 n (递归 公式 ) 

数列 al az, as …. 


无 穷 级 数 al + az 十 aa 十 …， 


n 的 阶乘 (1 x2x3x:…x(n-1)xn) 


N 阶 泰勒 多 项 式 
nn 阶 余 项 
极 坐标 
vV—1 
笛 卡 儿 形式 的 复数 
极 坐标 形式 的 复数 
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以 z 为 指数 的 复数 
2 的 实 部 
2 的 虚 部 
2 的 复 共 力 

2 的 模 

2 的 论证 

齐 次 解 〈 微 分 方程 ) 
特 解 (微分 方程 ) 


索 引 


cos (x), 191 常数 倍 , 65 

NN 阶 泰勒 多 项 式 , 478 常数 倍 的 导数 ,88 

NN 阶 误差 项 , 479, 490 常 系数 微分 方程 ,588 
NN 阶 余 项 , 479, 490 乘积 法 则 , 84 

cot h (x), 180 乘积 法 则 的 证 明 , 622 
cos™1 (x), 191 冲突 , 596 

zx" 系数 , 16 垂 线 检验 , 5 

P 判别 法 , 406 垂直 渐 近 线 , 19, 225 

Pp 判别 法 , 446 次 数 , 55 

ce 及 一 00 处 的 极限 , 611 大 数 , 40 

co 附近 的 对 数 , 423 带 有 绝对 值 的 函数 , 19 
co 和 一 00 附近 的 常见 函数 , 415 代数 和 面积 , 296 
csc(Z)，22 单位 圆 , 24 

阿 基 米 德 螺旋 线 ，537 导 函 数 , 76 

白费 力气 , 403 导数 , 63, 182 

半 开 区 间 , 3 等 比 数列 , 438 

半衰期 , 177 笛 卡 儿 形式 , 545 
被 积 函 数 , 296 笛 卡 儿 形式 和 极 坐 标 形式 互 换 ，546 
比较 判别 法 , 401, 444 笛 卡 儿 坐 标 , 537 
比较 判别 法 的 发 散 情 形 ，414 笛 卡 儿 坐 标 系 , 531 
比较 判别 法 的 收敛 情形 ,414 底 , 122 

比 式 判别 法 , 448, 460 底数 , 148 

闭 区 间 , 3, 71 第 n 项 判别 法 , 443, 459 
变化 率 , 139 递归 公式 , 383 
变量 是 积分 下 限 , 334 点 斜 式 , 76 

表面 积 , 579 定 积 分 , 296 

不 定 积分 , 331 定 积分 的 定义 , 299 

不 定式 , 48 定义 域 , 1, 3 

不 可 导 , 77 度数 , 16 

不 连续 , 64 对 数 , 4, 150, 159 

不 连续 点 , 64 对 数 的 导数 , 159 

不 在 0 或 co, 433 对 数 法 则 , 148, 151 

部 分 分 式 , 363 对 数 函 数 , 1, 18, 19, 148 
部 分 和 , 439 对 数 和 指数 的 关系 , 148 
参考 角 , 25 多 项 式 , 16 

参数 , 526, 579 多 项 式 的 次 数 ,55 
参数 版 , 575 多 项 式 的 系数 , 16 
参数 方程 , 526 多 项 式 型 函数 , 56 

参数 方程 的 导数 ,528 次 导数 

参数 化 , 527, 576 二 次 函数 , 17 


拆 分 积分 , 411 二 次 近似 , 476 


索引 


二 阶 导 , 63, 80 积分 的 中 值 定理 , 319 
二 阶 导数 , 80, 531 积分 端点 , 296 
二 阶 修正 项 , 477 积分 极限 , 296 
二 项 定理 , 494 积分 技巧 综述 , 392 
发 散 , 436 积分 判别 法 , 451, 453, 464 
反常 积分 , 394, 396 积分 上 下 限 都 为 函数 ，336 
反 函 数 , 1, 182 积分 上 限 是 一 个 函数 ,334 
反 函数 的 导数 , 182 积分 因子 , 585 
反 三 角 函 数 , 182 极限 比较 判别 法 , 403, 445 
反 双 曲 函数 , 182, 199 极限 的 乘积 , 606 
反 余 割 函数 ，196 极限 的 和 与 差 , 605 
反 余 切 函数 , 196 极限 的 商 , 607 
反 余弦 , 191 极限 伪装 成 导数 ，337 
反正 割 ,195 极 值 点 , 203 
反正 切 , 193 极 值 定理 , 204 
非 负 的 , 1 极 值 定理 的 证 明 , 624 
非 负 数 , 2 极 坐 标 , 531, 575 
非 齐 次 方程 , 591 极 坐标 与 笛 卡 儿 坐标 互 换 ，532 
分 部 , 364 级 数 的 收敛 与 发 散 , 439 
分 部 积分 法 , 358 级 数 发 散 , 458 
分 段 函数 的 导数 , 627 级 数 和 反常 积分 ， 444 
幅 角 , 546 几何 级 数 ，441 
复合 函数 , 10 夹 副 定理 , 43 
复合 函数 的 导数 ,91 加 速度 , 72, 99 
复 利 , 153 简 谐 运动 , 111, 128 
复 平面 , 544 减 函数 , 213 
复数 ，543 渐进 , 445 
复 指 数 函数 ，543 渐 近 线 ，18,， 404 
负 函 数值 , 412 交错 级 数 判 别 法 ,454 
高 估 , 495 截 距 , 225 
高 阶 导 , 63 解 二 阶 齐 次 方程 ,589 
根 式 判 别 法 , 450, 463 解 一 阶 齐 次 方程 ,589 
轿 表 达 式 , 50, 102 解 z= w, 548 
斩 复 数 ，542 解 ez = w, 553 
估算 , 633 介 值 定理 的 证 明 , 617 
估算 积分 , 315 近似 值 , 475, 633 
拐点 , 214 镜面 对 称 性 , 12 
关于 三 角 函 数 的 容 的 积分 ,377 局 部 极 值 , 203 
关于 三 角 换 元 法 的 积分 ,385 局 部 最 大 值 , 204 
函数 , 1, 150 距离 , 19 
弧 长 , 574, 577 绝对 收敛 
弧度 , 21 绝对 收敛 判别 法 , 408, 446, 447 


换 底 法 则 , 168 绝对 值 , 1 


绝对 值 函数 ，19 
绝对 最 大 值 ，204 

开 区 间 , 3 

壳 法, 561 

可 导 , 77, 182 

可 导 函 数 , 63 

可 导 函 数 必 连 续 ，83 
可 导 性 , 63, 82 

可 分 离 变 量 的 一 阶 微 分 方程 ， 582 
可 积 的 , 300 

勒 贝 格 积分 , 322 

黎 曼 和 , 300 

利用 麦克 劳 林 级 数 求 极 限 ，522 
连续 的 , 65 

连续 函数 , 63, 290 

连续 函数 的 复合 , 615 
连续 性 , 63, 82 
连续 性 和 可 导 性 , 63 

链 式 求 导 法 则 ,84 

链 式 求 导 法 则 的 证 明 , 624 
两 个 立方 差 , 48 

两 曲线 间 的 区 域 , 565 

两 条 曲线 之 间 的 面积 , 310 
临界 点 , 204 

罗 尔 定理 , 203 

罗 尔 定理 的 证 明 , 625 

洛 必 达 法 则 , 116, 264, 437 
洛 必 达 法 则 的 证 明 , 628 
麦克 劳 林 级 数 , 116, 484, 491 
没有 瑕 点 会 , 412 

寡 级 数 ，481,， 482, 557 

窜 级 数 的 收敛 性 , 505 

帘 级 数 的 中 心 , 483 

军 指 数 , 16 

模 , 546 

模 - 幅 角 式 , 546 

模 写 , 542 

牛顿 方法 , 258 

欧 拉 ，544 

欧 拉 等 式 ，557 

偶 函 数 , 12, 14 

判别 法 , 415 

判别 式 , 17 


配方 , 17, 389 

平滑 程度 , 63 

平均 速度 , 63, 73, 318 
平均 速率 , 71 

破裂 点 , 395 

奇 函 数 , 12, 13 

齐 次 方程 ,589 

齐 次 解 , 592 

切片 法 , 561 

切线 , 63, 75 

求 非 代数 和 面积 , 308 

求 极 坐标 曲线 的 切线 ，537 
求 极 坐标 曲线 围 成 的 面积 , 538 
区 域 上 的 连续 性 , 63 

区 域 在 曲线 和 vy 轴 , 563 
曲线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 , 312 
取 歼 曼 上 和 法 , 321 

取 黎 曼 下 和 法 , 321 
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